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" Sur la puissance des ensémbles mesurables (B).

Par

W. Sierpifiski (Varsovie).

M. M. Alexandroff et Hausdorff ont démontré presque
en méme temps, indépendamment Pun de autre, que tout ensem-
ble non dénombrable mesurable (B) contient un sons-ensemble par-
fait 1), Leurs démonstrations, fondées sur une méme idée, sont assex
compliquées et utilisent les nombres transfinis. Le théoréme en
question résulte d'ailleurs d’'une proposition plus générale de M. S o us-
lin?), d'aprés laquelle tout ensemble (4) non dénombrable contient
un sous-ensemble parfait. - ‘

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme de MM. Ale-
xandroff et Hausdorff sans faire appel aux nombres transfinis
et & la théorie des ensembles (A). Nous définirons une propriété
IT &ensembles, dont nous prouverons qu'elle appartient aux ensem-
bles fermés et aux sommes et produits d'une infinité dénombrable

d’'ensembles jouissant de ladite propriété. II en résulte, comme on
- sait, qu'une telle propriété appartient 4 tous les ensembles mesura-

bles (B). Or, nous prouverons que tout ensemble non dénombrable
jouissant de la propriété II contient un sous-ensemble parfait.

Définition. Nous dirons qu’un ensemble de points £ (situé dans
un espace a m dimensions) jouit de la propriété IT, il existe une
suite infinie de fonctions d’ensembles @u(Py, By,..., P (n=1, 2,3,..),
satisfaisant aux deux conditions sulvantes:

'Y P. Alexandrofsf: Comptes Rendus, t. 162,

" F. Hausdorff: Math. Ann, 77 (1916), p. 430. V. aussi H. Hahun: Theorse
der reellen Funktionen 1. Berlin 1921.. p, 338,

) M. Souslin: C. R, t. 164: note du 8 janvier 1917.
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1% Si P, est un ensemble non dénombrab-le, @.(Py, By, ..y P

n

~ est un ensemble non dénombrable contenu dans P,.

20 8i P,(n=1,2,3,...) est une suite infinie d’ensembles, telle
que

«) P, CE,

B) Puna Coulhy, By P,), pour n= 1,23 .

y) P. est un ensemble non dénombrable (pour n=1, 2,...),
alors

(1) P,.P,.P,...CEVY.

On voit sans peine que les ensembles fermés jouissent de la
propriété II: pour obtenir le suite correspondante de fonctions ¢,,
il suffira évidemment de poser @,(P,, Fay.-., Fo) =P, (pour tout n

naturel et tous les ensembles P, P,,..., P,).

Soit maintenant
(2) E—=E +E +E+...,
olt E,(k=1, 2, 3,...) sont des ensembles jouissant de la propriété IT,

by

et désignons par ¢! la suite de fonctions correspondant & l'ensem-
ble E,. Nous définirons maintenant la suite de fonctions @, (Py, Fyye-y P)

- comme 1l suit.

Si Yensemble E P, est fini ou dénombrable, posons @,(Py; Py P,)
= P,. -

Si lensemble EP, est non dénombrable, il existe un premier
terme de la série (2), soit B, tel que l'ensemble E, est non dé-
nombrable; posons dans ce cas '

(3) (P,.(Pl,Pz,...‘,P,,)=(p$,(EqP1,P,,..., P,), pour n=1,2,...

On prouve sans difficulté que la suite de fonctions @, (n =1, 2,...)
ainsi définie correspond & l'ensemble E. Done, I'ensemble E jouit

de la propriété II.

En effet, il suffit de vérifier que les @, satisfont anx conditions 19 e 2°.

Quant A la condition 1°, cela résulte immédiatement de la définition des fonc-
tions ¢, et de la remarque que la suite des fonctions @f(n=1,2,..)) correspond
A l'ensemble K, donc satisfait 2 la condition 1°. |

Or, soit P(n=1,2,...) une suite infinie d’ensembles satisfaisant aux condi-
tions a), 8) et y). De «) ot y) résulte que I'ensemble EP,=P, est non dénombrable:

d'aprés la définition des fonctions @. nous avons donc les formules (3).

1) P désigne, comme d'habitade, la somme P+ P, ou P’ est I'ensemble dé-
rivé de P. ‘ _
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Posons

4) ¢, = Ky, et-@, =P, pour n=2,8,..;

d'aprés a), F), y) et (8) on voit que la suite d’ensembles Qn(n=1, 2,..) est telle que

«) @ C B, .

Bli Qn-{-l C 9’3(91, Qnu 3 Qn) Pour‘”z], 2,.. .

¥) Q. est non dénombrable, pour n=1, 2,..,

Donc (la sumite ¢f(n=1,2,,..) correspondant & l'ensemble IKI), nous con-
cluons que |
® » 3.9.0,..CE.

Or, d'aprés B'), ¢f satisfaisant & condition 10 et Q, =K, P, étant non dénom~—
brable, nous avons ¢, ¢%(9,)C @,, donc 0,9, et Q; 9, = 0,: la formule (5)
donne done

QtQB QJ."'C...EM

done, d'aprés (4):
| P,FF,..C &,
et, a plus forte raison: - '

PP, PP . CE,

ce qui donne, d’aprés E,(C E, la formule (1).
La soite @, (n=1, 2,...) satisfait donc & la condition ‘20,

Soit maintenant

(6) E=E EE,...,

Eik=1,2,3,..) étant des ensembles Jouissant de la propriété IT.

Désignons encore par Pi(n=1,2,..) la suite de fonctions correa-
pondant & lensemble E,

Désignons, pour tout n naturel. par p, et g, deux nombres na-

turels, tels que n=2""1(29,—1) (les nombres p, et ¢» sont, comme

on sait, bien déterminés par le nombre n). Posons, pour tout #
naturel: | -

(7) ¢‘n(P1‘) .Pg, . .-..,b P.,) ] ¢:: (Pgl’u T_'” ngﬁ“l.a, ngu‘*ls, <oy Pgﬂ”“!(fl‘gn*'l)‘;‘

on verifie sans peine que la suite des fbnctions P.(r==1,2,,.) ainsi
définies satisfait aux eonditions 1° et 2% d’ont résulte que l'ensem-
ble E jouit de la propriété IT |

En effet, il résulte immédiatement de (7), d’aprés Pép"—] o ;_1)-—_=~P,, (les fonctionm
N R

semble Ky), que les fonctions g, (m==1, 2,..;)=

satisfont 4 la condition 10,
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Or, soit P,(n=1,2,...) une suite infinie d'ensembles satisfaisant anx conili.

(8) Poty (C Po, pour n=1,2 3. .
L'indice p étant fixe, posons
(9) ' Q,= P2p—1(2q_1) pour g=1,2 3 ...
- D'aprés (8), «) et (6), nous avons:
Or, d’aprés (9) et (8) _
(11) Qe = By C Rty s
et, @'aprés f): ‘
(12) P‘z""’(ﬂa-n—H C Por—tigeyy F1s By s Pz""m——n’;

d'autre part (d'aprés (7) et (9):

(13) Pop '](gq__])(Pu 'Plv sy Pa"';'J(gq_1)) - %(Qﬁ Qii"w Qg}~
Les formules (11), (12) et (13) donnent done
(H') ‘ ‘ QQ'H C%(Ql @iy - e ka.pour q—-_=1,2,.;.

D’apres y) et (9) nous concluons enfin que les énsemblas {9) somt nen
dénombrables. l)one, d’aprés (10) et (14), Ia suite @f(g=1,2,.,.) corresponda
& 'ensemble E,, nous avons

0,0,0,...CE,
ot, d’aprés (9), & plus forte raison:
115) ~ PRPR..CE

La formule (15) étant vraie pour tont indice p, il en résulte, d’aprés (6), Ia for-
mule (1).
Nous avons donc démontré que la suite des fonctions @, satisfait 2 la con-

‘dition 2°. Or, nous avons établi plus haut que les fonctions g, satisfont i la con-

dition 1° Donc, la suite @, correspond & l'emsemble E qui jouit ainsi de la pro-
priété I, e, q f d. |

Nous avons done établi que tout ensemble mesurable (B) jouit
de la propriété II. Nous allons maintenant démontrer que tout en-
semble non dénombrable jouissant de la propriété II contient un
sous-ensemble parfait.

On peut sans peine définir une loi d’aprés laquelle & tout en-

semble non déuombrable de points N correspondent deux sous-en-

‘sembles non dénombrables de N,w(N) et 3(IV), tels que

(16)  w). ¥ =0.
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Soit maintenant £ un ensemble non dénombrable, jouissant de
la, propriéié II. Posons

a7 . E—vy(B), B =35

et supposons que, 7 étant un nombre naturel donné, nous avons
déjh définis les ensembles non dénombrables By ageyayy 01 B

et ol @, @,,...,a, est un systtme quelconque formé de mombres
0 et 1. Posons

Ean g1 ey 0y 0 —_ 'P[‘Pn(Ean ‘Eau (/SRS ‘Ean (-, LY 01,.)]‘
Eap Arreay Gpyy 1 = "9'[9% (Eau Eau agttt Eai, oy ey a,.)]:

‘@, étant la fonetion correspondant & l'ensemble E.

Les ensembles E,, ., sont ainsi définis par Iinduction et ils
sont évidemment tous non dénombrables,

Soit maintenant a,, ,, a,,... une suite infinie donné quelconque
fermée de nombres 0 et 1 et posons '

(19). Po=FE, ... pour n=123,...

On vérifie sans peine (en s'appuyant sur les formules (17) et
(18)) que la suite infinie. d’ensembles (19) satisfait aux conditions
«), B) et y). Par conséquent nous avons la formule (1), c'est-a-dire

(20) Fla,, o, ay,..) = E'alﬁmmg%-% w - C LB

L'ensemble F(a,, @y, a;,...) est fermé et non vide (comme pro-
duit d'une suite infinie déeroissante d'ensembles fermés). Or, a;, a,

@y, et By, f,B5,... étant deux suites distinctes, formés de nom-
bres 0 et 1, nous avons |

e F(ay, ta, tg,...) . F(By, Bys Boy .. ) = 0.

En effet, a, eti B, étant les premiers termes différents de ces suites.
p- e ¢,=0,8,=1, nous aurons '

Eah aﬁv"; * = Qp(Q% Eﬁu Baverni By - &(0)7

ol Q= (PP-“J. (E‘;‘ﬂ Eal: < HI | Eo‘"v Rgpeees ap._.]) pOur p > ‘11 et Q == E ‘Pour
»==1.Done, d'aprés (16): | |

(22)

—

&y, Ogree,, ap N Eﬁll ﬁm"-l ﬁ’, = O; .
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or, de (2'O)J résulte que -
Fla,,a,.a4,...) CE%%---,G, et F(By; Py Bs,--)C Eﬂu_ﬁs.-'-;p,’

ce qui prouve, d'aprés (22), la formule (21).
Posons

(23) S=3IF(a,, a,, @,...)

la sommation s'étendant A toutes les suites infinies @)y Ogj Byyen ey
formées de nombres O et 1. Il résulte de (21) que S est un en-
semble non dénombrable. Or. de (20) et (23) résulte que SC E.

~ Or, posons
(24) Fn = SETU';. Olproray Uy ?

la sommation s'étendant & tous les systémes @, @y,..., &, formés
de nombres O et 1 (n étant fixe). Les ensembles F,(rn=1,2,...)
sont done tous fermés (comme sommes finies d’ensembles fermés):
donc leur produit |

@) F=FFF,...

est un ensemble fermé. Or, il résulte sans peine de (20), (22), (23),
(24) et (25) que F=S. Denc F est un ensemble fermé non dé-
nombrable, contenu dans £: le noyau de F' est donc un ensemble
parfait (CE. . - _

Nous avons ainsi établi que fout ensemble non dénombrable mesu-
rable (B) contient un sous-ensemble parfait, c. q. f. d.






