ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur une propriété des fonctions de M. Hamel.
Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Le but de cette Note est démonirer lo théoréme suivant qui m'a
été suggeré par une question. poséde par mon éléve, M. O. Nikodym:

Théoréme: Une fonction discontwnue d'une variable réelle f(x)
satisfaisant & lédquation fonctionnelle |

(1) fl+y) = fla) + /)

ne peut étre majorde par aucune fonction mesurable,

De ce théoréme résulte tout de suite que si f(x) est une solution
de Véquation (1) et &'l existe une fonction mesurable (L), p(a), tello
que f(x) << @(@) (pour tout x réel), f(x) est une fonction -continue
(done, d'aprés Cauchy, de la forme Az). En particulier, tonte fone-
tion mesurable (L), satisfaisant & Uéquation (1), est c'onmzue .

Soient: /() une fonetion discontinue, satisfaisant & I'équation (1)),
(@, b) — un intervalle donné, 4 — un nombre réel donné quelcon-
que, & un nombre positif. Nous prouverons que la mesure extérieure
(lebesguienne) de Tensemble

(2) E(4, a, b)) = B[f(#) > 4, a <2< b]
est . ; | ;
3) - m,E(4, a, b) == b — a.

) M. Fréchet: L'Enseignement Math 1918 p, 890; W, Siexpidnk I: Fund,
Math t. 1, p 116; 8. Banach: Fund, Math, t. 1, p. 188; ¥, Hahn Theoris der
rasllen Hunkiionen 1 (Berlin 1921), p. 688, |

¥ L'existence des solutions discoutinues de l'dguation (1) » été démonirde en
1906 par M. Hamel (h 'uide du théorémo de M, Zewmolo): Math, Ann. 60,

- p. 460,
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Nons avons évidemment

Ela<<a <) =2‘E(—-—- n, a, b),

E T

done

N
mEla< z< b =lim m,ZE(—mn, a, b),
Nm:0o

nw=l

c'est-a-dire

b —a=Ilimm,E(— N, a, b):
il existe donc un indice N tel que
(4) m B(—N,a,b) >b—a—e.

f(x) étant une fonetion, satisfaisant a l'équation (1), il existe,
comme on sait, un nombre %, tel que |

®) 0<h<gh<b—a

et

(6) f(h)> N+ 4.

D’aprés (4) et (5) nous trouvons sans peine:

) mE(—N,a,b—h)>b—a—2e

Désignons par H l'ensemble qu'on obtient par une translation
de l'ensemble E(— N, a, b—%) de longueur h: l'ensemble H sera
évidemment contenu dans I'intervalle (g, b), et nous aurons, d’aprés (7):

®) m H>b— a — 2.

- Soit z un pomt de l'ensemble H: le pomt z — h appartient
done A E(—N,a,0 h), donc

9) flz—h)>—N.
Or, daprés (1), f(z) = /(& — k) + f(k), done, d'aprés (9) et (6):
flz)> 4,

- ce qui prouve que x (qui est un point de I'intervalle (a, b), comme

point de H) appartient & l'ensemble E(4, a, b).

) V.p.e. G Darboux: Math. 4dnn. 17, p. b6..
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" Nous avons donc démontré que
- HCE(4,a,b);
Vinégalité (8) donne done:
m.E(4, a, b) >b—a— 2¢;
le nombre positif & étant arbitraire, cette inégalité donne:
m; E(A, a, b) =b — o,

ce qui prouve la formule (3).
Admettons maintenant qu'il existe une fonction mesurable (finie)

@(x), telle que ‘
(10) fz) < o)
pour tout z réel.
" On aurait done, pour tout A4 réel et tout intervalle (a, 5):

E(f(z)> 4, 0 <z <<b] CE[p() > 4, a<<z<b)

done, d’'aprés (3):
Elpz) >4, a<ae<hl = b —a,

pour tout 4 réel ce qui est impossible, puisque @(x) est une fone-

tion mesurable.
Notre théoréme est ainsi démontré,

Remarquons encore qu'on pourrait démontrer sans peine le théo-
réme suivant: Toute fonction f(x) satisfaisant & Uéquation fonction-
nelle (1) et & la condilion de Baire) est continue.

(En effet on démontre sans peine que si /(z) est une solution
discontinue de Yéquation (1), les ensembles B|f(z) > 0] et E[f(x) < 0]
sont de deuxiéme ecatégorie dans tout inlervalle, d’olt résulte que
f(z) ne satisfait & la condition de Baire dans aucun intervalle).

%) C. & d ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait quand on né-
glige les ensembles de 1r® catégorie par rapport & cet ensemble parfait.






