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Sur la nature des fonctions A carré sommable
et des ensembles mesurables.
Par

A. Besikovitch (Petrograde).

§ L. Au cours de ses recherches sur les conditions nécessaires
et suffisantes pour la convergence presque partout des séries de
Fourier-Lebesgue, M. Lusin avait obtenu le théoréme suivant:

Quelle que soit une fonctzon S(x) & carré sommable quon suppose
définie aux points de Uintervalle (0, 1) et nulle ailleurs 1), Vintégrale

q(@:fﬂ““);ﬂ”““) da

considérée comme lim ﬁ est Jinie presque partout dans (0, 1) et repré-
g=0

sente une fonction de x & carré sommable.

La démonstration de M. Lusin fait appel aux méthodes des
variables complexes et au théoréme de Riesz-Fischer.

Le théoreme en question permet de pénetrer trés profondemment
dans la nature des fonctions & carré sommable, d’ailleurs l'impor-
tance de ce théoréme s'aceroit, sil'on remarque qu'il existe bien de
fonctions f, telles que l’mtégrale (prise au sens de M. Lebesgue)

f’f(x+a)--f<w——a)

/1

est infinie aux points d'un ensemble de mesure non nulle. Ainsi
I'existence de l'intégrale |

') Pour déterminer ¢(x) dave Vintervalle (0,1), il faut connaitre S(x) pour
—1l<az<e.
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Off(f”‘{‘ a)-;f(a:——a) da

ne résulte nullement de la petitesse en v
sion sous le signe j,

aleur absolue de Texpres-

H . .
cest & une certaine mterférence des valeurs
positives et négatives, que présente Pexpression

S+ o) —flz—a)

o

au voisinage du point ¢ ==0, que cette existence est due,

Si Yon fait f(2) =1 quand 2 appartient & un certain ensemble
mesurable E, en convenant de poser /=0 ailleurs, le théortme

de M Lusin exprime une propriété géométrique remarquable des
ensembles mesurables.

Je trouve, dans le présent art

icle, une limite supérieure pour
1

PI'intégrale ﬁg(x)]”dx, et je donne une démonstration du théoréme

0
cité, en me servant d'une méthode des variables réelles qui permet de
voir quelles sont les propriétés des fonctions et des ensembles des-
quelles résulte le théoréme en question, )
§ 2. Lemme L Soit s,=i— %, m,=0 pour i1=1,2,...,n; dlors
on aura

l=n i=n

1) 3(Z;n) <m 3w

I=1 f=1 fml

En effet, on a:

» " 2 » . 2 .
Z(ngﬁ z) =g[§(s‘ﬁil)z + 223;?1.‘.1-3;?1]:

=1 f=el 1S =50
n . n 1 n 1

:‘; m? ‘2 (5 — 02 +f,<‘§mm2 &—D(—1D

mals B '

o 1 1 1 1,1
D e R =T e AR T
- 11 1

e e e &
T Tyt T e——
<2[1 + 1 + 1 +...J=8(—1—+——1~2+~1~2+...)=n’,
GF T @& T T3
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par conséquent

Zm 2 i I < nzgm?.

fe] le=]

1 .+1(-1___1)’

(l-———S,)(l-——Sj) 3{“"‘"“3, l“""S‘ l""‘Sj

: 1 1 o 1
2 (I — s,)'(l — &) :""s;“ 8‘-["_21'1 — & ZT":M"}]

Ensuite

Tee] )
! P ) Ty B
=s‘-sj[2' =2 7]*;::”3,[ 22 z]‘“‘"
Je=1—s; nml—sy l=n a1 leal -t
n—s 4j~1
“513[2 z+2“‘]<0
f lnn—lj-*-] -
12,;"’”"’2(‘——0 = <"
=& Sn

ce qui démontre le lemme.

Convenons d’'appeler moment du segment (a—1, b) 'expression
{e=h

Sm?; en posant

fmq
fesn

Zs‘ m‘. = @(l) et Zm‘ =n M?,

"m] i=1

le lemme démontré s'exprime par 'inégalité suivante:

n

2[(0(1)]9 < nmMs

Teal
Corollaire 1. L'inégalité
(20 > 4

2

" L4 ’ nn L] '
ne peut avoir lieu qu'en — points au plus.

A0

§ 3. Supposons que ! puisse prendre toutes les valeurs entidres
positives de 1 A m, m(l) prenant des valeurs entidres positives dé-
pendant d'une certaine fagon de n. Posons:
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my "o,
2‘3‘;.1,“@(?’ Dy 2 g_j?:'Q(P: D,

ol p désigne un entier quelconque satisfaisant 2 la double inégalité

b—ml) <p <14+ mQ),

la sommation 3’ étant étendue aux valeurs de i telles que

o]

L —m() <i<<l4m(),

et la sommation 3" portant sur les autres valeurs de i; on a
i

(2) P(p)=T(p, )+ Q(p, D).

On conviendra de prendre m(7) tel qne‘l o(, )| soit maximum.
Lemme 2. Si k> 516, linégalité |

(1, 1)| > n Mk

ne peut élre vérifide que par un nombre inférieur & nk=" des valeurs de 1.
Supposons remplies simultanément les inégalités suivantes:

(3) Tl >naMk et O] <<inMk
alors on aura:
| Q@ 1) < — $nMk;
mais Q(p, ]) étant une fonction croissante en p, on a aussi
@ p, 1) < — 4mME

avec p <l; doi l'on tire, en vertn de l'égalité (2), que pour
I —m(l) < p <<l on aura, soit

(5) | | @(p)| > 7 ME,
501t
(6) | T(p, 1) > }nMk.

A tout point /, donnant lieu aux inégalités (3), faisons correspondre
Pintervalle C(I): (I—m(l), ! 4+m(l)); convenons de dire que les points
de la suite 1, 2, 3,..., n appartenant (au sens étroit) & l'un au
moins des intervalles C(l), forment le systéme C.

Prenons parmis les intervalles C(l) celui dont l'extrémité infé-
rieure est le plus & la gauche; s'il y a plusieurs de tels intervalles,
prenons parmis eux le plus petit; désignons ecet intervalle par D).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

176 A, Besikovitch:

il y a, parmis les intervalles restants, des intervalles dont les ex-
trémités gauches sont sur D, prenons parmis ceux-la I'intervalle
b Véxtrémité gauche le plus & la droite; 8'il y a plusieurs de tels
intervalles, choisissons parmis eux le plus grand; l'intervalle quon
vient de déterminer sera désigné par D,. Sil n’y a pas d'intervalles
ayants leurs extrémités gauches sur D;, lintervalle D, sera celui
des intervalles situds & la droite de D;, qui a son extrémité gauche
le plus & la gauche, et il y en a plusieurs, ce sera le plus petit
d’entre eux. En procédant de cette sorte on déterminera des inter-
valles D,, D,,..., recouvrant tous les points du systéme . Il n'y
a pas de points appartenants & la fois aux trois intervalles consc-
cutifs D, Dipr, Diys quelconques. Le systéme formé d'intervalles

D, Dy, Dy,...
n’empiétants pas, sera désigné par D’; celui des intervalles

Dy, Dy, Dy,...

¥

étant désigné par D’

Partageons les intervalles D’ en deux groupes 4’ et B', et les
intervalles D’ en deux groupes 4”, B” de la fagon suivante: l'in-
tervalle .D, appartient au groupe 4 ou B, suivant que I'inégalité (D)
est verifiée en un nombre de points de cet intervalle non inférieur
m (1) |
92
L'inégalité (D) ne pouvant étre remplie, en vertu du corollaire 1,
quen 16nk™? points au plus, cette méme inégalité étant vérifide
dans tout intervalle du groupe 4’ en un nombre de ses points sux-
passant un quart du nombre de tous les points ¢ appartenants & ceb
intervalle, on voit que le groupe 4’ ne peut contenir que 64nk—*
points au plus. Méme remarque relative au groupe 4”.

Dans tout intervalle [I — m(l), I + m({)] du groupe B’, Vinégalité

b ou bien en un nombre inférieur 4 cette quantité.

| . . ! . ,
(6) se trouve vérifiée en un nombre g%—l de points, parsuite le
moment de cet intervalle ne peut étre inférieur a

ml) 1 o
2 '16ﬂMk __m(])

72 32

M2 kﬂ;

ainsi, le moment d'un intervalle appartenant au groupe JB' et de
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longueur 2m(l) n'est pas inférieur i %—@M%‘; la somme des mo-

ments de tous les intervalles du groupe B’ ne peut évidemment sur-
{)Zsseg le r(;loment dle Pintervalle (0, »), qui vaut n Mz, par conséquent
‘étendue de tous les intervalles du groupe B’ i bi
nombre des points qu'ils 1'ecouvrent,gne Psurfa;s::;s lp:;m(lﬁqu:,——lj
remarque analogue relativement au groupe B”. o
Ainsi, le systéme C ne contient que 2567k~ points au plus;
et il est évident, alors, que les inégalités (3) ne peuvent avoir lie;;
qu'en 256 nk~? points au plus.
De méme, les inégalités

(1) L)< —alk et O <inMk
nauront lieu qu'en 256 nk 2 points tout av plus; les inégalités
(8) T > oMk, | 00| < yrME

ne seront satisfaites qu’en H12n%2 points au plus.
Ensuite, en vertu du corollaire 1, l'inégalité

B)| = 4

n'a lieu qu'en 4nk™? points au plus, d'olr il résulte que le systime
d’inégalités

DD >aMk et Q1) =>4nME
ne sera vérifié qu'en 4nk™* points au plus, et l'inégalité
5 w(l: Hi> Mk

n’aura lieu, & son tour, quen H516nk™% < nk~! points au plus, ce

" qui achéve la démonstration du lemme.

Remarque. si m, =t =... =1, =0, la somme @(p) est
comprise entre les limites
(k) = O(p) = P(2),

quelle que soit la valeur réelle de p dans Iintervalle (i, k); dans
ces mémes conditions la fonction | ¥(p, p)| ne saura surpasser le
plus grand des deux nombres | Z(j, i) et Tk k).

§ 4. Soit E un ensemble mesurable queleonque sitné sur (0, 1)
- définissons une fonetion f(z) en convenant de poser f=1 en fout
point de K et f=10 ailleors.

Fandamenta Mathematicae IV.

12
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I’l‘h’éoréme 1. Lintégrale
f’f(w +a)—fle—a)
; o
1

considérée comme lim [, est finie presque partout dans (0, 1).
g=0
)

Soit m la mesure de l'ensemble E; le théoréme est évident aux
cas m =0 et m=231); considérons un systtme L’ d’intervalles
n’empiétant pas, enfermant I'ensemble [, ce systéme étant encore
assujetti & cette condition que la somme des longueurs de tous

" 8 L . L4 "
ses intervalles ne surpasse m -+ ik positif, aussi petit que lon

veut, étant donné d'avance.
Donnons nous un nombre positif & supérieur b 518; retranchons

b

du systtme L un nombre fini d’intervalles L, de fagon b avoir?)

N : .
L' — Ly < 7 parmis les intervalles restants prenons en un nombre

— : : A |
fini, soient L, ces intervalles, de fagon & avoir L' — Iy— L; < YR

de méme on choisira parmis les intervalles, restants apros cette

opération, des intervalles L, de fagon & avoir I'—Ly— Ly -—L§<m kll-’»»

et ainsi de suite,
On obtient alors

L' =Ty + Li+ Ly + ...,
L} 1 b ’ h * [
ot L, <% tout systéme L; ne contenant qu'un nombre fini d'in-

tervalles. Les portions de l'ensemble E qui sont recouvertes par les
intervalles du systéme L;, seront désignées par ILi; ce qui donne

E=FE, + By + B; +.. ;

f:(x) étant une fonction nulle hors de 'ensemble L, et ayant la valeur
un sux points de cet ensemble, on a évidemment:

S (@) = fio(=) +/1(2) + £ (@) + ...
Soit j; le nombre d'intervalles formunt le systdme L;; dlargissons -
1) Cf. note d'en bns de la page 1.

%) Nous derirons pour abréger: ,I/¢ an lien de: ,Jlonguour totale des inter-
valles formant L’% ou ,mesure de L'¥,
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chaque intervalle du systdme L de ¢ de chaque c6té, de facon

que L;+2je, ne surpasse pas Il,; et que

2‘.7.080 + 2j1£1 + 2j2€2 +... <g

En désignant par L, le systéme d'intervalles élargis qui appar-
tenaient & L;, on a évidemment V'inégalité: »

(9) L0+L1 +L2+,..<m+§_

Soit a un nombre positif queleconque ne surpassant pas 1. Quelle que
soit la valeur de x dans le systéme L, l'intégrale

.ffy (z+ a) -—fu(:v—-a)da
o

est finie. Il §'agit maintenant d’évaluer sa grandeur; i cet effet
procédons de la fagon suivante: partageons lintervalle (0, 1) en =,
intervalles partiels égaux de telle sorte que chacun d'eux soit de

longueur <C ; en désignant par k la longueur d'un tel inter-

S
k#+2
valle, posons A =51— Remarquons maintenant que, pour les valeurs

“
considérées de x, on a:

e sta
(10) f et e —Tule= 0 g, =f £elda=

—a

Z’ 7u(@) 44 + 7,

o¢—x
(=1

lo. sommation 3’ étant étendue & tous les intervalles appartenanis
3 Pintervalle de lintégration (x—a, 24 a) le terme 7, désignant
la partie restante de l'intégrale, étendue aux intervalles partiels
empiétant sur (r—a, a+) sans y é&tre contenus complétement,
#il en existe de tels intervalles, bien entendu Done

2
(11) ‘ | < Ty

Remarquons encore qu'on 2

ik
’ a ' n,e
a X (1= ¥ o=
-z 06— T L e

[(s))

i2*
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¢ étant le mesure de la partie de T'ensemble E, contenue dans le
i-tme intervalle ( = h) et o, désignant une quantlté satisfaisant

3 linégalité

(’2 — Dh < o, < ih
En posant

an,:-_:mi, n,0,=8, n X =

(2 p

on aura ¢— 1 <s;<4;! peut. différer de l'indice de lintervalle
partiel contenant z, d'une quantité négative inférieure en valeur
absolue & 1; puis m, = 1.

On tire cle I'égalité (12) la relation

(13 Z'fff)xd“—z =X

G =T
oll l’on a posé

R mi(si——s:’)
" 5 DE— )

g=1— % et

‘Faisons maintenant. les remarques suivantes: x étant étranger
d L, la distance de z & l'ensemble E, surpasse &, > (k* + 2)h;
dans k!‘ + 1 intervalles au moins, vcnsms al’mtervalle contenant z,
on a m, = 0; ensuite, |s,— &| <} et, enfin, 5,—1 et s, — I sur-
passent en modules le nombre des intervalles entre le i-6me et
celul qui contient le point z.

Done ‘
| l 1 1
. Ma (k”+])2+(]ﬁu“+2)2+'<_/;’;
ot aussi: |
3
(14) | l"h +ﬂ2|<7¢7“

Remarquons maintenant que l'expression

4 m‘

Sg-"l

n'est autre chose que l'expression que nous avons désigné au § 3
par (l,1). La valeur de m(l) dans le cas actuel est entidrement
déterminée par celles de a et de x, a ve rendant pas ici (L /)
maximum, ce qui avait lieu au paragraphe cité.
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Quant au moment de lintervalle (0, n,), OD remarquera que de

Iinégalité:

on tire

(15) M < 3.
Done, en vertu de (10), (12), (13) et (14), on a

(16) ff&(“” + @) —Sule =D gy — w145

avee — 1 <0< 41

a e
En vertu du lemme 2, linégalité
T, 0| > mMk#

ne peut tre satisfaite quen m, k™ points au plus, et en vertu de
(15) linégalité
(17) T, >k

n'est vérifiée qu'en 7, k7# points au plus.

Remarquons maintenant qu'en vertu de la remarque qui termine
le § 3, linégalité (17), quand z est étranger a L,, ne saurait étre
vérifide par des valeurs fractionnaires de I =7, quau seul cas
ol cette inégalité serait satisfaite par l'un au moins des enticrs les
plus voisins de z. De la on conclut que les valeurs de x étrangers
a L, et satisfaisantes b Pinégalité (17) appartiennent ho 2n,kF
intervalles partiels au plus, done la mesure de lensemble de ces
valeurs de z ne saurait surpasser 2n,k™#h = 2k~#. Par conséquent,

én vertu de (16), l'inégalité

(18) ‘f@(“*“);’fﬂ(w““)da > (m+3)k#

pour z étranger & L, n'est vérifiée que dans un ensemble de me-
sure < 2k—#; parsuite l'ensemble des valeurs de x étrangéres
5 L=1L,+ L, +... et satisfaisantes 2 inégalité (18), pour une
valeur s = w, au moins, est de mesure inférieure & la somme:

Qfm 4 Qo1 4 22
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Prenons u, tel que l’on ait:
(19) Qo 4 2 ftl 4 Qe e, B’"l.

En vertu de (9) et (19) on voit qu'on peut déterminer dans Fen-
semble des valeurs de #, "= (0, 1) — E, un autre ensemble, soit (7,

de mesure > 1«-——m — 5«, tel que la série

ffo(w'l"a — fo (% -a)d +/f1w+a)“f1( a)da”*“

0

ff 2 (% + Q) fe(“’ d a+ ..
y soit convergente et que l'on ait

(20) Uf“(x'*‘“);f“(‘”“-‘f‘-)da

= (m+3)k™# pour w4

Posons, maintenant:

fatao)—flo—a)

Q

o Jl2+ Q) -;ﬁ(w-—- Q)

= (%, o == g(x, @),

Soit # un point quelconque de l'ensemble G et § un nombre positif
inférieur & e; remarquons l'égalité suivante:

: a a M—DO
(21) Joa ajaa= / Y. 0)]da=
[ y-O
pg e -
—_—qu)ﬂ(w, a)da +/[2cpﬂ 2, a)]
p=0 g e a1
L'expression .
(22) (p‘u(w, a) mfy(m‘f‘a);fy(w --a),

x ¢tant donné et a variable, est différente de zéro dans un ensemblo
de mesure qui ne saurait surpusses celle de &, ; parsuite, Pexpression

(28) Z‘W, )

poe et
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differe de zéro dans un ensemble de mesure << mesure de E, +
+Eu+E,,..., c'est-b-dire de mesure < k- 4iD; or, @ étant gxé,,
Pexpression (22) peut différer de zéro pour deux valeurs de u au
plus, puisque parmis toutes les valeurs f,(z + a) ce nest qu'une

au plus qui peut différer de zéro, méme. remarque étant appli-

. cable & f,(x—a). o donné appartenant & lintervalle (8, a) et

Pu@ )0, on a
9,00 0)] < 53

done, si l'expression (23) est non nulle, rous aurons

X 2
(24) | Joma) <3,
=t
ce qui donne
. —4prt1)
25) T Jouer )] aa| < 25—
| B pmpctt |

d’ot Von tire:

[ 2”‘ q’y(“’; “)] de =0,

[
lim
B p=ptl’

p=o00

c'est-b-dire que

(26) qu(x, a)da::fqyo(:c,a)da +jtpl (z,a)de -}-jqa,(x,a)da + ...

Montrous maintenant que Pexpression
(27) ‘fcp(x,a)da —f(po(a:, a)daf‘/zpl(x,a)da—-—,..l:
8 0 0

B 8 8
|t frudas fonte s
o 0 0

~peut étre rendue inférieure 4 tout nombre positif donné y aussi

petit que lon veut, a condition de prendre § assez petit
En effet, en vertu de (20), nous avons

| 8 8 . - ‘ .
(28) U%da +J%+ldx+...\§(n+3)(k o e )
0
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pour u > py: choisissons alors g assez grand pour que Poxpression
(28) soit inférieure & %y et prenons ensuite 8 assoz petxt pour que

I'on alt
| f @(, @)da

un f satisfaisant & ce choix rend bien l'exprossion (28) plus petite

< L

pour i=0,1,2,..., p—1;

que 9, done cette expression tend vers zéro, eest-h-dire Vintégralo

/f(x"i" (w""a) da

existe au sens oxpliqué et est égale & la somme de la séric

Pz, @)de + [ (2, @)de + '.()92 (e, @)da + ...
Jrimariat foieniar fos

Considérons maintenant la fonction

]f(x) = f(z) — 1.

On démontrera pour cette fonctlon d'une fagon tout-i-fait analogne
a celle qui nous o servi A cette hn quand il s'agissait de f(@), ce
fait quil est possible de déterminer dans I'ensemble /¢ un ensemble

et dans lequel l'intégrale

. £
H de mesure supérieure { m — 9

@ Jf’(w+a) - Flo— o),

existe au sens admis, Mais 'intégrale (29) est égale A lintégrale

(30) f Lot =S,

done cette derniére existe dans I'ensemble G+ H do mesure > 1 - g,
¢ >0 étant aussi petit que I'on vout.

Le théoréme est done démontré.

§ 5. Théordme 1 géndralise.

Soit f(x) une fonction meswrable, nuble awx points drangers & lin-

,f:(;:rvulla (0,’%) o ne prenant que des valewrs 0,1, 2,000, p dans et
intervalle; Vintégrale
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1

ff(:v +a)—flz—a),

@ @
0

1

18idérée comnie lim ' i .
consiaeree ¢ g~ gmste ?t est fini powr presque toutes les pa-
&

leurs de .

En effet, désignons par F, 'ensemble des points de Vintervalle
(0, 1) caractérisé par l’égalité' J(x) =1 (pour i=0,1,2,..., p); défi-
nissons ensuite une fonetion f,(z), en posant:

fi@)=14 pour x dans E,

Jilx)=0 allleurs.
Alors, on a

J (@) = fo(@) + fil®) + folr) + -0 4 f(@);

mais chacune des intégrales

1 ‘ ) .
x4+ a) — filr—a
/f‘( +9) = f‘( )da pour i=0,1,...p
. A
existe et est finie presque partout, ce qui démontre la proposition
en question. '
§ 6. Théoréme 2, Soit F(» la fonction définie au pamgmplcc
précedent, Uintégrale

| jf(w +e) —flo—a)
a

représente une fonction de x & carré sommable ef Uon a

1

. fdr.[ff(x-}- a) :f(cc.—-m o) da]z_ﬁ__ ﬂzf[f(x)Fdx.

0

Attribuons & & une suite infinie de valeurs positives décroissantes
et tendant vers zéro

(31) > E > D6

Soit K un ensemble mesurable quelconque et b un point de cet en-
semble; désignons par ¢ un nombre positif queleonque et par E{h, d)
la partie de Iensemble K comprise dans lintervalle (b— &, b+ d};
soit e(b, 6) la mesure de E(b, d).
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Les points & de I'ensemble E satisfaisants & cette condition que

. e(b, d)
lim =5

=]

sont dits points de densité de E.
Rappellons qu'on a le théordme suivant:
presque tous les points d'un ensemble mesurable quelconque sont ses

- points de densité.

Désignons par @, Pensemble de points b de densité de £ lui
appartenants et pour lesquels on a:

E,(,d
(32) mesur;d,( ) )> ! ”"'2

sous la seule condition de prendre J = 7.

La mesure de @, differe de celle de E, d'une quantité aussi
petite que l'on veut & condition de prendre # assez petit; on choi-
sira n tel que l'on ait

€
(33) mesure (@, + @, + ...+ Q,) > 1——-§.

Divisons l'intervalle (0, 1) en intervalles partiels égales de lon-
gueurs b = 7, et supposons qu'un certain intervalle A contient un
point b de I'ensemble ¢),; alors, en vertu de l'inégalité (32), oun a:

mesure (b, k) &
on ol T

pur suite 'ensemble des points de l'intervalle (b —h, b+ h) étrangers

4 E est de mesure inférieure & %é, done, 3 fortiori, les points de
lintervalle % en question n’appartenant pas i I'ensemble E, forment
eh
5
quun méme intervalle partiel ne peut contenir simultanément de
points: de deux ensembles @ distincts.

Définissons maintenant une fonction 6,(x) en convenant de poser:

un ensemble de mesure < De 14 on conclut, en particulier,

1° 6,(x) =1 en tout point d'un intervalle partiel A, & condition

que celui-ci contienne des points de I'ensemble Q,,

2% 6,(x) =0 en tout point de lintervalle A il ne contient de
points d’aucun des ensembles Q.
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En vertu de ce qui a était dit sur la contribution des intervalles
partiels contenant des points des ensembles ¢ et en verta de (33)
on conclut que les points, ot la fonction 6, (x) diffsre de S, for-
ment un ensemble H de mesure inférieure & e Et, en remarr'luant

ensuite que
| Be(x) —'f(x)i = b,
on obtient

(34) | j [6,(x)]*d % — j[f(z)]sdx

Recouvrons l'ensemble H par un systtme d'intervalles I’ dont la
gsomme des longueurs soit' encore inférieure 3 e; retranchons du
systéme L’ un systéme d’'un nombre fini d’intervalles, soit L;, de
telle sorte que l'on ait: mesure de L' — L; est inférieure a %
retranchons du systéme L’ — L; un systéme fini d'intervalles, soit
L;, de fagon que la mesure de L' — L, — L; soit inférieure & &
et ainsi de suite:

< ept.

L= L+ Li+ L+ ...

On désignera par H, l'ensemble des points de H recouverts par les
intervalles du .systéme L;; on obtient ainsi:

H=H +H +H +...

De méme que nous avons eu déja l'occasion de le faire an § 4,
élargissons les intervalles des systénie‘éL{,L;, L,.... d'une certaine
fagon et désignons par L, le systtme d'intervalles élargis du systéme
L,; on supposera dans la suite que la mesure de L, L, + ...
soit inférieure & &*; on posera encore L =L, + L, +...

Cela étant, définissons une suite de fonctions f(2), fo(),..., en
posant:

1° f(x) =f(z) + 6,(z) aux points de Iensemble H,

20 £,(z)=10 aux points étrangers & l'ensemble H..

Posons, ensuite |
j=te

£i@) = i)

Joa-p
la sommation &tant étendue & toutes les valeurs entiéres de j depuis
— p jusqu'a +p, sauf j =0, et ol I'on a posé
@) =fiz) s fl®)=j et

f..;(x)=0 dans le cas contraire.
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Comme au § 4, on voit que les points étrangers i L, et Batin-
faisant, @ étant déterminé d'une certaive fagon, i Iinégalité

!f/,.,m-a) Jud2- “)da I>(n+3)|ﬂf"‘

forment un ensemble de mesure < 2¢g'; pcxrsmte, hors d’un certain

enbcmble de mesure inférieure i |
1/4
£

Apeh 4 dpe'h f dpe + .. f- o= 410 et

Iinégalité (35) Dest vérifiée pour ancune valeur de i et de j. Doue
en tout point étranger & wn ensemble do mesure inférieure &
&h

se trouve verifiée l'inégalité suivante:

37 l/fx-{—a (x — @) __/‘ w+a)~—0( - @) da’:::

0

pr———

mlzlfft,( +a);j""(m—a)da\<
-zlﬂ'f;c-i-g |
Ha

< Y+ 3))jleh < (m+3)2p g

HEE
Dans lexpression (87) on fait la premitre transformation (avee
signe d’égalité) en vertu de la possibilité, démontrée au § 4, cl’mté
gration terme & terme,

En désignant par [ l'ensemble de valems de = satmfama.nt 4 l'iné-
galité (37) on aura évidemment: mesure 1> 1— w.

En considérant l'expression de w (86) et Finégalité (37) el en
supposant une convergence suffisammeut rapide vers zéro do la suite
de valeurs de & (31) (en posant, par oxemple, &=54g), on voil
sans peine que presque partout dans (0,1) se truuve vérifide Pégalité:

1
(8%) lim f Oufe & =) — B @—9) gy f Flot =S58 g,
o
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Partageons maintenant lintervalle (0, 1) en # intervalles égaux de
. 1 g
longueur ~==7; posons

y
m=n 0 . (:I)) dz

, -1y
et formons I'expression

i=n

o,(0) =2&’_"_* l

=1

o §=1—4%.

La fonetion 6, (x) présentant un nombre fini de points de diseonti-
nuité, désignons par K lensemble de points de Iintervalle (0,1)
qu'on obtient en enlevant de cet intervalle un systéme dintervalles
de petitesse arbitraire enfermant les points de discontinuite de 6, (x);
on peut donc supposer la mesure de K aumssi voisine de 1 guon
le voudra.

Si peu que differe la mesure de K de 1 et si petit que soit
8> 0, on pourra toujours, en fractionnant I'intervalle (0, 1) en un
nombre suffisamment grand d'intervalles y, s'arranger de telle fagon
que l'inégalité

1

39) |[ [t =000 — o0 <8,

Q

ot / désigne lindice d’intervalle y contenant le point x, soit véri-
file par tous les points de l'ensemble K

En remarqnant, ensuite, que l'expression
1

[ fee(x +a)=0le—a da]z

est une fonetion continue en tout point de P'emsemble K, en inteé-
grant (39) on obtient

1

o) /{ [oera 6,(z— a) da]zdx - Sm(lﬂg}, y

141

X 0 1=1

et en vertu du lemmo I, on peut écrire:
1

(41) -/[/‘Bs(x—}—a) : 0‘(x“a)da]2dx < nggﬂéy + B.

0
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Ensuite, il est aisé de voir que

n 1
lim Zm? Y == ﬁag(x)]gdx7
y—o LE 2 0

et en remarquant que linégalité (41) demeure vérifiée si peu que
differe la mesure de K de 1 et quel petit que soit 8, i condition
de prendre y suffisemment petit, on passe A Vinégalité suivante

1 1

(42) j [ f bzt @) — Bs(m““)dardx_s_nn f [0, ()] da.

]

Enfin, en tenant compte de (34) et de (38), et en passant dansg
(42) 4 la limite, on obtient

(43) j[ff(x to) ;f(x—«-a)da] d én”j‘[f(x)]”dx
C u ¢. g f.d

§ 7. Corollaire analogue an lemme 2, Posous

1

/ @) dz = M

supposons qu'on définit a, dépendant de =z, de telle sorte que Iin-
tégrale

a

[leta=se—a,,

(4
]

atteint, en valeur absolue, son maximum. Moyennant ces conditions
un raisonnement tout-i-fait analogue & celui qui nous a permis de
légitimer le lemme 2, nous conduit au résultat suivant:

Les valeurs de ® vérifiants Uinégalité

|ff(‘”+ 2) =/ D) o | >
: «

forment, pour k<B16, un ensemble de mesure < E%-? < k™,

§ 8. Théoréme 3. f(x) édtant une fonction & carré sommable,
lintégrale
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;”(w+a)--—f(-—
fretatea,

[+ 4

considérée comme 181:? est finie pour presque toutes les valeurs de z.

Suppc.)sons d’abord F(z) non négative pour toutes les valeurs de =
Définissons une fonction f(z,a), en posant:

Sz, 0) = fl&) —a, si Jf@)—a=0
Sz, a)=0, si f(z)—a<<0,
et donnons nous une suite de nombres positifs eroissants indifiniment:

QgyA14Qgy..-
sous la condition

1
1
(44) f[f(a:, a,)Pdr <o pour k>516 et p=1,2,3,...
0

On définira maintenant une fonction fy(x) de la fagon suivante:
on divise lintervalle (0,a,) en n», intervalles partiels de longueur

Ry < kﬁlyé chacun:
' 0, By, 2hg,. ..y nohg =10,
et I'on pose
fo@) = ihy, S ihg Zf(2) <+ 1k
fo(@)=ay, 81 a < flz).

Considérons l'intégrale

1

f (@) — fo(@)]2das

0

la fonetion sous le signe f est soit inférieure a A%, soit égale &
[f(x, a0)]*; done |

1 | 1
(45) [V —huardn <H+ 5 < g

0
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On divise Vintervalle (0, a,) en n; intervalles partiels de longueurs

1

I < I E : | |
0, iy 2hy,y..cy by = ay,
et I'on pose |

frl@)=iby, s ih=f@)—fl@) <@+ 1k

fim)=uay, s o =f(®)—Sfo(®);
on obtient alors:
1

(46) (170 —A@ — AP <B4 5 < 4
0
D'une fagon analogue, pour lintervalle (0, a,) on définira unec

1 -
wpe
0, hyy 20y, ..., nyhy = ay, €n posant
Ja(x) —ih, sous la condition ik, <f(w) —fy(x) —fi(®) < (i 1),

fol#)==a, sous la condition ay = (%) — fo(x) — /1(x),

et 'on aura
1

(47) 170 = Fu9) — o) — A < gz
et alnsl de suite.
On a alors

(48) J (@) = Jo(@) + /1(2) -+ fs(2) +

avec
1

(49) f [fu(®)]2dx <W pour u==1,2,35,...

0
A la manitre de § 4, linégalité (49) permet d’établir, d'abord, la
relation

f"f(m +o)—flo—a), _ f‘}‘o(m + a) — oo — a)
a 4/

da -

+ff1(w+a Ji(x— a)d +/f2('”+“ = Jy(i6 = )(wm%““
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puus, elle permet d’établir la convergence presque partout de lg série

(50) | f‘f“(x‘*—u);f"(#_a)da-}.

+ ffl(x+a) -;fl(w-a) da + ffg(x-}-a) = He—a), .

et, enfin, on vera que l'intégrale

f?<x+a) —fe—a),
L

existe au sens expliqué et est égale & la somme de la série {50,
Douc le théoréme 3 est démontré dans le eas od fiz) = 0. Au
cas général, c'est b dire quand f(x) puisse recevoir des valeurs aussi

bien positives que négatives, posons

J (@) = @(z) + ¢ (2)

ayant défini @ et ¢ par les conventions suivantes:
p@)=s(z) laot flz)=0

p(x)=0 8 fl@) <0
Y@ =) bot fz)=0
w(z) =0 si  f(z) > 0.

Le théoréme en question étant vral pour chacune des fonctions
@ et , il le sera aussi pour leur somme, c'est-d-dire pour f, ce
qui achéve la démonstration. '

§ 9. Soit 7(x) une fonction i carré sommable.

Théoréme 4. L'intégrale

jf(w +o)—fla—a),_

(14

0

est une fonction de x & carré sommable et Uon a

fdx[ff(” +a) ;f(“"‘ %) daré?n?f[f(x)]’dx.

Supposons, d'abord, que f(z)==0 partout dans (0, 1) et que flz)y=0
ailleurs. Considérons le développement de f(z) en série (48); posons

B (@) =f,(@) + (@) + ...+ Su2)

Fundamenta Mathematicae 1V. ,
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F,(x) étant une fonetion du type de celles considérdes aux §§ b et 6
le théoréme 2 lui est alors applicable, cest-d-dire qu'on &

1 1

(1) fw[jF"(‘H'“)”;E*(”_“)dx]”gnef[F,,(m)J%dx.

0 0

D'autre part, aux paragraphes préeédents on a démontré que I'égalité

lim fﬁ’,;(w + a)—«ﬁ;(x — ) da :ff(m +9) -;—f(m — %) do

o

N w00
' 0

est vérifiéo presque partout; en passant & la limite dans (b1) pour n
infini, nous avons:
1

(52) f da l j flet a) “;f(”" %) darg - f [ F(@)]pde

0

Débarassons nous maintenant de cette hypothése' que /' ne soit jamais
négative dans (0,1) et posons, comme au § 8:

J@)=9@)+ ¢ ()
Nous avons:

jj’(w + @) — f(z — @) i

171

a4 =

0

_ ]‘P(‘”"J('“)“*“(P(wma) | l'l/)‘(w-{-a)——'tp(ac——a
| wJ " det +3f - . )da

]

[ f‘f(w+a)-——f<m———a>]=52[ f’m(w+a)-—oo(w—-a) '+
a ""'" Q

.l jw(w b= 6,

o

et en vertu de (H2):

) f s Jletd=femay s, [ oo+
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. .
mais lune des fonction , ¢ gannulant en quelconque, on a:

[ @)]® + @) =[r()

done, en vertu de (53), on écrira:

(54) l(jdx [ff(a: + @) ;f(a':— a) da]gg gﬂzf[f(x)]zdx_

0 0

C.Q F. D
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