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Sur un probléeme de M. Lebesgue.
Par

Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

Dans son Mémoire Sur les fonctions représentables analyti-
quement (Journ, de Math. 6° Série, tome I, p. 199, renvoi @),
M. H. Lebesgue observe que pour qu’une fonction de deux
variables z,y soit de classe a=0 (c.ad. continue) dans le plan
(z,7), il suffit qu’elle soit de classe 0 de M. Baire sur toute
droite x=const. et sur toute courbe (continue) ¥y = f(z);
M. Lebesgue ajoute qu'on ne sait pas si cette propriété est
encore exacte pour des classes a>0.

Nous allons démontrer ici que la propriété est exacte pour
a=1 et que si elle ’était pour a=2, on aurait 'inégalité 2%>x,
(en d’autres mots: si la puissance du continu est aleph-un,
la propriété ne peut pas subsister pour a=2).

Soit F(2,y) une fonction de deux variables réelles, qui
n’est ni de classe 0, ni de classe 1. On sait, d’aprés M. Baire,
quil existe alors un ensemble parfait P et un nombre %>0,
tels que l'oscillation de F(x,y) relative & P est >2#% en tout
point de P. |

Supposons maintenant que la fonction F(z,vy) soit de classe
<1 sur toute droite x=const. Je dis que, pour tout point
Po(Zys¥y) de P et pour tout >0, il existerait alors un point
p(z,y) de P tel que

(1) @z, ppo<e et |F(x,y)—F(2y,Y0) = 1

Désignons, en effet, par ¢ l’ensemble de tous les points
de P dont la distance du point donné p, de P est <& et par @’
le dérivé (I’ensemble des points d’accumulation) de @. IL’en-
semble §=Q+ Q' est évidemment parfait et contenu dans P.
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Admettons d’abord que I’ensemble @ est situé sur la droite
#=u,. L’oscillation de F(z,y) relative &4 Q est en tout point
de @ égale & l'oscillation de F'(x,y) en ce point, relative & P;
done, l'oscillation de F(z,y) relative & @ est >27% en tout
point de . Par conséquent, ’oscillation de F(,vy) relative
& @ est aussi >2% en tout point de ’ensemble S=Q-+¢’ (I’en-
semble des points du plan en lesquels oscillation, relative
& un ensemble @, dune fonction F(x,y) est > 2% étant fermé).
A plus forte raison, elle est >2# en tout point de § relative-
ment & §. Or, ¢ étant situé par hypothése sur la droite x=um,),
il en est de méme de 1’ensemble S. La fonction F(x,y) serait
donc totalement discontinue sur un ensemble parfait S, situé
sur la droite x=ux,, et, par suite, ne serait pas de classe <1
sur cette droite, contrairement 4 1’hypothése.

Done, I'ensemble ) ne peut étre situé sur la droite z=1,;
par conséquent, il existe un point p(z,y) de Q, tel que z==x,.
Le nombre £>0 étant arbitraire, il est ainsi démontré que
tout entourage du point py(x,,¥,) contient un point p(z,y)
de P tel que x=ux,.

Il existe donc un point p'(z’,y’) de P tel que

(2) PPy < £[2y
(3) | 7' < @,

Lloscillation de F'(z,y) relative & P étant >2# au point p/,
il existe un point p”(2”,y’’) de P tel que:

(4) p''p' < ¢f2
(5) o' —a'| < o’ —ol,
(6) [ (", g )—F (@', ") = 29

On a d’aprés (B), z''==x, et, d'aprés (2) et (4), p''po<<e.
Or, d’aprés (6), on ne peut pas avoir & la fois

P (2',y') —F (%, y0)| <7n et |[F(a",y")—F(@g,¥o)l < 7.

Tl existe donc un point p(z,y) de P satisfaisant aux cone
ditions (1)..
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Ceci établi, il existe (en posant e=1/2) un point p,(x;,y,)
de P tel que :

Xy == Ly Pipe<<1/2 et |F(w1’?/1)“‘F(w07?/o)| = 1.

Supposons que nous avons déja défini les points de P
(d’abscisses différentes deux a deux):

(7) Pa,,ay, ..., ay pour 0<k<n, n=2,

ol ay,0as,...,a; €St une suite croissante de nombres naturels <n
et Py, a,,...,a,=Po POUT k=0. Soit 4, la plus petite différence

d’abscisses de deux quelconques des points (7), le point p,
y inclus.

Les points (7) déterminent, pour » naturel donné, une
ligne brisée (2 un nombre fini de segments); prolongeons cette
ligne & gauche et & droite parallélement & P'axe d’abscisses:
soit L, la ligne polygonale ainsi obtenue. Il 8’en suit qu’aucun
des segments de la ligne L, n’est parallele & 'axe d’ordonnées;
I’équation de la ligne L, peut donc étre écrite sous la forme
y=rn(2). |

Etant donné un point Pa,,ay ..., q, d’entre eux, il existe

t

dans P (en posant e=1/2") un point

Da,a,, ..., ak,n(mal,az, vy G Yaay, 00, ., ak,n)

assujetti au conditions:

(8) 0< |ma,1,a2, I S P S ak| <0p/(2; .

(9) Doy, a9, ...ty Pay,a,, ..., a, < min (1/2"e,),

ol &, désigne un nombre positif pour lequel 1'inégalité [r—a'| <en
entraine l'inégalité |f,(@)—f.(2")|<<1/2";

(10)_ IF(mal,a,z,...,ak,m yal,_az,...,ak,n)"‘F(mal,az,7..,a]¢:yq1,a2,...,a)c)l—2"7-

Les points (7) étant déterminés pour tout n donné, les
lignes brissés L, et les fonctions f,(x) peuvent &tre déterminées
(en vertu de (8)) pour tout » naturel. Or, cl’zmprés (9), nous
en concluons sans peine que |f,i(2) —f. (@) <1/2% pour =
réels, de sorte que la suite f,(2) (n=1,2,3,...) converge uni-
formément (pour x réels).
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Posons
f(z)=1lm f,(x).
n-»oo
L’équation
(11) y=F(a)

détermine donc une courbe continue. L’ensemble M de tous
les points (7) est évidemment situé sur cette courbe, de méme que
Pensemble M 4-M'. Onad’apres(9) Pa, ay, ... “kzh_ﬂp%%- > Gy

et d’apres (8) Pa,,a,, .. ,%#pa],az,. Y P’ensemble M est
donc dense en soi et, par suite, I’ensemble M -+ M’ est parfait.

Or, en vertu des inégalités (9) et (10), l’oscillation rela-
tive & M de la fonction F(z,y) est =7 en tout point de M.
Done, Doscillation de F(x,y) relative & ’ensemble parfait
MM est >=# en tout point de cet ensemble. La fonction
F(x,y) est ainsi totalement discontinue sur un ensemble parfait
situé sur la courbe (11) et ne peut pas étre par conséquent
de classe <(1 sur cette courbe.

Nous avons done démontré qu'une fonction F(z,y) qui n'est
pas de classe <1 (dans le plan) ne peut pas étre de classe <1
sur chaque droite x = const. et sur chaque courbe y=7f(x).
Autrement dit, toute- fonction F(x,y) qu’ est de classe <1 sur
chaque droite r = const. et swur chagque courbe y=f(x) est de
classe <1 dans tout le plan. La propriété consideréde par M.
Lebesgue subsiste done pour la classe a=1.

Nous allons démontrer & présent que si ’on admet L’hy-
pothése du continu, & savoir I'égalité
(12) o=y,
la propriété considérée est en défaut pour a=2.

M. N. Lusin a démontré?) qu'en admettant 1'égalité (12),
il existe dans lintervalle <0,1> un ensemble N ayant la
puissance du continu et tel que tout ensemble parfait non-
dense dans <0,1> contient au plus un ensemble dénombrable de
points de N. Nous allons montrer que I’hypothése (12) en-
traine aussi 'existence dans le plan d’un ensemble indénom-
brable F qui est au plus dénombrable sur tout en.semble fermé
non-denge dans le plan.

1) C. R. Paris 158, p. 1259.
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En effet, il s’en suit de (12) qu’il existe une suite trans-
finie du type 2 (Q désignant le plus petit nombre transfini
de troisieme classe)

(13) Py Doy Pgreeas Py Poypgses Py (A<<)

formée de tous les points du plan. Or, la famille de tous les
ensembles fermés non-denses (dans le plan) ayant la puissance
du continu, il résulte de (12) qu’il existe une suite transfinie
du type 0

(14) FI,Fz,Fg,...,Fm,F(o+1,..,F,z,... (/1<_Q).

formée de tous les ensembles plans fermés non-denses.
Considérons un nombre ordinal quelconque A<<Q. L’ensemble
S,= 2 F; est évidemment de I-e catégorie (puisque 1 est un
£
nomlfre ordinal de premiére ou de deuxidme classe et les en-
sembles ¥ sont non-denses pour §<C1). Il existe donc des points.
du plan n’appartenant pas & S;; désignons-en par ¢, le pre-
mier terme de la suite (13) qui n’appartient pas & S;. Soit F
I'ensemble de tous les termes différents de la suite transfinie

(15) D19 Doy gy ooes D9 Doy o9 Ao (A<2)

(qui peut contenir le méme point plusieurs fois).
Je dis que l’ensemble F est en tout cas indénombrable.

En effet, il existerait dans le cas contraire un indice f<<Q tel
que la suite du type B

(16) UARLCYRITTY PERTITY/IYRIE (E<BY

contiendrait tous les points de E. Par définition, la suite (14)
contient en particulier tous les ensembles plans formés d'un
seul point. Soit, d’une facon générale, F;. I'ensemble dont le
seul point est g;- La suite d’indices

(A7) Aty Aoy iy Ay eeey Aey o (£<p)

étant au plus dénombrable (puisque f<Q), il existe un indice
y<{2 supérieur & tous les nombres de la suite (17). I’ensemble

S,=§2F§ contient évidemment tous les ensembles Fa on £<B,
<y
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¢. & d. tous les points (16), donc tous les points de E. En par-
ticulier, S, contient le point ¢,, contrairement & la définition
de ce point. Ainsi I’ensemble E est bien indénombrable.

Soit & présent F' un ensemble plan fermé non-dense. Il s’en
suit de la définition de la suite (14) qu'il existe un indice u<
tel que F'=F,. Pour A>u, Pensemble F, rentre dans la somme
S,zr.:gilf"g; or, par définition, le point ¢, n’appartient pas & §;,

done non plus & F, pour 1>u. Les termes de la suite (16) qui

~appartiennent &4 F, ont done des indices A<<u. Comme u<,

Pensemble F'=F, contient un ensemble au plus dénombrable
de points de E. Ainsi ’ensemble indénombrable E est au plus
dénombrable sur tout ensemble fermé non-dense.

I1 en résulte que E ne contient aucun ensemble parfait.
Or, d’aprés un théoreme de MM. Alexandroff-Hausdorff?),
tout ensemble indénombrable qui est mesurable B contient un
sous‘ensemble parfait. Done, E est non mesurable B.

Considérons mamtenant 1a fonction F(x,y) définie par la
condition

F(z,7) _ |1, lorsque le point (x,y) appartient & &
Y | 0, lorsque (z,y) n’appartient pas a E.

Tout ensemble plan fermé non-dense, donc en particulier
toute courbe cantorienne, contenant, comme nous venons de
montrer, un ensemble au plus dénombrable de points de Z,
il en résulte que sur toute courbe cantorienne la fonction F(z,¥)
est nulle, sauf dans un ensemble au plus dénombrable de points
de cette courbe. Done, la fonction F(z,y) est de classe a<C2
sur toute courbe cantorienne et, en particulier, sur toute droite
o = const. et sur toute courbe (continue) y=jF(z); cependant
la fonction F(w,¥), lorsqu’on la considére dans le plan entier,
ne rentre pas dans la classification de M. Baire, puisque
Tensemble de tous les points (z,y%) du plan pour lesquels on a
F(x,y)>0, c. & d. ’ensemble K, est non mesurable B.

1) P, Alexandroff, C. R. Paris 1916, p. 323; F. Hausdorff; Math.
Ann. 77 (1916) p. 436, renvoi *).



ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

158 W. Sierpinski:

Il en résulte encore que si la puissance du continu est
aleph-un, toute famille I" de courbes, qui permet de déduire
la clagse d'une fonction dans le plan de la classe de cette fone-
tion sur les courbes de I', doit nécessairement comprendre des
courbes remplissant des domaines.

Considérons maintenant la fonction de Dirichlet:

[ 1 pour & rationnels

£@) = | 0 pour x irrationnels.

(’est, comme on sait, une fonction de classe ¢=2. La fonction
O (z,y) = F(z,y) + 4x(2) + 2¢(y)

est donc non représentable analytiquement, puisque, en cas
contraire, la fonction F(z,y)= @ (z,y)—4x(2) —2x(y) rentrerait
dans la classification de M. Baire.- On peut démontrer sans
peine que la fonction @(x,y) est de classe 2 sur toute droite
o = const. et sur toute courbe continue y=7j(x), bien qu’elle
ne le soit pas, comme nous venons de voir, dans tout le plan (z, y).

Nous avons ainsi démontré que si la puissance du continu
est ¥, la proprieté considérée par M. Lebesgue est en défaut
pour a=2. o






