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Uber lineare Differentialgleichungen
im Mikusinskischen Operatorenkorper
von

PETER SCHATTE (Rostock)

Bekanntlich sind im Mikusinskischen Operatorenkorper (beziiglich
der Terminologie vgl. Mikusiriski [5]) die linearen Differentialgleichungen

@
1) aw(l)—}—wa;(l) =0

nichtitrivial 16sbar, wenn w = as® mit beliebig komplexem a und a < 1
ist. Man kann dies beispielsweise nach einem Satz von O. Ryll-Nar-
dzewski in [8] iiber die Konvergenz von Operatorreihen durch Reihen-
entwicklung zeigen. Wir wollen hier den Konvergenzsatz von C. Ryll-
Nardzewski verallgemeinern. Als Anwendung ergibt sich, da8 (1) fiir
eine groBere Klasse von Operatioren w0 nichttrivial losbar ist. Die Opera-
toren 2 kénnen dabei noch von 4 abhingen. Wir erhalten so in vereinfach-
ter Weise ein Ergebnis von Stankovié in [11]. AnschlieBend werden einige
Folgerungen untersucht. Unter anderem wird gezeigt, daB (1) selbst dann
nicht immer mit Hilfe der Laplace-Transformation gelost werden kann,
wenn w Quotient zweier transformierbarer Funktionen ist.

1. Vorgelegt sei die Operatorreihe

(2) Yoty (8 )y, (...

mit den komplexen Zahlen y, und a > 0, dem Differentiationsoperator s
und der fiir ¢ >> 0 stetigen Funktion f = f({). Uber die Konvergenz von (2)
beweisen wir folgenden

SArz 1. Gibt es eine Zahl 6 > a derart, dafB

]imsup'n,"" lynl < oo,

80 ist die Reihe (2) im Sinne von Mikusinski [5] (S. 132) konvergent.
Beim Beweis handelt es sich um eine leichte Modifikation des Be-
weises von Ryll-Nardzewski in [8]. Wir fithren die Hilfsfunktion
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pt) = [ exp(et—o)de
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mit (a+1)/(6+1) << <1 ein (). Der Operator

fp = fz"exp(zt——zﬁ)dz

~ 100

ist fiir beliebig reelles y eine stetige Funktion, und es gilt

19| < 2:,[ o exp (—w"cos %n—) dw

2 B \~WHE 1o
=F(G°B'2‘) ’(T)'

Aug der letzten Ungleichung und der bekannten in 0 <t T fiir
n > 1 giiltigen Abschitzung
lm—-l Mn
n
< =T
O <=5

wo M eine obere Schranke von f(f) in 0 <¢ < T ist, folgt

9 o\~ DI o gy 1\ TR Ym
atl _.an__ -_
o (8" < Aw 3 (cos 5 ) F( [; ) (n—1)!

mit einem geeignetem 4 > 0. Nach Anwendung der Stirlingschen Formel
auf I'((an+n—-+1)/p) erkennt man, daB die mit ¢ (¢) multiplizierte Reihe (2)
in jedem endlichen Intervall 0 <t < T gleichmiBig konvergiert. Somit
ist (2) konvergent im Sinne von Mikusirgki.

Satz 1 wurde von Ryll-Nardzewski in [8] fiir den Spezialfall a =1,
f() =1 und von Stankovié in [10] fir « > 0 beliebig, aber auch nur
fiir f(#) =1 bewiesen.

Anstatt Stetigkeit von f(f) zu fordern, geniigt es offenbar voraus-
zusetzen, daB f(¢) meBbar und in jedem endlichen Intervall bis auf eine
Menge vom Mafe Null beschréinkt ist. Dagegen reicht die Voraussetzung
der Integrierbarkeit nicht aus, wie das Beispiel f(1) = 1/Vt, y,= 1/n!
zeigh (vgl. Ryll-Nardzewski [8]).

Eine andere Verallgemeinerung von Satz 1 erhilt man, wenn man
komplexe o zuliBt und 6 > Re o fordert. Ist nimlich a = a--bi, a < 6, 80
kann s*"f in der Form s@+92g(@=002+¥¢ mit (41 5)/2 < § und der steti-
gen Funktion s~ 22+%f dargestellt werden. Weiterhin ergibt sich eine
Verallgemeinerung, wenn f(f) ein Faltungsprodukt von % stetigen Funk-
tionen ist. In (2) kann dann a-+1 durch a-+% ersetzt werden.

Hiingt f(f) = f(t, 2) noch von einem Parameter 1 ab und existiert
in jedem endlichen #-Intervall eine von A unabhéingige obere Schranke

() Die Potenzen von #z sind als Hauptwert zu verstehen.
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vou f(t, 4), so konvergiert (2) gleichmiiBig beziiglich 1. Ist f(¢ s A) nach A
differenzierbar und st f(t, 1) zweidimensional stetig, so ist der Gremzwert
von (2) im Sinne von Mikusiriski [5] (S. 169) differenzierbar wnd seine
Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation von (2).

2. Wir wollen nun Satz 1 auf lineare Differentialgleichungen an-
‘wenden.

FoLerRUNG 1. Ist w = s°g(4), wo a <2 und g(1) = g(t, 1) in jedem
Rechteck 0 <t < T, 4, <A< A, mit beliebigem T >0 zweidimensional
stetig ist, so besitet (1) fiir A, <A< Ay genau eine Losung, die der Anfamgs-
bedingung x(A;) = q (g ein belicbiger Operator) geniigt.

Der Eindeutigkeitsheweis 1:i8% sich genauso wie im Falle konstanter
Koeffizienten erbringen (vgl. Mikugirisld [5], 8. 176). Zum Nachweis
der Existenz bedeutet es offenbar keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, wenn wir « >1 annehmen. Wir setzen

i
f, ) =— [gtt,map wd yp=1/n!.
A

Dann konvergiert die Reihe (2) gegen eine Operatorfunktion (1),
deren Ableitung durch gliedweise Differentiation von (2) gewonnen wer-
den kann. Man sieht sofort, daB ¢z (1) die Gleichung (1) und die Anfangs-
bedingung befriedigt. T

Folgerung 1 findet sich bei Stankovié in [11]. Fiir g(¢, 1) = const.
ergibt sich das eingangs zitierte Resultat als Spezialfall, fiir a = 0, g(t, 1)
= g(t) folgt die gleichfalls wohlbekannte Tatsache (vgl. Mikusifiski [57,
8. 179), daB (1) fir jede stetige Funktion w = w(t) eine nichttriviale
Lisung besitzt.

Verallgemeinerungen auf komplexe o und auf den Fall, da8 g(¢, 1)
Faltungsprodukt von % zweidimensional stetigen Funktionen g;(t, 1) ist,
ergeben sich wie im AnschluB an Satz 1. Ist g (¢, 1) nicht von 2 abhingig,
80 kann man Folgerung 1 sofort auf eine Klasse von Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung verallgemeinern.

FOLGERUNG 2. Ist g = g(t) eine stetige Funkiion, so gibt es im Falle
a < k+1 genau eine Lisung von

*
(4) Ww(}t)—s"ga:(l) =0

unter den Anfangsbedingungen a®(0) = g4, 6 =0, ..., k—1.
Zum Beweis betrachten wir die Funktionen

Z’+kﬂ

2,(3) = ZJ W (s*9)"
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fix » =0, ..., k—1. Nach Satz 1 sind die Reihen konvergent. Die aus
den #,(1) gebildete Funktion

k-1
a(h) = Y gwi(d)
=0
geniigh der Gleichung (4) und den Anfangsbedingungen.

Die in Folgerung 1 und 2 betrachteten Gleichungen sind somit loga-
rithmisch. Nach einem Satz von Mikusiiski in [5], 8. 815, der sich auch
wieder ohne weiteres auf Differentialgleichungen mit variablen Koeffi-
zienten tibertragen 148t, haben dann auch die entsprechenden inhomoge-
nen Gleichungen bei stetiger rechter Seite genau eine Lisung unter vor-
gegebenen Anfangshedingungen.

3. Wir kénnen Folgerung 1 benutzen, um zu zeigen, daB (1) selbst
dann nicht immer mit Hilfe der Laplace-Transformation gelost werden
kann, wenn w Quotient zweier transformierbarer Funktionen ist. Zu
diesem Zweck setzen wir

3 1)(1 . 1 1\ sin (1/tr)dv
O o=fmfred -G
fir $# 0 und ¢(0) = 0. Der Funktion g() entspricht die Bildfunktion

G(s) = I'(3/8)Vrs~"e~"FginV2s

(vgl. Doetsch [3], 8. 121, die Potenzen von s sind als Hauptwerte zu
verstehen). Wir zeigen, daB ¢(¢) stetig ist. Fiir ¢ - 0 geht dies unmittelbar
aus (5) hervor, fiir ¢ = 0 benutzen wir die Zerlegung

1)1/8 * sin(1/tc)d

g@t) = (“ mﬁ,s
?

1
- 478 f (7 —1500) (i sini) dr.
[
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Im ersten Integral fithren wir die Substitution v = 1 /(gt+-1) durch,
im zweiten integrieren wir partiell und erhalten

;o d
() = ¢ [ sin(o-t1py 5 +

[]
f(B 3 1
t”“f D 359 ap Ny = Ol
+ 0(81: 57 costrdr o
fir ¢ 0. Wegen der Stetigkeit von g(f) besitzt nun (1) fir
15/8

— o ap—VTE :
w = W{g(t)} = s8¢~ P gin V25

nach Folgerung 1 eine nichttriviale Lésung (1) mit #(0) = 1.
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Wir nehmen an, #(4) ist in einer Umgebung I von 4 = 0 als Quo-
tient (1) = {u(t, A)}/{v (¢, A)} zweier transformierbarer Funktionen %(2, A)
und o(,1) mit den entsprechenden Laplace-Transformierten U(s, 1)
und V(s, A) darstellbar. AuBerdem mogen U,(s, A) und V;(s, 2) fiir alle
Ael in einer rechten Halbebene Res > zweidimensional stetig und
beschrinkt sein. Nach Berg [1] kann man den Operatoren (1) fiir alle 1
eine Restklasse von Folgen meromorpher Funktionen {Un(s, 2)[Va(s, 1)}
zuordnen. Auf Grund unserer Annahme besitzen diese Restklagsen fiir
jedes A die von » unabhiingigen Vertreter U(s, )|V (s, 2). Ebenso kann
man den Operatoren »'(1) Restklassen mit den von = unabhingigen
Vertretern

a

27 LU D[V (s, 1]

‘zuordnen (vgl. Berg [1], S. 224). Wegen der Ditferentialgleichung fiir (1)
besitzen die Operatoren z'(A) ebenfalls die von = unabhingigen Vertreter

—s6~"ZsinV2s[U(s, )|V (s, A)].

Da die von # unabhiingigen Vertreter eindeutig bestimmt sind (vel.
Berg [1], 8. 219), erhalten wir die Gleichung

%[U(s, NV (s, )]+s6~"FsinV28[ U (s, 1)V (s, 4)] = 0

und hieraus
U(s, N[V (s, 2) = exp{—Ase~"PsinV2s} = #(s, ).

Also ist f(s, 4) fiir jedes 1 aus I in einer rechten Halbebene Res >
beschrinktartig, d. h. als Quotient zweier beschrinkter Funktionen dar-
stellbar. Wir konnen offenbar >0 annehmen. Setzen wir s = 2+
+(1—2)/(1+2), so geht f(s,2) iiber in g(z, 2) = flo+(1—2)/(1+2), 4).
Die Funktion g(#, 2) ist im Innern des Einheitskreises [2| < 1 holomorph
und beschrénktartig und auf dem Rande mit Ausnahme des Punktes
z = —1 noch stetig. Nach einem Kriterium von Nevanlinna [7], 8. 190,
mufl dann

Jlog*lg(e®, 2)]as < oo
-%

sein (2). Wegen g(e”, 1) = f(v—itan(8/2),1) folgt hieraus mnach der
Substitution tan(9/2) = —y die Bedingung

f‘” log*if(w+iy, Al

(6) ity y < oo

loga fir a>1,

2) logta =
€) log*a {o fir a<l

8 — Studia Mathematica
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Mit der Abkiirzung

A =Wartytat Vo tyi—o = 2Vy+0Vy)
erhiilt man fiir 4,9 >0
log |f(w-+14y , 4)]

(y = o)

i P : Y ﬁ]
=E[6. (yeosA+asind)4e ycosA msmA .

Nun ist log |f(w+1y, )| > Ay /8 fiir (2k—1/8)2 < y/n? < (2k-+1/8)2, wenn
die natiirliche Zahl %k hinreichend grof ist, und man erkennt, daB (6)
fiir alle A > 0 verletzt ist. Wir sind damit auf einen Widerspruch gestoSen.

Obwoll also die Gleichung (1) fiir w = se~"®gin Vs eine Losung x(1)
mit ®(0) =1 besitet, kann diese nicht mit Hilfe der Laplace-Transforma-
tion ermittelt werden. .

4. Begitzt die Gleichung (1) fiir einen Operator w eine nichttriviale
Losung, so nennt Mikusinski [5], 8. 257, diesen Operator w einen Logarith-
mus. Als Argument des Logarithmus kann man nach Boehme [2], 8. 351,
den Operator ¢ = #(1) auffassen, wo #(1) mit #(0) =1 eine Losung
von (1) ist. Man schreibt w = LOGq. Fiir einen vorgegebenen Operator ¢
ist w bis auf einen Summanden der Form 2%~ ¢ (k ganz) eindeutig bestimmt.
Gesztelyl [4] definiert fiir einen Operator ¢ den Logarithmus Log ¢ als
algebraisches Integral von Dgfg, wo Dg die algebraische Ableitung von g
bedeutet. Damit wird Log ¢ nur bis auf eine willkiirliche additive Zahlen-
konstante definiert. .

SArz 2. Hwistiert w, = LOG ¢ im Sinne von Bochme, so ewistiert
auch w, = Log q im Sinne von Geszielyi und es ist wy—w, gleich einer
komplexen Zahl.

Ist néimlich w; = LOG ¢ im Sinne von Boehme, so mus (1) fiir w = w,
eine Losung #(4) mit #(0) =1 und @(1) = ¢ besitzen. Nach einem Satz
von Mikusifski in [6] ist dann Dy = Dz (1) = Dw,x(1) und Dg/q = Duw,.
Folglich ist w, ein algebraisches Integral von Dg/q und der Logarithmus
existiert auch im Sinne von Gesztelyi. Infolge einer bekannten Figen-
schaft der algebraischen Ableitung (vgl. Mikusiriski [6]) muB die Ditfe-
renz beider Logarithmen eine komplexe Zahl gein.

Boehme hat in [2] bewiesen, daB LOG ¢ existiert, wenn ¢ = 1-+f
und f = f(#) eine lokal integrierbare Funktion ist. Fiir dieselben Opera-
toren existiert damn auch Log ¢. Dagegen wird in der Arbeit [9] eine
Klasse von Operatoren g angegeben, fiir die Log ¢ nicht exigtiert. Fiir
dieselben Operatoren kann dann auch LOG ¢ nicht existieren. Beispiels-

weise existiert LOG{tsinlogt} nicht. Bisher waren keine Operatoren g
bekannt, fir die LOG ¢ nicht existiert.
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