Sur les polynomes associés aux fonctions modulaires ¥

par
Z. ZALCWASSER (Warszawa).

1. Dans le Mémoire ,Some problems of Diophantine Appro-
ximation® de 1914 MM. Harpy et LlTTLE\X/OOD‘) ont étudié en
détail les polynomes

2 (v 1) tix 3 . 1'2:1'.1',\' LR LY 4 80

(M) S=TET G =T =S (v
1==+=p lxsv==zp ==y

associés aux fonctions modulaires <. Ici nous nous proposons de

pousser cette étude un peu plus loin et d’en tirer quelques con-

séquences relatives aux séries
o0

120X

D ae
r==]

2. Nous partons d’une formule importante de transformation
obtenue par MM. Haroy et Lirtiewoop. Soit x¥ un nombre irra-
tionnel de lintervalle (0,1) et

1 -1
(2) x———z—l—”‘;;’i-....
son développement en fraction continue; posons

1 1
(3) X—"E:Tx—l*, xllﬁ—[g_l_—xz,....
(4) XX Xyuoo x, =8, (&= x).
Ceci posé, on a '
() S=—mdr (kx)+ 2D 0=1,2,3,..)
\j p—1 vbw-—l

!) Acta Math. 37 (1914) p. 193—238.
%) Loe. cit., formule 2.134, p. 212,
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ol ® est un nombre complexe de module 1, 1 et 4 =2,3,4 et
O(1) est une fonction de x et n dont la valeur absolue est mo-
indre qu'une constante absolue M. Ajoutons qu'il résulte de la
démonstration de MM. Haroy et Lirrewoop que 4, depend seule-
ment de L et des quotients partiels a,, ay,..., a,, mais est indépen-
dant de n.

3. Nous commengons par simplifier la formule (5).

Lemme?®). En désignant par th une réduite quelconque de
.,

la fraction continue (2), on a

(6) Isr};}(x)l <\<;/'%+C\/O: (1}?:‘:1)2,31'--‘; 1:221394)7

ot C est une constante absolue.

Démonstration. Posons

P, 1 o1
G a ety
y a1+y1, y‘l a2+y2y secey y,_q a‘"’ .y,,, y
9 Yyes oo Y, = 1, (k=0,1,2,..,v).

On vérifie aisément par récurrence que
@ S—M=(—1"Q (x—p) (k<)
Comme le signe de x—y est celui de (—1)" et la valeur absolue

1 .
est <—Q‘—(~2-:|jl~, on en tire

Q. _ 1
<0,0.,<2q"

®) O0<n =6

Je dis que
1
®) ‘ =g

#) Ce'lemme n'est pas nouveau. Il découle de Iinégalité (12) démontrée
d'une autre manidre par MM. Hardy et Littlewood dans le Mémoire: Some
problems of Diophantine approximation: The lattice-points of a right-angled
triangle, Abh, math. Semin. BigmpMapd (1922); Lemma 2. Notre raisonnement
nous sera utile plus loin, -
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l . ,
En effet, posons ykz—n—';— (k=0,1,...,»—1), ou [, et m,n’ont
2

o o b
aucun diviseur commun. y, == m ou bien I a, —
1l s’ensuit que [, ;=m, (A1<k< ), done

L L l,_4 L4
(10) '74»._1 r:;yyl yv__l“"“zo- ;—1 ...;n"—_;—— mo .

D’autre part
(11)

Les relations (10) et (11) donnent (9). Maintenant des formules
(8) et (9) on tire

12)

1 A P,
———— =y, = P donc ,_,==1; — =y o donc my=0Q,.

1 1
_Q_'O: < E4y_1 < a2y

Q,
et de l'inégalité (5) il s’ensuit que

st ()| < n»§_1+v£<m +C\/Qv, avec C=My2.

4, Théoréme . La mesure de l'ensemble E = E =
= EMax|s” ()| > AYN)#) (A>0, N>0; 0<x<1; 1=2,3,4)

F
est <—A—4, F étant une constante absolue.

. ) 11 - .
Démonstration. Soit x=-—- — +.... un nombreirra-

a4
tionnel de lintervalle (0,1); supposons d’abord
- (13) A*>4c,
ot C est la constante dans la formule (6).
Si pour chaque n <V il existe un dénominateur Q, tel que

4 AN
(14) 3 <Q.<igr

on a
n

Ve,

%) Nous désignons généralement par & (P,) Vensemble de tous les points
x :

<i§-\/7\7, CQ, <5\,

x jouissant de la propriété O..
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I'inégalité (6) donne ls/1 (| < AYN pour n==1,2,..., N et x
n’appartient pas & E. Donc, si x¢E, il existe certamement un
indice n,< NV tel que pour chaque Q on a

4n’
(15) Q< o
ou bien
AN
(16) Q,> Yok
AN 1 4 02
Si Q> ,alors x < — < T c’est-a-dire x appartient
C Ql
4C?

a l'intervalle , N )_-] Dans le cas contraire, il existe un in-

dice u tel que

4n§ . AN

ij—v‘“, mais Q:“‘H >ZEE.

P 1 1 a¢?
w

L I G

Q/c I = Q‘L Qp,—l—l S Q{L AQN

a un intervalle

Q/L <

Alors | x— , c'est-a-dire x appartient

1 4C* r 1 4C*

I(r,s) = (___S—.A2N‘,?+k; AN)

. r 4n> AN
ou O<~;\<1, (r,s)=15) et SZQ"'<A2[:/< v

Ainsi tout x irrationnel de l’ensemble E est contenu dans

+2'1(r,s) et b)

r s

an |EI<|hl+ 21169 < 4cz+2 (2 802)

= sAN
A
4Cc* 8cC? ¥ 4C* 32C°
A2N+A2N W SaN T A
Az

%) Cest-a-dire que r et s n’ont aucun diviseur commun.
¢) Nous désignons par | £ | la mesure de I'ensemble Z.

2*
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Si A%< N, on en tire

36(:2 F

18 TARS o 7 avec F'==36 C’2

c. q. f. d.
Nous avons prouvé cette inégalité sous les conditions 4?>4C

et A2 N, mais elle est aussi vraie dans le cas A< 4 C (car alors
-ﬁ; > 1) et dans le cas A°> N (car alors I'ensemble £ est vide).
Le théoréme est donc général.

5. On peut généraliser le théoréme I, en remplagant l’m~

tervalle (0,1) =4, par un sous-intervalle quelconque (a, b)==
O<a<bL]).
Théoréme I'. Il existe une constante absolue C ’> 0 telle que
Fla |

d condition que A < || \/i,, quel que soit

|Ey- 4] <

Uintervalle 4 contenu dans (0,1) V).

Démonstration. On raisonne comme plus haut, mais on
n’envisage que ces intervalles /(r,s) qui ont des points communs
avec 4. Il faut donc que l'on ait ‘

1 4cC? 1 4¢C°
Sk

4N . .
s\<-A—2 étant donné, le nombre de différents r remplissant cette

inégalité est au plus égal a

8C?
a5+ 28114141542,
st
(19), A2N>/8C'2 .
Donc

1 8¢C*
%’I[(r,s).dl<?' AZN

et, en sommant par rapport & s, il vient

s+2}

) Ep. < désigne I'ensemble des points communs Eyet d.
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8C*, 4N  16C* 1
@) X (JN1¢ye).4)) <25 |4 =t N =D

4,\4N r N 4N
= =
32C*| 4| [ 16C*,1/4N _ 34C*| 4|
< A“I | TN 2[/ a4 < A“l
pourvu que
64C* _2C?| 4|
AN T4t
c’est-a-dire
\jN
19), > | 4,|
. : N 4C* .
Aux intervalles /(r, s) il faut peut-&tre ajouter /== (O,ﬂ), mais
4C* _2C*4
en =< 2504
si
N
19 : —
W a |4|

Ainsi (20) et (21) donnent
D) B, 41< /1094 + || < 6C° 4| Fla]

A A

Nous avons démontré cette inégalité sous les conditions (13)
et (19), 5 4. Or (19), est une conséquence de (19),; (13) et (19),
entrainent (19), de sorte qu'il ne reste qu'a tenir compte des condi-
tions (13) et (19),. Enfin pour A°<4C Dlinégalité (22) est certaine-

F
ment vraie (carA >1) et ainsi notre théoréme se trouve dé-

montré. i la seule condition

4| VN,
32 )

(23) AL C’ =32,

kq o
8 On fait ici usage de l'inégalité 3! %- <2k (k=1,2,3,...).
s=1
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Remarque. En se servant des formules
s G+ D=5 @),
Iy (=0l=[5,@ |, |6 G@+D|=]s )] G=234;u=39),

on vérifie aisément que le théoréme I’ est aussi valable pour un
intervalle arbitraire &/ de longueur <{1 non contenu dans (0,1).

6. Maintenant nous allons prouver que les théorémes I et I’
sont les meilleurs possibles de ce genre, abstraction faite de la
valeur exacte de la constante F.

Théoréme II. Soit
D=D,= (5'{|sN(x)| > AYNY}; 4=(a,b) c(0,1).
1l existe alors trois constantes absolues positives G, C,, C, telles que
Gl4| VN
4 ’

2

|D. 4> si C<AL 4|

quel que soit Pintervalle 4C (0,1).

Pour établir ces inégalités, nous démontrerons d’'abord un
theoreme auxiliaire.

Lemme Il. Prémisses: 1° A*> M/8, oit M est la con-
stante dans la formule (5); 2° r est un nombre pair, s — impair

et (r,s)=1%; 3°s< N/128 A%

Thése: 1° Llintervalle K (r, s) = (_r_ — —l-i , —+ —Lz)
s 4N 4N
est contenu dans D=D,; 2° les différents intervalles K (r,9)
sont sans poinis communs deux & deux.

Démonstration. Le nombre y=—:— admet deux déve-

loppements en fraction continue :

1.1 1

24 =l 2

24 i T (a,>1),
1 -1 - 1 -1

25 —-— i 1

(25) R D T s R
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Considérons d’abord les nombres x de la forme

(24') x_-—+—1—+ s

a, a,+ x,

avec 0<Cx,<1.

En vertu de la formule (5) nous avons (notations de 2 et 3)

o o (1)
(26) sy = E—_‘l‘ 5;\/&'«-—1 (£ x)+ V&
Y o
L 2 e,
(26), sw(y)= \/’1,,_1 iy (F 00 Vs

D’aprés la remarque faite a la fin du N 2, 2 a la méme valeur
dans ces deux formules et ne depend pas de V. Je dis que
A=2 ou 3.
En effet, posons N=ks (k=1, 2, 3,....). D’aprés les pro-
priétés des sommes de Gauss 9),
ks

@7 sis(y)zz S kZ’e‘ M o kys, ol w'=+1ou-+1i.

r=] P =]

D’autre part, (26), peut s’écrire (pour N=ks)

S (7 =0w\s.5,0) +O0s)

1 .,
parce que y,=0 et n,,_lzé—f——a— d’aprés (9). En supposant

A=4, on aurait |32(0)|<1 et sis(y)=O(\/;) quel que soit %,
en contradiction avec (27). On a donc nécessairement A==2 ou 3.
Posons

(28) m==[N§,_,]=1le plus grand entier < N§, _

On a sNS1 1::3:1" et s (0)=m, car =2 ou 3; puis

m

(29)[35'\,5 (+x)—m|———|s(+1)—s O)| < x, m< $ m,

m m

si

(30 x, <

9 Voir p. ex. loe. cit. ), p. 195..
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Je dis que pour xe K’ (r,s) = ( s' + (4 1\172 ) I'inégalité (30)
est certainement remplie. En effet
O oo Q.
X = QQ oll v (@, +x)+Q, ,—Q,+x,
<2 sz 2s,
done
1° ' le signe de x—% est celui de (—1),
o “ 1 1
(31) 2 x:Qle l 23 4N2 <_,.___.’

car m<<NE_ < —SIYL en vertu de (12). L'inégalité (29) est ainsi

établie pour xeK”’(r,s). On en déduit

1 1 ..
(32) skt E) > m> 5 NE_,.
Maintenant (26) donne
’ NVE M
(33) @ > > M2
| N()l/ a \/§,x_1/4\’25 V2s
d’aprés (12). Or, en vertu des prémisses 3° et 1°, on a
N _
34 ——=2>2A4\N,
3 >4y
— 2N M
(34), M\2s<M
: Ve <M s ga V< AN,
Les inégalités (33) et (34), , entrainent
(35) ]sN(x)l A\{N pour tout xeK' (r,s).

’ .
Dune maniére analogue, en cons1derant x de la forme

1 1 1

o + .|_ +- — + Tx, (0< x,,<1), on vérifie que
l’inégalité (35) est aussi valable pour xe K”(r,s) = (——r—, L (—_ji)
s's  4N?

et ainsi (35) a lieu pour tout xe K (r,s) =K'+ K.
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Il reste & montrer que les différents intervalles K (r,s) n'em-
piétent pas les uns sur les autres. Or, si xeK(r,s), x’ ¢ K (', s")

r r
(?4:?), on a ,
ro 1 1 1 1 1

—_ — >
S TANT AN sy NPT NE T anET

et x 3 x'.

Le lemme II est donc démontré.

7. Revenons a la démonstration du théoréme IL Il s’agit
maintenant d’obtenir une borne inférieure pour le nombre des
différents intervalles K (r,s) contenus dans .

Soit 4’== (d/, ') l'intervalle concentrique avec < mais de

longueur |d’|=%ld|. Considérons les fractions ~:— jouissant

des propriétés suivantes:

N r
st pai — 1 ir et =1; s et o <— LV,
r est pair, s — impair (rs) <o A TS
¢’'est-a-dire
(36) ' a—,s<r’<él—s ol =~
2 S 2°

s étant donné, désignons par ¥(s) le nombre des »’ premiers
avec s et remplissant (36). On a

b a’
37) YEO=0G, 59— (s, 59,
ot ¢(n, x) est le nombre des entiers < x premiers avec n.

Quand —:— remplie les dites conditions, Vintervalle K(r, s) est

contenu dans <. En effet
r 1 , 1 r 1

——— —_—— y — 4+ —= b b,
s AT ANt TSPt
si 411V2 <l§—| ou bien
. 2 1
(38) N >m,

¢e que nous admettons d’avance. Comme |K (7, s)| »—-——é—llw, on a
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1
@) Dy A= DK (). 4> 5y 296,

ou le symboleZsignifie que l'on ne prend que les valeurs im-

s=Fu

paires de s, s<Cu et u=

Evaluons d’abord les sommes

(40) L) =, cs) 0 <c<1).
On sait que =

) #60= S @ 6(%)

ol w(d) est la fonction de Mébius, & ()= le plus grand enticr
<@, et la sommation porte sur les différents diviseurs de s 19).
En particulier

9 (s, 05) = X u(d) E(co), ot d=" et

dls } d .
(42) L@O=Zud) 6 =3 u(d) 360
4,0 (dd=su) d==u J=sy/d
(car, si s est impair, d et ' le sont aussi).
On a
(43) 25(06‘) =2’c(3—}-R avec |R|\<E—;
d==u/d d=u/d d
de plus
(44) Si=F,
ly-iu/d
2k —1 étant le plus grand entier impair <~Z—. Comme
\ ‘
P I PR N P _1_(_11_, 11) u
Bl =g e+ g < (14 4) < d’
(44) peut s’écrire sous la forme
. . 2
(a4y’ g2 4 0u 0] <1).
Js%;d 4d2+ d (o1<y)

Les relations (43) et (44') donnent

1) Voir p. ex. W. Sierpidski, Teorja liczb, Warszawa (1914) (en polo-
nais); p. 93, formule (9). Le cas particulier ol x est un nombre entier est cité
dans le grand ouvrage de M. L. E. Dickson, History of the theory of numbers;
vol. I, p. 115, formule (5).

(48)
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‘ 2
: 2ub’
E(cd) =2 4 0| <1
,y-\f:?a() 4d*  d (o<1
et, en portant dans (42), on obtient
. 2
45) L= u(d)==5+FR,
d=u 4d
ol
(46) IR <d§%}<2ua+ log 1).
D’aprés un théoréme de la'théorie des nombres on a
0 1
2 ﬁg—)-‘———q;— ) et un raisonnement analogue prouve que
be==] T
“7) ‘ZH(;{) ——~§2~‘< 6(1+logu)
d==u d 24 u

On en déduit |
) 2 3 C 9
|2’”(d)- cu  2cu | < 6Q+logw) | c;‘ < 2u(l+log u).

d=u dz 4 7?32 u

Les inégalités (45), (46), (48) et la formule (42) donnent
. 2 2 '

(49) ‘ 2(}) (s,cs) — uzc

s=u 7T

<4u(l+log u).

En posant successivement c=5'/2, c=a’|2 et en tenant compte de
(37) on en tire

. 2 A 3
(50) sgu'l//(s)————u:lvz—L’<8u(1—|—logu)\<_16u/”15’),
d’ol ‘
. 24
(51) s‘é.’;w(S)} u2]ng| ’
si .
o4 o 32 n* VN 32
>16u"; yu> 2 ¢ a d.—e ,ou bi
502 = 16u”; yu 2= ] a 8\]214} ] ou bien
4N
52 A ANV
©2) 2562 n?

i H) Voir p. ex. loc. cit. 1), p, 373, formule (93). Voir aussi E. Cahen,
Eléments de la théorie des mombres, Paris (1900); p. 351.

1) 1--log u < 2yu pour u31.
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Enfin, en rapprochant (39) et (51), on voit que
1 |d| _ |4!N2 __Gl4|
aN?  2n 128* A2 #° 2 N? A

(53) |D.4|>
avec . »
(54)  G=(256m)"

Lmegahte (53) est démontrée sous les conditions (38), (52)
et A° >M/8>1 Mais (38) est une conséquence de (52) et il
ne reste qu’a tenir compte des conditions (52) et A*> M/8. Le
théoréme Il est demontré; les valeurs des constantes sont

Cy =M, C,=256 \2n°%, G=(256n)"%

Remarques. 1° Le théoréme est vrai pour les intervalles #/
non situés dans 0, 1); 2° on peut remplacer dans son énoncé
les sommes sN par sfv, car s (%) = sN(x - 1).

8. Les théorémes démontrés permettent de déterminer d'une
maniére précise I'ordre de grandeur des intégrales

[inra, Jloworas (@>0),
0 a

o 3 4
sy désignant s;, ou 5.

En posant
(55) By () = max |5, (9],
on a

1 1
(56), G,N"*< f |syl'dx< f |Op* de<FN (0< @ <4;N=1,2,3,..),
0 0
1 1
(56), G, N*log (N+1) < f syl d < f | @, 'dx<F, N*log (N +1),
0 0

1 1
(56) GN < [lsylde< [0, [ de< N (@9,
i} 0 .

F, et G, ne dépendant que de «.

(57),

(57),

(57), G,
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Plus généralement: a chaque nombre |#|=b-—a>0 on
peut faire correspondre un nombre N,=N,(] 4|, ) indépendant
de N, tel que pour V>V, on ait

b b
Gl |INT< [lsy["dx < [[0,["dx <F,| 4N (0 <a<4),

b b
G,| 4| N’log N<ﬂsN|“dx< [1 O, ['dx < F,| 4| N*log N.

Pour @ >4 on obtient des inégalités moins précises:

F‘(C L
|J.a-—3Nm——2<f’SN| clx fld) |aa,x IJ]BN 2
a
Il suffit de démontrer les formules (57).
Les inégalités & droite ne sont que des conséquences simples
du théoréme I’. Décomposons l'intervalle 4 de la maniére sui-

vante: 4=FE +E,+ E;, ou

A
E=d. c’;(rpN\ JNV), E 4. 6(\/N<fI) NI 7 '),
(58)
E,= 4. G((D >N|€I),
) ) ) Nl C/Z
ce qui exige qu’on ait ol > yN ou bien N> —— P . Ceci posé,
on a
(59) [ 0% dx < NP|E, | < 4N 19),
E
@ o e F'd Cl4
(60) [@Na'x<1v B <N
en vertu du théoréme I' (A= \/1(\.,{,4 ).

Désignons par g(B) la mesure de I'ensemble E,.&5(0,> B);

"on a

1) Nous écrivons, pour abréger, o/ au lieu de |/| jusqu'a la fin de

ce N2,

(a>4’ |d|‘<1)'
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¢(B)=|E| pour BN, g(B)= >,
ety < FI o NS
d’aprés le théoréme.I' (B=AyYN). On aura donc
Nact Najc!
@y dx=— [B*dg(B)=N"|E,|+o [B" g (B)dB
(62) & W NdC w |
NP4+ aF 4N’ fB““S dB.
v
Des inégalités (59), (60) et (62) on déduit:
1° pour a <4

f(pcz dy — f f f<z/N"/2+dN“/2+aFJN NP2
Ey

'l

+4Nu/2 FdNa/Z
a condition que

FC 4N51—Z<Z/Na/2 c-a d N2—u/2 FC’4
4 ’ * ;

2° pour a=4

f 0% dx < AN*+ AN*+2FAN" log N+ AN log N< F, 4N log N,

4 condition que

Fc'!
4

N*< AN . Fct
og N, ca-d.logN > g ;

3° pour >4

b
2 z—4q 14
f@; dx<dNal2+dNa/2+afi.2/ (]gd) F;B N F,; N

D'une maniére analogue on vérifie 4 l'aide du théoréme II

les inégalités & gauche des formules (57).

on a

En désignant par /(B) la mesure de I'ensemble /. & sy|>B),
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b N N4IC,
. a— G > N
[|sN|“dx:afB‘ 'h(B)dB > fB ! dB
a 0
(63) N,
=q GszfB“_sdB.
¢, VN

On en déduit:
1° pour ¢ <4

e GAN

. wh Na—nldu—d
[|le dx > T{Cl "N }

—4q
CZ

an/N C“—4Na/2—-2:GudNa/2’

~.

) 4—a)

a condition que

N\ _ ( El_c_g)““;

quW2>z(q),ww¢N2“>2 7

2° pour a=4

b
N 4
‘dx>aGAN?1 y
!'sN. Xz @ 'Og(.clcz

)}GszlogN,

si

C,C. C, C\¢
—i—logN}log-—%,oubienN}( le) ;
3° pour ¢>4
b

@ a GAN? a—a| 4N\ ot nyap—2
f|sN| dx> 2220 {N “(—52—)--01 N }

(ZGJ]V2 Nu—4( i

z—4
da—s Nu—-2
> 5 a—5 Cz\) G

i condition que

- C, Gy
N S2CINT T, eried NP2 (2

)

Les inégalités (57) sont ainsi démontrées. Il en résulte que
jes formules (56) sont vraies pour N> N,(¢), Ny(2) ne dépen-
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dant que de @. En augmentant au besoin F, et en diminuant

G,, on peut les rendre vraies pour N=1,2,3,.....

9. Théoréme Ill. @) (¢>0) étant une fonction positive,

[-]
croissante et telle que la série P @—4(]() est convergenie, on
. fe==1
a presque partout

S@=0@"plogn) ) (1=2,3,4).
Démonstration, Désignons

2
€l e Oy
N<v<3N v 2(p(logv) f

Cet ensemble est contenu dans

Qy —(gfmax |st(x)| > ¢ (log N). N”‘

donc

9F
| Pyl < IQN[\_—IV“)‘

d’ apres le théorgme I (4=3"" ¢ (log N)). En particulier, pour
N=3* (k=1,2,3,...)), on obtient
9F < 9F
9" (klog3) ~ ¢'(k)’
La série X| P, | étant convergente, 'ensemble
1= llzn sup Py
est de mesure nulle. Si xeC [/ (c.-a-d. si x n’appartient pas 3 /7), ona
’ xeCPy pour k> k,

lpgkl<

et
|5, | <»"g(log #) pour v 3,
donc
A 1 1
|5, ()| =0 " p(og»),

c. q. f. d.

) Ce théoréme n'est pas nouveau; les cas particuliers le plus inté-
ressants

() =45 o) = thlogTF b ete, (e>0)

ont été démontrés par M. A, Walfisz dans le Mémoire: Uber Gitterpunkte in

mehrdimensionalen Ellipsoiden. Dritte Abhandlung, Math. Zeitschr. 27 (1927)
p. 245268, Hilfssatz 2.

W, (x) <ap . max
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10. Théoréme IV. Si
10 an>an+1>0 pour n:]_, 2, 3,-... et

o0
2
2° Na <,
n=1

o0
) 277
la série 2'a """ converge presque partout.
n=1

Démonstration. Posons
N

Tyx)= Za, P

r==l
D’aprés un théoréme connu de M. A. Koumocororr *%) la suite T k(x)
converge presque partout. Il suffit donc de prouver que les
fonctions

J
M®ix
2ae

p==pk

64 W (x) = max
64 (W= max

tendent presque partout vers zéro quand k-oo. A cet effet il

)

suffit de démontrer que la sériekz7 U)’Z (x) converge presque par-
=]

tout. Ce fait est 2 son tour une conséquence de l'inégalité

1 .
(65) 2| T dx <.
k=1 a
De la formule (64) on tire, en tenant compte de I'hypo-
these 1° et de la formule (55),

J .

Z’e’l"“flm

kbt ok

et les inégalités (56) du N= 8 donnent (pour a=2)
1

(66) f W (x) dx < dal. F,. 2T =8 F,.2%al.
0

D’autre part

(67) 22 < 3o e ) =2 < e,

k=1 pk—1.q n==2

L 2au. ma}(xl1 ‘ jg(x) ‘ == 2 ay Dye1 (x),
¢ gl

15) A, Kolmogoroff, Une contribution & 'étude de la convergence des

séries de Fourier, Fund, Math. 5 (1924) p. 96—97.
Studia Mathematica, T, VIL 3
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en vertu des hypothéses 1° et 2°. Les relations (66) et (67) en-
trainent (63) et le théoréme est démontré.

Remarque. Dans les mémes ¢onditions, la série

o0
2( 1)" n?mx Ean en’ﬂi(x+1)

n=1 n=1

converge aussi presque partout.
Théoréme V. Si
@ g
1° a,>a.,.,>0, 2° 3L <o,

n==1 Vn
la fonction

(68) F) = 3'q & O<x <)

n=I1

appartient @ la classe L quel que soit a <4 19),
Démonstration. Les deux hypothéses 1° et 2° entrainent

o
2
Za" < w0, parce que

n=zl
21

3 Va )
{2 dP<2®au< oy
rm0k pampk—1 1 \/ 4
la série (68) converge donc presque partout et fe L%
On a
(69) Ty(x) = Za P 234, () (a,— a,)) + aysy ().

v=1 =]
L’inégalité bien connue de Minkowskr donne pour a>1

{jl ,],,erdx}l/“< :\g’(a V «'—l—l){jl s ludx}lf: aN{‘/I‘| Si,l‘tdx}ll‘t.
0 0 ’

r=1

En tenant compte des inégalités (56), on conclut que

e N—1
{f] T |“clx} <2(a a.,-.l_l)Fl/u 1/2 + F]/aNI/-A
Y

— P Sa (s — 7D < F 5 =
=]

=1 V¥

1
1) C.-hed. flf(x) [“dx < 0 pour 0 < <4,
0

Polynomes associés aux fonctions modulaires 7).

donc
1

(70) fl TN ladx == 0 (1) pour N— 0

0

35

(e < 4).

Comme llm T, (x) =f(x) presque partout, un lemme connu de

Farou donne .
‘f|f|adx<oo pour ¢ <4,
c. q. f. d. ’

une maniére analogue on démontre le
D’ er log d tre |

Théoréme VI Si

» g log'n
1° a,>a,,>0 e 2° 2—3—:8_‘—<oo

n=al \/Tl.
la fonction
. w© .A
f(x) — 2 an enz/"“.x
n=1

appartient a la classe L',

(Regu par la Rédaction le 5, 10. 1936).
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