Quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
vom hyperbolischen Typus. Gemischte Randwertaufgaben 1)

von

M. KRZYZANSKI und J. SCHAUDER (Lwéw).

§ 1.
Stellung des Problems. Einer der Verfasser hat vor
kurzem die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer qua-
silinearen hyperbolischen Differentialgleichung in m unabhingi-

gen Verdnderlichen bewiesen, sobald es sich um das Cauchy’sche -

Anfangswertproblem fiir nichtanalytische Differentialgleichungen
und Daten handelt2). Wir wollen nun hier umfassendere, nimlich
gemischte Randwertaufgaben fiir Differentialgleichungen derselben
Art betrachten. Dabei werden ahnliche Methoden benutst und
weiter entwickelt.
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eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die linke Seite von

(1) sei etwa in einer Kugel A des (2m 4+ m®+1)- dimensionalen
Raumes mlt‘ den Koordinaten Xy Xgseeey Xos Uy Pry Poyerey Py

Mo eevs Tyseooy 7, definiert. Wir setzen a, = %/— und betrachten
v

_ _ e
die quadratische Form
(2) Eaik a,' ak
k=1
der Hilfsvariablen @5 @yy..., @, . Die a, sind als Funktionen des

) !) Die Hauptergebnisse dieser Arbeit wurden der Polnischen Mathema-
tischen Gesellschaft (Abteilung Lwéw) in der Sitzung vom 29. 2, 1936 mitgeteilt.
] % J. Schauder, Das Anfangswertproblem einer quasilinearen hyperbo-
llichen Differentialgleichung zweiter Ordnung in beliebiger Anzahl von unab-
hiingigen Verinderlichen, Fund. Math. 24 (1935) p. 213—246.
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Punktes in A zu verstehen. Man nennt nun die Gleichung (1)
vom normal-hyperbolischen Typus %), falls die quadratische Form
(2) — bei konstanten a,, — in die Form ﬁl2+ﬁ’22 +o+8 - g
linear transformiert werden kann. Dieser normal-hyperbolische
Charakter von (1) soll im ganzen A gesichert sein.

Wir wollen von einer Fliche g (x, Xy .00, x, ) =0 sagen,
sie sel raumartig, bzw. zeitartig orientiert (oder kiirzer, sie sei
raum- bzw. zeitartig), je nachdem lings dieser Fliche

_ y, 9% og
8 CRPIES 20
bzw. '
(4) a(g)= Zm'a- % % -,
it 0x, Ox, '

Diese Definition stimmt iibrigens, wie leicht einzusehen, mit
der Hapamaroschen ) iiberein: das Flachenstiick .S ist raumartig,
falls in jedem Punkte von .S die Tangentialebene den charakte-
ristischen Kegel nicht schneidet; wird aber dieser Kegel von
der Tangentialebene stets geschnitten, so ist .S zeitartig.

Ist S ginzlich raumartig orientiert, so ist die Losung von (1)
durch ihre Cauchy’schen Anfangswerte auf .S eindeutig bestimmt.
Ist aber ein Teil .S, von S zeitartig, so reicht auf S, die Angabe
der Randwerte selbst aus. Das in der vorliegenden Arbeit zu
lésende Problem besteht nun darin, eine Lésung durch die An-
fangswerte auf dem raumartig orientierten S, und durch die
Randwerte auf dem zeitartig orientierten S, zu bestimmen, falls
sich S, und S, in einer (m—2)- dimensionalen Mannigfaltigkeit
schneiden ®).

§ 2

Abschétzungen fiir lineare Differentialgleichun-
gen; Ableitungen erster Ordnung. Wir beginnen unsere

) J. Hadamard, Le probléme de Cauchy et les équations aux dérivées
partielles linéaires hyperboliques, Paris 1932, insb. p. 46—48. Die dort fiir den
linearen Fall gegebene Definition 1aBt sich sofort auf die allgemeinste nicht-
lineare Differentialgleichung iibertragen.

4 Vgl. loe, cit. %), insh. p. 53. Zur Definition des charakteristischen Ke~
gels vgl. dasselbe Buch, insb, p. 24.

% Dieses Problem wurde im Falle der Wellengleichung vom Hrn. Ha-
damard behandelt. Vgl, loc. cit. ), p. 337, '

v 11+
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Untersuchungen mit einer linearen normal-hyperbolischen Diffe-
rentialgleichung ‘

m ] ) aZU m ()u
Da, (x,x,...,x) + 2'b.(x,, %, X,) =
(5) i h=1 lk( v m 0xi0xk j=1 4 o ’ ().\'_‘j '
ey Xy, ooy X)) u= flx;. Xp 000y x,)

und nehmen die quadratische Form

m—1
(6) a0,
i k=1
als positiv definit an. Dadurch wird die Allgemeinheit keines-
wegs beeintrichtigt, da man offensichtlich durch eine orthogo-
nale Transformation immer den Spezialfall (6) herbeifiihren kann.
Nunmehr betrachten wir im Raume der x,, X,,..., x,, ein Volumen-
stiick V, das die Form eines Pyramidenstumpfes (Kegelstumpfes)
y; S c besitzt, etwa so, wie es in der Figur
gezeichnet wurde. Zum Rande von V ge-
héren erstens die Flachen .S, bzw. S, auf
- denen die Anfangswerte bzw. Randwerte
vorgegeben sind. Die Gesamtheit .S, der
iibrigen ebenen Randflichen (schematisch
4 d 4 durch BCD dargestellt) soll raumartig
orientiert sein und inbezug auf die Koordinaténachsen Neigungen
besitzen, welche sich von denen der Fliche S, nur wenig unter-
scheiden. Wir nennen S, die untere, CD die obere Basis des
Stumpfes. Es ist iibrigens in unseren Uberlegungen der Fall eines
Kegelstumpfes mit einbegriffen, fiir welchen S, mit der ganzen
Mantelfléiche iibereinstimmt. Weiter braucht auch .S, nicht vor-
handen zu sein, wenn es sich um Ableitungen erster Ordnung
handelt; dann haben wir es mit einem Kegel schlechthin zu tun.
Allen diesen Eventualititen tragen die spiter zu entwickelnden
Formeln Rechnung. '
An Regularititsbedingungen fordern wir: die Funktionen a,,
sowie die Losung u und ihre ersten Ableitungen sind in I stetig.
Das Gebiet V' lasse sich weiter in Teilgebiete zerlegen, in denen

. . . : Oa, :
die Funktionen b, ¢, f, die ersten Ableitungen a—xk’ sowie die zwei-

) 7

ou
0x,0x,,

4

ten Ableitungen stetig sind. Es sei
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O Zlalt Saltel+ IS <n

Mit n, bezeichnen wir die dufiere Normale auf S,. Die der Fliche
S, soeben auferlegten Bedingungen sind immer dann erfillt, wenn
der Winkel zwischen n, und n, nicht zu grofl wird, genauer gesagt,
wenn er durch eine Zahl A, beschrankt bleibt, die von 7;, d. h.
von der in Formel (7) vorkommenden Schranke abhéngt:

8) Winkel zwischen n, und ng <A () 9.
Unsere Aufgabe wird nun darin bestehen, die Ableitungen auf
S, durch die Anfangswerte auf S, und die Randwerte auf S, ab-

zuschdtzen. Die fragliche Abschdtzung wird dann gelingen, wenn
(falls .S, wirklich vorhanden ist)

) cos (ny, x,,) - cos (ny,x,) >0,7)
eine Zusatzbedingung, die von nun an in der ganzen Arbeit als

erfilllt vorausgesetzt wird. Aus (9) folgt wegen der Eigenschaften
der Fliche S, [vgl. 8]

10 cos (n,, x,,) . cos (n, x,.) <0.
., 0 e
Indem wir nach FrEpricas und Lewy (5) mit 5%— multiplizieren %)

und dann iiber V integrieren, erhalten wir

S« du du
f[ lQZaik?E;a—;C:cos(n,,\i)

i, k=1
848455

5 du ou _
an — lea"‘ﬁ‘fﬁﬁ cos (1, xn‘)]da = f ‘V. f ® dx,dx,..dx,

+f [fa—ig—dxldxz..dxm.
2 "

¢) Die Schreibweise 4, (), sowie die spiter zu b;nutzendf: Clrh Clrnvy)
etc. bedeutet, -daf- 4, C, ete. von den in Klammern ' befindlichen Konstanten
abhingen. ) i §
7) Den Fall cos (ny, x,,) cos (ngy ) 7> 0 kaon man auf den oben erwihnten
leicht zuriickfiihren. Man kann diesen Bedingungen eine geometrische Form geben.
%) K. Friedrichs und H. Lewy, Uber die Eindeutigkeit und daf Ab-
h'éng‘ig‘keitsgebief der Lésungen beim Anf:«gngswertpmblem linearer hyperbolischer

(Fortsetzung der Fuflnote %) auf Seite 166).
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D ist ein Polynom héchstens zweiten Grades in u, ay, b, cund
den ersten Ableitungen dieser Funktionen. Es sei

12) g,(xys xyyeiyx,)=0

die Gleichung von S,(s=1,2,3). Wir fithren nun fiir festes s
neue Koordinaten 7j, 7;,..., 7, mittels der Tranformation

(13) 77; =Xy, 77;=x2, teey 77,5,,_121,,,_1: 7]:, =g,(x19 Xayreees xm)
ein. Fir den unter dem Integralzeichen auf der linken Seite von

(11) stehenden Ausdruck bekommen wir dann — falls man ihn nur
auf S, betrachtet — nach einigen leichten Umformungen

) (au 2ol w ou
14 [a h)— .——h]cosn x ); s=1,2,8,
( ) (gs) ans i,kZ:’]ad‘ 07]; a']i ( ) m) y <y

Spalten wir weiter das auf der linken Seite von (11) auftretende
Integral in bereits abgeschitzte und die noch abzuschitzenden
Teile, so ergibt sich mit Benutzung von (14)

[ [ i eosmniane [ [lace (2]
S : " S5 "

m—1
(9 —Fag e costny s Jdn= [ [(0+5 25 )b, .,
;/I m

i k=1 . O,

m~1
—-f f+/ f[ Zaik—g%l—% cos(nz,xm)]daz.
5 S i k=1 Bﬂi bnk

Wegen a(g;) < 0 und wegen (6) ist der Ausdruck
w\® "I ou du
(16a) [a (g,) (573) - a, -—a—qi—] cos (ny, x, )

n

i k=1 5’2?
definit. Ebenso erweist sich der Ausdruck
: 2
(16b) a(g,) (ai:;) cos (n,, x,_)

Differentialgleichungen, Math. Ann. 98 (1928) p. 192—204. Dort wird eine Ab-

schitzung fiir
- Ou \2
iéi fo (B;:) dxydx, .. dx,,

im linearen Falle gegeben, falls es sich um das Cauchy’sche Problem handelt.

Es gelingt hier eine entsprechende ' Abschitzung auch fiir die umfassendere
gemischte Randwertaufgabe zu liefern,
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in Berlicksichtigung von a (g,) > 0 als semidefinit. Aus (10) schlie-
Ben wir, daB (16a) und (16Db) dasselbe Vorzeichen besitzen.

du du _i)i

Da ferner (16a) auch in ()—XI, —55,, s

man aus (15) — man beachte auch (7) — .

o
é:fs‘f(g—\%)zd03< C(?’l){éf}/‘f(s__:)zdxl dx,..dx_

definit ist, so bekommt

v 5

m-—1 d 2
o] J1Z G 2
:S‘. =1 a"]l.

Sei jetzt S(¥), 6< t << 1, eine eindimensionale Schar von
Flachensticken mit S(0) =S,, S(1)=S,, die in ihrer Geiamt}mclt
das ganze V erschopfen. Dann gilt eine der Formel (17) ahnliche
Abschitzung fiir jedes S(2)9): ,

i 2 il ou
Zf f(g:—) do(t) < C(yl){fo(sz) dx, dx, .. dx,

i=l =1 Vi
S8 m

w o] Jroin o] [[3{Efe]

40) s _
. m—1 ou )2+ 2] do.}
— ) +u .
+[f[£(r)rf 2
1 0 bis 1, so erhalten wir
tegri wir nun (18) nach ¢ von , r,
LZIFSg:llie;e:HBhe“ des Stumpfes d. i. die gréfte Entfernung zwi-
schen .S, und S, nicht zu grof} ist, etwa fiir
(19) h < hy(7y),
die Abschitzungen
m 2
Z'f f(—a-”—) dxldxz..dxm<C(yl){f-ffzdxldxz..dxm
yd 0% < v

i=1

T B s | [[E )] ).

%) Mit V(¢) bezeichnen wir den zwischen S und S () gelegenen Teil von
V;da(t) ist das der Fliche S(f) entsprechende Differential.
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woraus wegen (17) auch auf .S,

m 2
(@a)) £ f ) f (—(;)f:) do, < rechte Seite in (20)
S
folgt 19). ¢
§ 3.

Lineare Differentialgleichungen; Abschitzun-
gen der Ableitungen héherer Ordnung. Wir wollen uns
kiinftig mit dem Fall beschiftigen, wo die raumartige Fliche S,
wirklich vorhanden ist. .S, schneidet S, in einer (m—2)- dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit I. Wir setzen voraus, da T" nicht ge-
schlossen ist. Dies geniigt. Denn ist I’ geschlossen, handelt
es sich also um einen Kegelstumpf mit S, als der Mantelfliche,
so kann man das Innere, d. h. unser Volumenstiick V, dachziegel-
artig in Volumenstiicke /" zerlegen, bei denen die entsprechenden
T" nicht geschlossen sind. Indem wir dann die verlangte Abschitzung
der hoheren Ableitungen in jedem V" einzeln vornehmen, bekom-
men wir offensichtlich eine #hnliche Abschétzung im ganzen V.
Ist nun T nicht geschlossen, so besitzt die durch die Gleichungen

(22) x=n, B Tgseees Xy =T, 1, &%, Xy .00 x,) =0 1)

m

definierte Koordinatentransformation n="(x) im ganzen V eine
nirgends singulire inverse Transformation x — llffl Q)

(23) 771=x1; T]Z=X2,..., 7]m_1=xm_1: 9’(7711 772!"-, Tim)zxm,

welche Ableitungen von ebenso hoher Ordnung zuldBt, wie die
Funktion g,. Fiir '

(24) Bl Tyyerns M) =2ty Xpeee,x,) 1)

%) Aus (15) 1Bt sich wegen (20) und (21) eine analoge Abschitzung

oa \2 ‘

auch fiirf f(“uz—) do, erhalten. Doch wird dies im folgenden nicht benutzt.
- J e, o,

A :

1) Formel (22) ist mit der Formel (13) fiir s =2 identisch. Wir haben
es vorgezogen, zwecks Vermeidung vieler Indices ”; statt 7)? zu schreiben. g, =0
ist die Gleichung der Fliche Sy [vgl. Formel (12)]. '

) Wir schreiben hier und an manchen anderen Stellen @ statt u, um an-
zudeuten,, daB es sich nach ausgefithrter Koordinatentransformation eigentlich
.um eine andere Funktion handelt. Entsprechende Bezeichnungen sollte man auch
in den Koefizienten a; , b; etc. einfithren. Doch ist dies fiir das Folgende belanglos.
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bekommt man in den Variablen' s Myse-ss W, die Differential-
gleichung

m—1 2 m m~1 9 oo :

> o gy 01

; 23 Ya, —2————
5) f-SZIaF ()nj anr + k=1 j=1 ik oxk aﬂ] anm

2 m ) 0 2 m _

| - E D ) AL

aQ, —— —— —
k " 2 r
=t | 0X; 0x Dnm — o,

Fiir das Folgende mufl nun beachtet werden, daff auf .S, nur die
a—ﬁ,...,.—a—u_— — nicht aber o
()771 ()nm—-l a77m
betrachten sind. Demzufolge differenzieren wir (25) nach

Ableitungen — als gegeben zu

771’ 772""’ nm—l
und bekommen fiir [ < m—1

m=1 +2 - m m—1 9 Y] —
. ) 0i1 gy 0 oi
b c %™ 49 Sa, — —_—
j,‘::fljs on,on, om, " Icz=1‘j=1 i ox, on;on,, om,

m ()gz ag2 02 i m—1 m ___a___(:)E_
(26) ﬁgi,élaikaagﬁﬁ—hg }é:qjh a’7,- on,

0 (3, PN 08,y
+[_‘7’7—1 (i£1aik 0x; axk)] a'??"—l_.“’ - o
Die nicht hingeschriebenen Glieder enthalten Ableitungen von
hochstens erster Ordnung. Das stérende Glied
) Z 0g, 08, _a_ZE
[ (2w 3, )| 52
kann nun leicht mit Hilfe von (25) beseitigt werden, da in (25) |

2

9—% nirgends Null ist. Man bekommt also

der Koeffizient von o7

e I

linke Seite in (26) = 2% ZQJI”W—&E
' i

@) o oz om
. +‘G1ieder héchstens erster Ordnung in —OE:”TW;

Zu den alten Variablen x;, x,,...,x, zurlickkehrend erhalten
' ou ou oI
wir aus (27) fir —a—lf—

mon o,
der Form %) :

Differentialgleichungen von

1) O;‘i wird in den Formeln (28) (29) etc. als Funktio_n der Variablen
j »
K Xgyeee Xpy

betrachtet.
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-1 m ,(3u ,
(QS)Z,Laa a +§2,,,ax aq+2 =

i\ k=1 " h=1
o o
dx,, on,

und bekommen, genau so wie in § 2 verfahrend,

mm—-l m m—1
] (b 2o S5 (o
z...11..1 f=11=1 ]

(29) < Konst{f f[f +.2( i)z]dxldxz Jdrx, +,§f f(Du)da

m—1 2_

+f S E 2 Onk)]d%}"

Wir multiplizieren (28) mit , summieren iiber /([ <{m—1)

2_

Mit Riicksicht auf (25) laBt sich aber durch die anderen

m

Ableitungen ausdriicken und man gelangt somit auch zur Ab-
schitzung

2_ .2
(30) f f (—a‘l;’—) dx, d, .. dx_ < rechte Seite in (20)14).
. 'I,m

Die Abschitzung der dritten und noch hdheren Ableitun-
gen wird nach demselben Schema bewerkstelligt. Fiir die Ab-
schitzung von

f ’/‘(Dhu)zclx1 dx,..dx, mit h<m+ 2 ¥)
-

geniigt die Kenntnis der Schranken von D, ,a,,, D, 113], D, ,c

etc. Es ist nun ein springender Punkt der Methode — wie dies
bereits in der in §1 zitierten Arbeit genau auseinandergesetzt
wurde 1) — daf, falls es sich um hdhere Ableitungen, etwa

um D 4+o4 mit 02> 3 handelt, man zur fraglichen Abschitzung

14} Aus (29), (30) folgen soforl: Abschatzungen fiir alle

f f(d\' 0\k) dxy dxy..dx,,

5} D, das Zeichen fur irgendeine Ableitung A-ter Ordnung.
1% Loc. eit. %), insb. p. 222—226, §§ 5, 6.
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von f f (2 u)’ dx, dx, .. dx,, auch dann gelangt, wenn man nur

v
iiber eine Kenntnis der Schranken fiir

f f(DH—m al.,‘)za'x1 dx,..dx , f f(Dm_i_h J) dx, dx, .. dx,,
% v

etc., mit A <@ —1 verfiigt. Da dieses Verfahren fast ohne Ande-
rung auch dem jetzigen Falle angepaBt werden kann, iiberlassen
wir in diesem Punkte den Beweis dem Leser. Ein Umstand darf
dabei nicht vergessen werden. Da auf .5, Ableitungen beliebiger
Ordnung von @ nur nach den Variablen 9, 7,,...,7__, bekannt
sind, so ergibt das oben erwihnte Verfahren unmlttelbar Ab-

schitzungen fiir 17)
f f Dy, dxy .. dx,, baw. fir f f (D48’ o,

wobel in D . 7 hochstens eine leferentxa’non nach 7, vorkom-
4
men kann. Um die anderen Ableitungen D o @ abzuschétzen, kann

Induktion nach ¢ angewandt werden. Man nehme an, daff alle

. f f D, +(1—-1u) dx, dx, .. dx_ bereits abgeschitzt sind, wie auch

v
dicjenigen [ [(D,.;(0)"dx, dn,.. dx,, bei welchen die Diffe-
. n .

v
rentiation nach 7 héchstens (p —1)- mal vorkommt (»p —1> 0).
Schreibt man das betreffende D +o @ in der Form
laZ
D WA= "7 4 0— i,
”Zm-l—\ ()'Zi m40—2

wobei 4 wieder ein Zeichen fiir eine Ableitung bedeutet — so
hat man fiir 4, _,7 die Differentialgleichung

2 m m—1 2
0
— 4 =
Z‘a *"on.om, m+@_2u+2}; Z'a y a S
" 0g, 0g. _012’ 75 m
m g2 . ——p
+j£aj5 ()xj ox, arl?n mto—2U 2.

1) Mit D;a bezeichnen wir irgendeine Ableitung i-ter Ordnung von @
i

nach den Variablen 7y, ny,.0vy M,
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Hier 1aBt sich nach der zitierten Arbeit®) f f Qdx, dx, .. dx,,
v

. durch die entsprechenden Daten und ihre Ableitungen bis zu
(m+0—1)- er Ordnung abschitzen. Da auch eine Abschétzung
‘ P : . '

" y

fiir ——0"[]3'75 m4Q
man aus (31) auf das Vorhandensein einer Schranke fiir

52
i = -()—5— A _H)_zﬁ.

i mit j<m—1,s<m bekannt ist, so schliefit

m

Dt
' m

Als Endergebnis erhalten wir, falls
L | <ry 18,1 <9y | Dyag I <y el <,
| Dyray | <7 | D)6 <7y [Dyre| vy (h'<m—|—1).,
32 ¥ f ) f (D @)+ Dy )+ (D) ity ity 15
g ‘

die Abschdizung
m+-0

m—+g o
3 [@ufinds..dx, <Coum| 2 [ @00
@) M:Q m—0—~1 5 .
-2 2
+}é; fs»/(l")hu) d0'2 +lé; ff(D},f) dxldxz--dme 1n).

N+ 2 v

Fiir diejenigen Ableitungen D, @i, bei denen die Differentiation
7

nach 7, hochstens einmal vorkommt, gilt noch
m-t0 2 .
(34) 2 f f(Dhﬁ) do, < rechte Seite in (33).
Lh=0 Sa 1 ’ . ) | L »
Einige Bemerkungen sind hier noch am Platze:

L. Ist h die Hshe des Stumpfes V, so gilt unter Voraussetzung
von (32) genauer '

%) Loc. cit. %), insb. p, 224—226. ‘
: _ 2
%) Man knnte eine @hnliche Abschitzung auch fiir alle f f(Dhu) do,

bekommen. o s
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m0

(35) P f [ (D, u)zdx1 dxz..dxmglztrechte Seite in (33)]20).
Y h==0 Y e
v

Fiir solche Intégrale f f (Dhﬁ)deldxz..dxm,v bei welchen die
- wJ o , ,
v .

Differentiation nach 7 hdchstens einmal vorkommt, folgt dies
sofort aus (34) durch Integration nach #. Wegen (31) ergibt
sich durch Induktion (vgl: oben) dasselbe auch fiir die anderen
Integrale. ,

I.. Auf S, — das man sich der Einfachheit halber als das

Ebenenstiick x == 0 denken kann — sind nur die Ableitungen
u ; ot

der Form — -——— bzw. der Form —r—'——,—l-l—————vorgege-

‘ Ox}' o 0xmt 0x; ...0xmJtox

ben. Alle anderen Ableitungen auf .S, miissen erst aus (5) durch
Differentiation berechnet und abgeschdtzt werden. Die Voraus-
setzungen, die dabei zu machen sind, sowie den Beweis der ent-
sprechenden Abschitzungen entnehme man wortlich der unter %)
zitierten Arbeit (insbesondere p. 226 —229).

lll. Damit die Abschitzung von D, , ,u gelingt, miissen nur
die Ableitungen D,u mit A <{m+¢ und die Ableitungen D, a,,
D,b;, D,c, D,f fir h<m+¢—2 als stetig’ vorausgesetzt wer-
den. Was die Ableitungen D, ,,uund D, . sa,, D, . b,
D, iets D, . ,_.f anbetrifft, so gentigt es sie als abteilungs-

weise stetig anzunehmen 29).

§4

Kompatibilititsbedingungen. Von nun an wollen
wir annehmen, daB die Fliche .S, mit x,= 0 und die Fliche S,
mit x;= 0 {ibereinstimmt. Dies soll so verstanden werden, dafl
nach einer eventuellen Koordinatentransformation die Ebenen
x,=0, x,= 0 in zwei Flachen S;, S, iibergehen (wobei zugleich
auch die Differentialgleichung sich &ndert) in der Weise, daf}
munmehr die in den vorhergehenden Paragraphen niher bespro-

29 Diese stirkere Abschitzung wird beim Existenznachweis_fiir quasili-
neare Differentialgleichungen benutzt [vgl loe. cit.?), jnsb. p. 234, Bemer-
kung 3° und p. 244, Formel (39)]. o :

%) Wird in § 8 benutzt [vgl. FuBnote 43)].
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chenen Voraussetzungen fiir das Bestehen der Abschitzungen in
den neuen Koordinaten erfiillt sind. Offensichtlich bestehen dann
die analogen Abschitzungen auch in den alten Koordinaten. Es
mdge noch betont werden, da die Annahme, S; bzw. S, stimme
mit x, = 0 bzw. x;==0 iiberein, nicht unbedingt notwendig ist;
sie erleichtert aber sehr die folgenden Erwidgungen.

Wir suchen eine Ldsung, fiir welche

u(xy, Xy, x, ,0)= P(xy, Xy, nny X,
ou
(36) W(xl’ Hyyeens X1, 0) = (x,, Xyyeeny X, 1), -
u(0, Xoseens X, 4y x,,,) =X(X2,x3, ---5xm)'
Es ist klar, daB, falls eine stetige Losung unseres Problems ge-

sucht wird, die Daten auf den Ebenen x,7=0 und x;= 0 der

folgenden Kompatibilitiitsbedingung nullter Ordnung geniigen
miissen:

(37) qJ(O,xz,...,‘xm_l)=x(x2,x3,...,xm_1,O).

Sollen auch die Ableitungen erster Ordnung stetig sein, so muf}
ox

bestehen. Wir bezeichnen (38) als Kompatibilititsbedingung erster

Ordnung. Aus (36) berechnet man alle Ableitungen der zweiten

2
Ordnung auf S, bis auf (4() 121)
0xm x,=0

Differentialgleichung (5) selbst berechnet. Die Stetigkeit der zwei-
ten Ableitungen erfordert also

%y .
=9, Diese wird aus der

(@) oy
0, %y, .0y x )= (~—) )
’70 ( 2 m—l) ax’2n xm=0

Dies ist die Kompatibilititsbedingung zweiter Ordnung. Indem
wir (5) (k—2)- mal nach x,, differenzieren, berechnen wir in der-

'3
selben Weise ™= (Z :) o Man folgert daraus die Kompa-
xm xm___
tibilititsbedingung %-ter Ordnung
k
(39) PO x, )= (21)
x =0

%
Ox,
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§ 5.

Analytische Daten, linearer Fall. Zuerst soll der
Beweis der Losbarkeit unseres Problems im linearen Falle ge-
liefert werden. Wir nehmen die Koeffizienten @y b,y ¢ der Glei-
chung (5), sowie auch die Anfangsdaten ¢, v, 1, f als ,,geniigend
analytisch® an. D. h. genauer: die genannten Funktionen sollen sich
in jedem Punkte ihres Definitionsgebietes in Potenzreihen entwi-
ckeln lassen mit einem Konvergenzradius, der gréBer als der Durch-
messer dieses Gebietes ist. Mit anderen Worten, wir beschrinken

- uns auf solche @, ¥, , f, fir welche der Konvergenzradius ober-

halb einer festen, von der Wahl des Anfangspunktes unabh#ngi-
gen Schranke liegt; eine Bedingung, die z. B. dann erfillt ist,
wenn diese Daten sich auf Polynome reduzieren. Uberdies sollen
die Anfangsdaten Kompatibilititsbedingungen bis zur Ordnung &
einschlieBlich geniigen (vgl. § 4).

Nach dem Hilfssatze von ScHauber2?) gibt es ein d,> 0,
das von den Daten ¢, ¥, ¥ und f?%) nicht abhingt — wohl
aber von den iibrigen Koeffizienten der Gleichung — so dafl
Folgendes statthat: in dem ganzen zylinderartigen Streif.en V.
von der Hohe J, mit x = 0 als der unteren Basis glk:t es
eine analytische Losung u’ von (5) mit den Anfangsdaten u’==¢,
ou’.
ox,

m ,
V, in eine Potenzreihe entwickelt werden, deren Konvergenzradius

wieder oberhalb einer von ¢, ¥, f und % 2¢) unabhéngigen Sch'ranke
liegt. Sei I" der Durchschnitt (vgl. § 3) von S, und S, . Wir be-
trachten die durch I' hindurchgehende singularititenfreie chara-
kteristische Fliche G von (5), welche ins Innere von V| ragt.
G teilt V| in zwei Gebiete, von welchen wir das'jenige. W’ ins
Auge fassen, welches zwischen S, und G gelegen ist. '\X'/lr set.zen
u==1v' in W’, womit insbesondere u auf G selbst definiert wird.
Es bleibt also ein Goursat'sches Problem zwischen G und .S, zu
I6sen, indem wir dort eine Losung u” von (5) bestimmen wollen,

=1 auf x, = 0. Dabei kann " um jeden Punkt innerhalb

2) Vgl. loc. eit, ?), insb. p. 229231, )

éa; Vg‘l. Formel (3,6) Es ist zweckmaBig im linearen Falle f 6fters zu den
Daten mitzurechnen. )

%) Die Unabhingigkeit des Konvergenzradius von y folgt daraus, daB ¥
in dem betreffenden Hilfssatze iiberhaupt nicht vorkommt.
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die auf G mit ¢’ und auf S, mit z iibereinstimmt. Wir setzen
dann u=u" zwischen G und S,, womit die Randwertaufgabe
vollstindig geldst wird.
‘ Die Fortsetzung dieses Paragraphen ist dem Nachweis ge-
widmet, dafi es eine andere Zahl J,>> 0 gibt, so dafl in jeder
Kugel vom Radius d,, deren Mittelpunkt auf I gelegen ist, u” sich
in' eine Potenzreihe entwickeln lifit. Dabei ist wieder d, von @, v,
%, f unabhéingig. Um dies zu zeigen, nehmen wir eine Variablen-
transformation vor, derart, dafl die Fliche G in y,= 0 und die
Fliche S, in y,= 0 iibergeht. Dabei konnen nach Hrn. Hapamaro
die neuen Variablen so gewihlt werden ®), daff die transformierte
Gleichung die Form
o>a”
04,9y,
besitzt. H ist ein linearer Ausdruck in @’ und den ersten und
zweiten Ableitungen von @, wobei aber in H keine Derivation
nach y, vorkommt, ‘

Bei dem Goursat’schen Problem fiir (40) handelt es sich
nun um die Konstruktion einer L&sung a@’, die sich auf den
- Ebenen y, =0 bzw. y,==0 auf gegebene Funktionen v(y,, ys,.. o U)
bzw. w (g1, Y54+, y,,) reduziert Offensichtlich ist der neue Kon-
vergenzradius r von », w und fi» nach der ausgefiihrten Koordi-
natentransformation, wieder nur von.den Koeffizienten von H ab-
héingig. Aus diesem Grunde konnen wir unsere Aufgabe verein-
fachen, indem wir v =0, w=0 annehmen. Dadurch wird h&ch-
stens f; geindert und die oben auferlegte Bedingung iiber seinen
Konvergenzradius bleibt weiter bestehen. Wir suchen nun die

Gleichung (40) durch eine nach Potenzen in g, fortschreitende
Relhe ) -

(40) :H_}_fl(yl’ y2""’ym)

(42) . : _”=a0+a1y1+ Vet ahy1+

zu ldsen. Man rechnet sofort die einzelnen a, aus und es bleibt
noch der Konvergenznachweis fiir die Reihe (42) in einer Kugel
von einem festen Radius ¢. Zu dlesem Zwecke nehme man fiir /
eine Ma]orante der Form

¥) Vgl loc. cit. #), insb. p. 107. -

@)
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m

/r +2 pl +2p‘k

i==2 i, k=2

(43) M Y1 ’
Attty
1—
r
. ()E” 2&_!/ . . .
wobei p, = e pik:m ist, und fiir f, eine der Form
K
v
(44) 4yt
[P
;

Dann geniigt es zu beweisen, dafl die Gleichung 26)

m 0Z m
MZ+M
+ (é; 0y, —':kzlz 0y; a!/k)

g
i+yz+...+ym

r

’zZ
041 94,

1 —

eine Losung mit positiven Koeffizienten besitzt, deren Konver-
genzradius von K unabhingig ist. Man setze

(46) X=y +aly,

. i=2
und suche eine Losung Z von (45) der Gestalt Z(X). Dann re-
duziert sich (45) auf die gewdhnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Mz+Ma(m-—1)j—)Z{+K

d*Z

@7 — ,
dx* L— :’r\:
[ —a— Na2 N={m=Dm—2)

2
Man wihlt @ derart, dafl L > 0.

Die Gleichung (47) besitzt eine Lésung, die mitsamt ihrer
ersten Derivierten fir X =0 verschwindet. Diese Losung ist re-

1) Fiir das Folgende ist es wesentlich, da in der Differentialgleichung
(45) die Zahl K vorkommt, welche die Majorante (44) fiir f; charakterisiert.

Studia Mathematica. T. VL 12
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gulér fiir [ X| < Lr, d. h. in einem von K unabhiingigen Intervall 27),
Man bekommt auf diese Weise die verlangte Majorante fiir (42)
und daraus leitet man durch Ubergang zu den alten Koordinaten
die Existenz einer Zahl J, mit den verlangten Eigenschaften ab.

Wir fassen das bisherige Ergebnis dieses Paragraphen zu-
sammen: es gibt eine Zahl d>02%), die von den auf S, und
S, gewdhlten Daten und won f unabhingig ist, derart dafl fir
0<x,<J die Losung u der hier betrachteten gemischten Rand-
wertaufgabe existiert.

Die Ableitungen won u bis zur Ordnung k einschlieflich
sind stetig, denn die eventuellen Springe kdnnen nur auf der
charakteristischen Fliche G vorhanden sein. Der stetige Uber-
gang liber G ist aber eine unmittelbare Folgerung aus den vor-
ausgesetzten Kompatibilitatsbedingungen bis zur k-ten Ordnung
einschlieBlich?%). Was die Ableitungen hoherer Ordnung anbelangt,
so sind sie zwischen S, und G und zwischen G und S, vorhan-
den und dort stetig. Sie kénnen aber wohl auf G Diskontinuititen
besitzen. '

§ 6.

" Hilfssitze aus der Theorie der reellen Funktio-
nen. Der Ubergang zu nichtanalytischen Daten und Koeffizien-
ten wird durch einige Hilfssitze aus der Theorie der reellen Funk-
tiénen erméglicht, mit denen wir uns jetzt kurz befassen wollen.

 Definitionen: a) Fine Funktion Jxys Xy,.00, x,) nennt
man totalstetig im Sinne des Hrn. ToNeLui, wenn sie sich auf
fast jeder achsenparallelen Geraden als totalstetig im gewdhnli-
chen Sinne erweist und ihre fast iiberall vorhandenen Ableitun-
gen erster Ordnung im Definitionsbereiche integrierbar sind.

b) Sei f(x;, x,,..., x,,) eine Funktion, die quadratisch inte-
grierbare Ableitungen bis zu k- ter Ordnung einschlieflich fast
tberall besitzt. Die Ableitungen von f bis zu (k—1)- er Ordnung
einschlielich sollen in V' im Sinne des Hrn. Tonewu totalstetig
sein. Die Klasse dieser Funktionen wird im Folgenden mit R,
bezeichnet.

) Wohl aber ist si¢ von M, d. h. von der in der Majorante (43) von’
H vyorkommenden Konstante abhingig. '

) &= Min (3, 3,).

#) Vgl loec. cit. ), p, 110.
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Hilfssatz L. Sei f eine Funktion der Klasse R, im m-di-
mensionalen Wiirfel Q: — 1« <1 (i=1,2,...,m). Dann
gibt es eine Folge von Polynomen p; derart, dafl

(48) lim f / (D, p;— Dy fYdx,dxy.dx = 0; 0<h<E.
Q .

J=w

Zum Beweise werde
Dy (xys Xysevns %) = F(Yy, Yorooer 9,)
gesetzt, mit y,=x, (1—-%—) Die Funktionen @, gehéren wieder
zu R,; sie sind nicht nur in Q, sondern sogar in dem etwas

groferen Wiirfel | x,| < definiert. Uberdies hat man

1

1—1/1

Jim f f (D, @,— D, fYdx,dx,..dx = 0 (0<h<k).
Q

Es geniigt also den Hilfssatz nur fiir die Funktionen @, zu be-

weisen." Sei
f f O, d5, 5, .. dE,

(49) D, (g, Xpp v X, ) = = (6=1,2,...).

Q, ist der Wiirfel Ixi—§il<%. Die Ableitungen von @, bis

zur Ordnung £ einschlieBlich, werden durch Differentiation unter
dem Integralzeichen in (49) gewonnen, d. h. es ist

f f D, ®,d5, d&,..dE

Qs

(30) D,o, = O h<LE).

sv—lu
Man hat iiberdies
lim f f (D, @,,— D, ®)dx, dx,..dx, = 0.

h=w
Nun sind die Funktionen @,, mitsamt ihren Ableitungen D, o,
(h < k) stetig *9), Nach einem bekannten Satze gibt es also eine
Folge von Polynomen, die mitsamt ihren Ableitungen bis zur

) Dies folgt sofort aus der Darstellung (50) fiir diese Ableitungen.
12+
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Ordnung k& einschlieBlich gleichmiéflig gegen @, und deren ent-
sprechende Ableitungen konvergieren. Wir erhalten schliefilich
durch das Diagonalverfahren eine Polynomfolge, die (48) erfiillt.

Bemerkung. Es ist klar, dafl unser Hilfssatz auch dann
bestehen bleibt, wenn man Q durch das in dem vorhergehenden
Paragraphen betrachtete Volumenstiick ' ersetzt.

Es ist nun notwendig das vorhergehende Resultat noch zu
vervollstindigen:

Hilfssatz Il. Setzen wir voraus, daf f in V' den Bedin-
gungen des Hilfssatzes I geniigt und in einem Pyramidenstumpf
WCV, der mit V die gemeinsame untere Basis hat, stetige Ab-
leitungen bis zur Ordnung r einschlieflich besitzt. In diesem Falle
konvergieren die Ableitungen der r ersten Ordnungen der Appro-
ximationspolynome des Hilfssatzes | in W gleichmdflig gegen die
entsprechenden Ableitungen von f.

Der einfache Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Hilfssatz [ll. Voraussetzungen: Die Funktionen f, gehdren
alle in V derselben Klasse R, mit k>>m+1 an; iiberdies sei

f f (D, fVdx,dx,..dx < Konst.  (0<h<Ch).
.

Behauptung. Man kann eine gleichmidflig konvergente
Teilfolge f,  herausgreifen, deren Grenzfunktion f in V' wieder der

Klasse R, angehort.
Beweis. Die Existenz einer gleichmiflig konvergenten Teil-
folge fSi ergibt sich sofort aus den fritheren Hilfssitzen (vgl. z. B.

loc. cit. *) Hilfssatz I). Dafl dann die Grenzfunktion f zu R, ge-
hort, folgt aus einer bekannten Tatsache$!): Gewisse Linearkom-
binationen

i
fizzzcei f(»
0=

haben die Eigenschaft, da nicht nur f,— f gleichmiBig, sondern
auBerdem auch die Ableitungen D, £, im Mittel konvergieren

%) Vgl. 2. B. S, Banach et S. Saks, Sur la convergence forte dans
les champs LP, Studia Math. 2 (1930) p. 51—57. Es gibt auch andere Wege
um den Hilfssatz III zu beweisen.
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(51) l}wa f(Dthi—th:.,)delde..dxm=O; 0<h<k.
"; .

Die Zugehorigkeit der Grenzfunktion f zur Klasse R, ist aber

mit Benutzung von (51) sehr leicht zu beweisen.

§ 7.

Fortsetzung von § 5; Erweiterung des Existenz-
gebietes. Nach Festsetzung der Zahl 0 >0 (vgl. § 5) zerlegen
wir das Volumenstiick V' durch die Ebenen x_—id in endlich
viele Streifen: V), V,,..., Vp. V(i=1,2,...,p) ist also der zwi-
schen den Ebenen x, = (i —1)!d und x = id gelegene Teil von V.
Ahnlich bezeichne B, den Durchschnitt von V' mit der Ebene
x,=1id und I, den Durchschnitt von .S, mit x = id. Wir wol-
len — unter Benutzung der Hilfssitze des § 6 — zeigen, daf
die in § 5 in V| gefundene Loésung u sich auf das ganze V er-
weitern ldfit, wobei die Randbedingungen erfiillt bleiben. Wir
verlieren aber dabei im Allgemeinen den analytischen Charakter
der Losung$?) — auch dann, wenn die Koeffizienten und die
Daten analytisch waren. Um den Nachweis fiir die Méglichkeit
dieser Erweiterung zu liefern, werden in jedem V, 2 <i<p)
entsprechende Lésungen u;, 2<i<p; s=1,2,...) konstruiert;
benachbarte Uy yer Ui bekommen auf B, iibereinstimmende Ab-
leitungen bis zu einer gewissen Ordnung und zugleich werden
auch u,, Kompatibilititsbedingungen entsprechend hoher Ordnung
gentigen %%), Dies wird jetzt niher ausgefiihrt.

Wir setzen

U (g, Xyyeens X1y 0) ==y (5 Xy y ooy Xy 1),
(52) du
ox

m
und bemerken, daB man diese Funktionen nicht ohne Weiteres

als Anfangswerte auf B, annehmen darf. Denn ¢, bzw. ¥, sind

(X, Xy evns X4 )=, (x;, X5y .0y X, _1) 84)

#7) Eigentlich ist auch in V| die Losung u nicht analytisch, Doch laBt
sich V] in Teilgebiete zerlegen, in welchen u analytisch wird. Fiir V; mit i 2
laft sich nicht einmal dieses behaupten. .

33) Es besteht ein gewisser Unterschied in der Konstruktion der Losun-
gen in V, und der Losungen in V; mit i > 3.

%) Dementsprechend setze man auf 81 o=y, =1 [vgl Formel (36)].



182 M. Krzyzadski — J. Schauder,

mitsamt ihren Ableitungen nur bis zu k bzw. (k—1)- er Ordnung
einschliefllich stetig, wihrend die Beweismethode des § 5 analy-
tische Daten erfordert. Dennoch besitzen ¢, und 1, zwei Eigen-
schaften, die uns im folgenden vom grofien Nutzen sein werden:
@) ¢,, ¥, haben Ableitungen beliebig hoher Ordnung in allen
Punkten, die nicht auf dem Durchschnitt @, von B, und G liegen
(vgl. das Ende des § 5); §) auf I erfiillen @,, 1, zusammen mit

den alten Randwerten ¥ Kompatibilititsbedingungen beliebig hoher

Ordnung.
Wir approximieren nun ¢, bzw. ¥, durch Polynome ¢, bzw.

Y, derart, dafl

(53a) die Ableitungen von ¢, bzw. ¥, bis zu k bzw. (k—1)-er
Ordnung einschliefilich gegen diejenigen von ¢, bzw. Y,
auf dem ganzen B, gleichmiBig konvergieren,

(53b) in der Umgebung von I, konvergieren die Ableitungen
von @, , Y, sogar die der Ordnungen <k+m (p—2)
gleichméflig gegen diejenigen von ¢,, v, 39).

Nun miissen auf I, auch die Kompatibilititsbedingungen
approximiert werden. Dies wird etwa in folgender Weise bewerk-
stelligt. Wir berechnen formell aus den Anfangswerten Pass Yo
(s=1,2,...) und der geniigend oft differenzierten Differential-
gleichung (5) die Ableitungen der ihnen entsprechenden Lésungen
u,, auf B, und fassen insbesondere ihre Werte auf I’ ins Auge.

Wegen (53b) konvergieren die Ableitungen
e T gleichmi 7%
e
(54) o auf I, gleichmiflig gegen ( ﬁx,’; )x _,
D<ALk+m(p—2)].

Wir approximieren also auf .S,— von der Ebene x =0 aufwirts —
die Randwerte ¥ durch Polynome x,, derart daf}

i)th ()hu2s . )
3) ( ox, )T1=( ox" )1“1’ sl—l:n; Dyu,=Dyx avf S,

fir 0 <ALk+m(p—2).

%) Die Mbglichkeit einer solchen Approximation folgt aus den eben
erwihnten Eigenschaften «), ). Wir erinnern: p ist die Anzahl der Streifen,
in_welche V zerlegt wird.
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Nun sind nach § 5 in V, Lésungen u, von (5) vorhanden, die
auf B, die Anfangswerte ¢, , ¥, und auf S, von x = d aufwirts
die Randwerte x, annehmen. Da jetzt auf I, fiir u,, Kompatibi-
litatsbedingungen bis zur Ordnung %k + m (p — 2) einschlieBlich
erfilllt sind [vgl. (54), (55)], so besitzt jedes u, in V, stetige
Ableitungen bis zur Ordnung k4 m(p—2) einschliefllich. Die
Situation hat sich also wesentlich gebessert. Seien

Uy (Xys Xy eons X 20) =g,

m—1'
—(:')-—(xlle""’xm—l’Q’j\):lp:'xs

die Anfangswerte auf B,. Sie besitzen dort stetige Ableitungen
bis zur Ordnung k+m(p—2) bzw. k+m(p—2)—1 ein-
schlieBlich.

Es konnen also bei festem s Polynome .
| Pagy (s Xy eos X i)y W gy Xpyenes X, y)
derart gebildet werden, da gleichmaflig auf B,
lim D, ¢y, = D, 95, rl_l__’g D,y ¥s,,= D)1 ¥s,

S [0<hLk+m(p—2)]%) .

u
. . 3sr s
ist. Wir berechnen wieder auf B, die Ableitungen p S fiir

m

0<h<Lk+m(p—2). Auf T, geniigen ¢y, ¥, zusammen mit
%. Kompatibilititsbedingungen der Ordnungen <k+m (p—2).
Somit lassen sich die Randwerte 7, auf S, von der Ebene x, =24
aufwarts durch Polynome y,, gleichmiBig approximieren:

ahX ahus r : S
sr — s ) , lim th = Dh X auf 2
{57) axh /T, oxt 1T, r=a "7

[0<h <L+ m(p—2)].

Die den Daten ¢, , ¥,,., %,, entsprechenden Ldésungen u,, , e:xi-
stieren also im ganzen V, und haben dort wegen (57) stetige

Ableitungen der Ordnung k+m(p—2). \X{egen (56), (57) und
(33) gilt fiir sie also die gemeinsame Abschitzung

%) In ¥, (i > 3) miissen wir also zu Funktionen mit wenigstens drei. In-

dices iibergehen,
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(58) / f(D}' ugsr)zdxl de .y a’xm\< KOnSt._
Vs

[0 <AL+ m(p—2)].
Aus (58) kann bekanntlich fiir eine gewisse Teilfolge u,  die
Existenz einer Grenzfunktion u,, die (5) in V, lost, unde die
gleichmiflige Konvergenz
rli;anh Uy, = Dyu, inV, [0<ALk+ m(p—3)]
gefolgert werden 7).

So fortfahrend bilden wir in V. (2<i<p) eine Losung
u;; von (5), die dort stetige Ableitungen der Ordnung % + m (p—1)
besitzt. Sie nimmt auf S, die Randwerte X, an und erfiillt fiir
x,= (i—1) d die Bedingung

D, u; y,,~=D,u, auf B, [0<hLk+m(p—1i)]

Fir festes s lassen sich also die u, (i >>2) zusammenheften;
man bekommt in V+ V3+-"+Vp eine Lésung u, von (5) mit
den Randwerten 7, auf .S, und den Anfangswerten Pyer Y, auf
B,. u ist in V,+V,+...+ V, k-mal stetig differenzierbar.
Zugleich hat man mit Riicksicht auf (53), (57) und (33) 38)

(59) f f (D, u,)'dx, dx,.. dx, < Konst. (0 <h<E).

V2+V3—!::..+Vp

Nach § 5 Hilfssatz Il folgt aus (59) die Existenz einer Grenz-
funktion u, die in V2+V3+...+Vp der Klasse R, angehdrt und
dort, falls k> m+2 39), offensichtlich der Gleichung (5) geniigt.
Zusammen mit der in § 5 gefundenen Lésung in V,, bildet sie
wegen (52), (53) die gesuchte Lisung unserer Randwertaufgabe
in V. Sie ist in V der Klasse R, und erfiillt auf I' Kompalibili-
titsbedingungen bis zu k-ter Ordnung einschlieflich.

1) Vgl z. B. loc. cit. 2), Hilfssatz 1.7

%) Den Formeln (57), (58) fiir ug ., entsprechen 3hnliche fiir die weite-
ren u;. (i >3).

$%) Dann sind nimlich die zweiten Ableitungen von u in V s‘tetig. Spéter
(§ 10) werden wir sogar k>>2m -2 annehmen. Offensichtlich kann man weni-~
ger einschrinkende Voraussetzungen machen; wir interessieren uns aber nicht

fiir solche Untersuchungen, weil ihnen vorléufig keine prinzipielle Bedeutung
zukommt. '
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§ 8.

Lineare Differentialgleichungen mit nichtana-
lytischen Koeffizienten und Daten. Sei VV der Pyrami-
denstumpf aus § 2. Die Koeffizienten von (5) und f sollen nun-
mehr nur der Klasse R, , angehéren mit k2> m+2329). Wir
betrachten weiter einen Pyramidenstumpf W CV, der mit V' die ge-
meinsame Basis .5, und Seitenflichen besitzt, ausgenommen die-
jenige Seitenfliche, welche durch die Schnittmannigfaltigkeit I" hin-
durchgeht ), Wir setzen voraus, daff in W die Koeffizienten und
f stetige Ableitungen von geniigend hoher Ordnung %’ besi-
tzen, etwa k'= k -+ m #1). Was die Anfangs- und Randwerte anbe-
trifft,nehmen wir diese vorsichtshalber etwa auch als &"= k + m-mal
differenzierbar an. Sie sollen Kompatibilititsbedingungen bis zu
k-ter Ordnung einschlieBlich erfiillen. ,

Unter diesen Bedingungen, gibl es eine Lisung u won (5)
der hier betrachteten gemischten Randwerlaufgabe, die in V in die
Klasse R, fdllt. In W gehért sie sogar der Klasse R, an, be-
silzt also dort stetige Ableilungen k-ter Ordnung*?). u erfillt die
Kompatibilitiishedingungen bis zu k-ter Ordnung einschlieflich.
Endlich bestehen fiir u wieder die Abschétzungen (33), (35), falls
(32) 48) erfiillt ist.

Zum Beweise geniigt es nach den Hilfssétzen I, I des § 6
die Koeffizienten a,,, b;, ¢ und f durch Polynome derart zu appro-
ximieren, daf} diese mitsamt ihren Ableitungen bis zu (k—1)- er
Ordnung einschlieBlich gegen die entsprechenden Funktionen und
ihre Ableitungen a) in IV im Mittel, und b) in W sogar gleich-
maBig bis zu Ableitungen entsprechender Ordnung konvergieren.
Gleichzeitig werden Anfangswerte und Randwerte approximiert

49) Alle Randflichen von W sollen raumartig sein.

41) Wiren die Koeffizienten auch in W nur der Klasse R, so kénnten
wir nicht die Existenz der k-ten Ableitungen D, u fiir x,,= 0 nachweisen. Die
Kompatibilititsbedingungen k-ter Ordnung wiirden dann ihren Sinn verlieren.
Darum fordern wir von den Koeffizienten und Daten in W eine héhere
Regularitat.

4) In V— W brauchen gewisse Ableitungen Dju ‘nicht zu existieren.
Fiir einen Punkt P von I' verstehen wir also unter (D,u)p den Grenzwert

lir_n’P (D, ")Pu’ falls P_ im Innern von W oder auf §;—T liegen.
n

n

13) Mit p =k — m.
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unter Beibehaltung der Kompatibilititshbedingungen bis zu %-ter
Ordnung #). Die Approximationsgleichungen

m

. aZHS m . aus
2a m+}"=\:1'bj7“‘5j~+cu=fs

Gt 0x; 0x;
kénnen nun nach § 7 gelést werden. Es ist nach §§ 2,3
f ) f (D, w'Ydx, dx, .. dx, < Konst. (0<Ch< &)%),
v

woraus nach § 6 Hilfssatz IIl die gleichmaBige Konvergenz einer
entsyrech.enden Teilfolge u™ gegen eine Funktion u aus R, folgt 40).
u lost die Randwertaufgabe fiir (5). DaBl u in W sogar zu der

h"heren Klasse R Ch" g i
Ort fOl t b i -
(o] ' ). A g ) erelts aus den fl‘uhel en E]

§ 9.

Qu.asilineare Differentialgleichungen. Einfiih-
rufnfg]elner Funktionaloperation. Wir beschrinken uns
auf folgendes Hauptproblem: eine Lésung u der quasilinearen

Differentialgleichung
64) frm 0x, 0x,/ 0x,0x,
=f(x y Xgyeeny X, U u u.
10 Xg » Xy Uy axl 300y axm)

zu finden, welche auf x,== 0 die gegebenen Anfangswerte und

auf x,=0 die b i
| gegebenen Randwerte annimmt. Alle anderen hj
behandelten Randwertaufgaben lassen sich auf diesen FZT] :::

e 18 .
riickfiihren 48), Sei v(x;, Xy,..., x,) eine geniigend oft differen-

*) Dies wird wie in § 7 durchzefith -
W o e chge u.rt. .
(59) gewonnenﬁ; d3+ .+ I/"P wurden diese Abschitzungen bereits in Formel
ant Spomne Ab:c;"l? man die liemerkung Il aus § 3 benutzt, tiberzeugt man
) atzungen auch in V] gelten, d die u® besi
das Ende des § 5) stetts Ao 18 » denn die v’ besitzen dort (vgl.
leit - i i i
fmgen (e o Ordng"mg. eitungen k-ter und abteilungsweise stetige Ablei-
) Durch einen Grenziiber ati
gang bestdtigt man, daB fir u die A a-
tzungen (33), (35) unter Voraussetzung von (32) weit::r bestehe: l:e hl])S'Cha
u nur zur Klasse R, gehort. oo et
) Vgl loc. cit. 2), Kap. II.
%) Vgl. § 3, Anfang.
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zierbare, vorldufig aber nicht niher bestimmte Funktion. Betrach-
ten wir die lineare Hilfsgleichung

m ov v ()Z‘ZU.
2a, (x,x,... X,y Uy S ,““)—_‘—
(65) St U2 ’ T oxy ] 0x,) ox, 0x,
=f(xl,x2,.--,x ,'U’ _ag_)--"a_v;
m 0x, ox,

durch (65) ist eine Funktionaloperation 4°)
(66) w =T (v)
definiert. Unser Problem reduziert sich also darauf, die Existenz

eines Fixpunkies wvon (66) in einer passend gewdhlien Funktionen-
klasse nachzuweisen, d. i. eines Punktes u, fiir welchen

u=1T (u).

§ 10.

Der Existenzbeweis im quasilinearen Fall. Sei VV
das Volumenstiick aus § 2. Wir setzen voraus, dafi die Cau-
chy’schen Anfangswerte

u(xl, Xyyeens xm_p‘o):.q)(xp Xyyerry X,'n__1)

(67 a) Qi(xl,xw.__, x \0):::'()0()(1, Xyyonos X, _g)

0x m—1!

m

auf x, = 0 und die Randwerte
(67b) u(O,xz,...,xm)::x(xz,,..,xm)

auf x==0, sowie die Koeffizienten g, und f geniigend oft diffe-
renzierbar sind. Uberdies sollen die Kompatibilititsbedingungen
bis zu k-ter Ordnung einschlieBlich erfiillt sein. Diese definiert
man ihnlich wie im linearen Fall.

Sei W ein Teilpyramidenstumpf: WCV, dessen Lage inbe-
zug auf 1 bereits in § 8 besprochen wurde. Alle Randflichen
von W mdgen raumartig angenommen werden. Nach dem Ergebnis
von ScHauper®) gibt es in W eine Ldsung u von (64) mit
den Anfangswerten @, ¥ auf x,= 0. Wegen der vorausgesetzten
geniigend hohen Differenzierbarkeit der Koeffizienten und Daten

19) Unter w verstehen wir eine L&sung von (65) mit den Daten (36).

50) Vgl. loe. cit. 2), Kap. IIL
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besitzt diese Lésung in W Ableitungen bis zur (k+ m)- ten (wir
setzen k2> 2m+2 voraus) Ordnung einschlieflich. Wir gehen
von dieset Losung u in W aus und werden diese auf das ganze
V derart erweitern, dafl nunmehr auch (67 b) erfiillt ist. Zur Kon-
kurrenz lassen wir nun folgende Funktionen v zu:

1) v ist in V definiert und stimmt in W mit der dort be-
reits vorhandenen L&sung u iiberein,

2) v nimmt auf x,=0 die Randwerte y an,

3) v gehért in V der Klasse R, an, mit £>2m+2 und

es ist

(68) : f f(D,1 'v)zdxl dx,..dx, < u; - 0KALE.
v

Die von den Funktionen v gebildete Klasse bezeichnen wir mit
(K). Sie ist offensichtlich nicht leer. Lést man die Hilfsgleichung
(65) fiir eine Funktion v aus (K), so gehért die Lésung w
wieder zu (K). In der Tat, man sicht gleich, daf} sie in W mit
u iibereinstimmt wegen der Eindeutigkeit des Cauchy’schen Pro-
blems in W. Wir zeigen jetzt, daB w wieder in V zur Klasse
R, gehort. Zu diesem Zwecke schitzen wir — nach Einsetzung
von v in (65) — die Koeffizienten und ihre Ableitungen ab. Die
totalen Ableitungen o, @,y 4, f h-ter Ordnung haben die Form

(69) 4y, =2 0,.D,a,, 4f=30.Df.

In (69) bezeichnet @, ein Produkt verschiedener Ableitungen
D,v, wobei in jedem @, hochstens eine Ableitung der Ordnung
> k—m %) vorkommen kann. Daraus folgt [vgl. (33), (68)]

f f(dh' al.k)?'dx1 dx, .. dx < v(u),

(70) S
_[_f(d”f) dxy dxy .. dx < v (u).
v

Indem wir jetzt die Abschitzungen (35) benutzen %%), schlieBen
wir aus (70) '
f f (D, w)dz, dx, .. dx, < hv, ();
-

) Vgl loe. cit. 2), p. 243.

) Die schwicheren Abschitzungen (33) wiirden nicht ausreichen [vgl.
Fufnote )],
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h ist die Hohe von V. Fiir geniigend kleines & bekommen wir

also wieder
f f(Dh 'w)zdxl dx,..dx, < u.
.

Die Funktionenklasse (K) bildet eine konyexe Meng,e bei ent-
sprechender Normierung. Genau so wie b.elm Cauchy’schen Pro-
blem verfahrend, erhalten wir fiir ein gewisses u

u=T(), w. z. b. w.

(Recu par la Rédaction le 10. 7. 1936).





