5 J. Schauder.

(19) fxf< Max [ xa|. 2 | en | < M5

n=1
M bedeutet hier die in Anmerkung ?) definierte ,Schrinkungs-
konstante® (Radius der Kugel X). Also ist

xe K,
d. k. ((16), (17)
@21) yzicn.F(xn)=F(2c,,.x,,)=F(x). )
r=1 n==1

Aus dem Beweisgange des Satzes 1 folgt der folgende all-
gemeinere

Satz 2 (Gebieisinvarianz). Wenn die lineare, stefige Funktio-
raloperation y=F{x) eine eindeutige (aber nichi notwendig ein-
eindentige) Abbildung des linearen, normierten und wollstindigen
x-Raumes auf einen ebensolchen y-Raum liefert und wenn dabei
die beiden Rdume erschépft werden, so geht jedes x-Gebiet in ein
y-Gebiet iber.

Beweis. Der Beweis ist in der Beweisfithrung des Satzes 1
enthalten, wenn man noch die Bemerkung S. 2, Zeile 23—26 be-
ritcksichtigt.

") Die Anregung, einen solchen Hilfssatz zu beniitzen, verdanke ich
Herrs Banach.

{Recu par la Rédaction le 15. 6. 1929),

Uber die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene
kompakte Menge enthilt

von

S. MAZUR (Lwéw).

Den Gegenstand dieser Note bildet der folgende

Satz. Es sei Z eine kompakie Menge in einem linearen,
normierten und wollsidndigen Raume"); dann ist die kleinste 7
enthaltende konvexe Menge W ebenfalls kompakt.

Beweis. Ist Z eine endliche Menge, so ist der Satz trivial;
wir kénnen also voraussetzen, daf Z unendlich ist. Da die Menge
Z kompakt ist, so gibt es eine abzihlbare Teilmenge A von Z,
die in Z iiberall dicht ist; es sei {x,} die Folge aller Elemente
aus A. Wir betrachten nun die Menge 1/ aller Elemente x der Form

163 ~ x=janxn .

n=]

wo {a,| eine nichtnegative Zahlenfolge ist und die Reihe 2 a,
n==1
gegen die Summe 1 konvergiert.

Die Menge V ist kompakt. Es sei namlich # eine gegebene
positive Zahl. Da A als Teilmenge von Z kompakt ist, so enthalt
die Folge {x,.} eine endliche Teilfolge xa, Xm,... xa, von der
Eigenschaft, daf} fiir jedes x, die Ungleichung

| <=

| Xn — X | 5

bei einem entsprechenden k (k=1, 2,...p) stattfindet?). Infolge-
) D. h. in einem Raume, fiir welchen die Axiome des Herrn Bax‘xach

erfiillt sind. S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et

lenr application amx équations intégrales, Fund. Math. III (1922) pp. 134—136.
%) F. Hausdorff, Mengenlehre, Il Auflage (1927) p. 108,



8 S. Mazur.

dessen kann man offenbar die Folge {x.} in p (endliche oder
unendliche) Teilfolgen xu, ;5 Xngos--- (k=1,2,...p) so zerlegen,

daB stets
&

2) !‘ Xny “xﬁk}i < 5
ist. Wir konstruieren jetzt die Menge .S aller Elemente y der
Form
d
(3) yzZ’bkx,,k,

k=1

P

wobei bz (k=1,2,...p) nichtnegative Zahlen sind und 3 bp=1
E=t

ist. S ist natlirlich kompakt. Daher gibt es in dieser Menge

endlich viele Elemente z,, ys,...y,, so beschaffen, dafl jedes

Element y der Menge 5 von einem gewissen y, (k=1, 2,... ¢)

um weniger als —;« entfernt ist. Wir werden jetzt zeigen, dafl fiir

ein jedes Element x von V die Ungleichung
{4) 1~x‘yk§§<€
fiir ein passendes k (k=1,2,...q) erfiillt' ist. In der Tat, es sei
x ein Element der Form (1). Wir setzen ,
by=an,; +an,,+... k=1,2,...p)
und definieren das Element y vermittels der Gleichung (3). y ist
ein Element von §; es gibt also ein & (k=1, 2,...¢9), so daB
) ly—gi<5
ist. Andererseits folgern wir aus der Gleichheit
X =Y =gy, 1(x”;, 1 x"1) + sy, sz(x"l, s Xn) Tt
T Bug, (g, Xg) & Gng, (g, . — Xm) -
"é"anp, I(Inp, ' xnp) + anp’ g(xnp, P X,,p) +...
und aus den Ungleichungen (2), da8
® PP
ist. Weil aber |x—y 1<lx—ygl+!y—g,], soist unter Bezug-
fmhme auf (5) und (6) die Relation (4) bewiesen. Die Menge V
ist also tatsichlich kompakt; auBerdem ist sie ersichtlich konvex,
Es folgt daraus unmittelbar, daB die Menge V7 ebenfalls diese

Konvexe Menge, 9

zwei Eigenschaften besitzt. Nun ist aber ZC 4, 4 2V und daher
auch ZCV. Da W die kleinste Z enthaltende konvexe Menge ist,

muf notwendig W CV sein. Als Teilmenge einer kompakten Menge
ist W kompakt w. z. b. w.3).

Bemerknng. Bekanntlich lift sich zeigen, daf in euklidi-
schen Rédumen die kleinste konvexe und abgeschlossene Menge,
die eine gegebene kompakte enthilt, mit dem Durchschnitt aller
diese Menge enthaltenden Kugeln identisch ist4). Daf dies aber
in allgemeinen linearen, normierten und vollstindigen Raumen
nicht mehr gilt, lehrt das folgende Beispiel: Wir betrachten im
Raume aller gegen Null konvergenten Zahlenfolgen #), die Menge Z

o,
aller Elemente {?} » Wo 0, (n=1, 2,...) nichtnegative Zahlen

sind und die Reihe 3o, gegen eine Summe <1 konvergiert.

n=1

Es folgt ganz leicht, daB Z eine kompakte, abgeschlossene und
konvexe Menge ist. Sie stimmt aber mit dem Durchschnitt aller
sie enthaltenden Kugeln nicht tiberein, denn jede Kugel, deren
Teilmenge Z bildet, enthilt das Element {%} , welches offenbar
zu Z nicht gehdrt. Um sich von der Richtigkeit dieser Behauptung
zu iiberzeugen, bezeichnen wir mit r den Radius und mit |a.|
den Mittelpunkt einer beliebigen Kugel, die Z enthait. Wir setzen
Onn=1, Om.=0fiir m*n (myn=1, 2,...). Da die Elemente

{a’;‘l’ "} (m=1,2,. .) der Menge Z und um so .mehr der betrach-

=t g, < » und also
n

i

teten Kugel angehdren, so mufl stets i‘

spezielli@'—;l‘—"*—angér sein. Durch die letztangefiihrten Unglei-

chungen wurde aber schon alles bewiesen.

1) Wie Herr L. Sternbach bemerkt, ist V die kleinste abgeschlossene
konvexe Menge, die Z enthilt. . .

4 S. Straszewicz, Przyczynek do teorji mnogosel wypnklyeh, Prace
matematyczno-fizyezne XXVII (1916) p. 10. o

5" Als Norm einer gegen Null konvergenten Folge {a,} nehmen wir die
grifte der Zahlen {a,] (n=1,2,...) an.

(Recu par la Rédaction le 4. 10. 1929,





