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Les systémes de représentation absolue
dans. les espaces des fonctions holomorphes

par

CHAN-PORN (Hanoi)

Résumé. Le but de eet article est l'étude des systémes de représentation absolue, en particulier
des systémes de représentation absolue d’exponentielles dans les espaces des fonctions holomor-
phes sur les domaines convexes de C™. La stabilité des systémes de représentation absolue par
passage au produit et par passage i la fimite, ainsi que Pexistence des systémes de représentation
absolne d’exponentielles sont démontrées.

Imtroduction. A. F. Leont’ev (voir [10]) a montre en 1960 environ que pour
un domaine convexe plan borné G arbitraire, on peut trouver une suite {Ak} de
nombres complexes telle que toute fonction holomorphe f(z} dans G puisse étre
développée en série de Dirichlet

oW
@)= e
k=1
qui converge uniformément et absolument dans G.

La suite {1,} construite par Leont'ev dépend de G et les éléments 4, sont
des zéros d’une fonction entiére de type d’exponentielle comp!itement régulicre.

Plus tard, environ en 1970 Yu. F. Korobeinik, en appliquant la théorie des
espaces duals aux espaces vectoriels topologiques, a aussi donné une methode
générale pour construire une suite {4,} permettant de développer f [9]. Dans
cette méthode la suite {ik}, en général, n'est pas la suite des zéros d’une
fonction entiére de type d’exponentielle complétement réguliére, mais cette
suite convient pour chaque domaine aG avec a > 0.

Les recherches de Leont'ev et Korobeinik ont naturellement conduit aux
notions de systéme de représentation et systéme de représentation absolue {en
abrégé SRA). Ces notions ont été introduites et étudiées par Korobeinik dans
{7] et [8].

Une suite {#,} d'un espace localement convexe H est appelée un systéme de
représentation (respectivement un systéme de représentation absolue) si chaque
élément xeH peut tre représenté sous la forme d'une série

[=¢]

X= Yl -
k=1

convergente (respectlvement absolument convergente) dans H.

|
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Les propriétés des systémes de représentation, en particulier des systémes
de représentation absolue dans les espaces des fonctions holomorphes dans les
domaines convexes plans ont été étudides par plusieurs auteurs.

Dans les années plus récentes on s'est efforcé de considérer ces problémes
dans les espaces des fonctions holomorphes de plusieurs variables. Mais les
résultats obtenus se limitent aux seuls domaines produits.

Dans cet article, nous étudions les systémes de représentation absolue
dans une classe d’sspaces lecalement convexes, en particulier les systémes de
représentation absolue d’exponentielles dans les espaces des fonctions holo-
morphes sur les domaines convexes de plusieurs variables. Une partie de nos
résultats répondent & des problémes posés par Yu. F. Korobeinik.

Dans le § 1 nous montrons la stabilité des systémes de représentation
absolue par passage au produit tensoriel projectif d’une classe d’espaces
localement convexes. En appliquant ces résultats généraux, nous montrons que
si {1} et {v,} sont des systémes de représentation absolue dans les espaces H(K)
et H(L) respectivement, alors {ukv} est un systéme de représentation absolue
dans H(K x L).

La stabilite des systémes de représentation absolue par passage a la limite
sera &tudiée dans le § 2. En appliquant les résultats géneraux obtenus nous
montrons la stabilité des systémes {e**’} par passage a la limite avec la
condition |4 — o0, ou

{AF 2= /1121

2= (20, ooy Zy)y

iz, A=,
1A% = max(4), ..., [225).

PRYIAY .

Nous remarquons que ce probléme est posé et résolu dans un cas trés
particulier par Korobeinik [6].

Dans le § 3 nous étudions le prolongement des systémes de representatlon

absolue. Le théoréme 3.1 a été démontré indépendamment par L. H. Khoi [4].
En appliquant encore une .fois la stabilité des systémes de représentation
“absolue par passage 4 la limite projective des DFN-espaces, nous montrons
que si {€“*®} est un systéme de représentation absolue dans H(G) avec G un
domaine convexe borné, alors {e**®} est un systdme de représentation
absolue dans H(G).

Dans le § 4, nous trouvons une condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence dun syst®me de représentation absolue d’exponentielles dans
I'espace H{G), ol G est un ensemble ouveri {ou compact) dans C™ Nous
montrons que pour l'existence d’'un tel systéme il faut et il suffit que le spectre
SH(G) de algébre H(G) soit convexe dans C™

Cet article est une partie de la thése de doctorat de I'auteur écrite & Hanoi
suivant une suggestion du Dr. N. V. Khue. Je tiens 4 exprimer ma profonde
gratitude 4 N. V. Khue pour l'aide quil m’a apportée.
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§ 1. La stabilité des SRA par passage au produit tenseriel. Nous montrons
la stabilité des SRA par passage au produit tensoriel des DFN-espaces,

Rappelons quun FN-espace est un espace de Fréchet nucléaire, et un
DFN-espace est un espace dual de Fréchet nucléaire.

Ainsi chaque FN-espace E peut &ire écrit sous la forme

E =limproj B,

ou les B, sont des espaces de Banach et les applications canoniques de
B, dans B, sont nucléaires. Cela entraine que chaque DFN-espace F peut
étre ecrit sous la forme

F = limind B,,
. 13
ot les B, sont des espaces de Banach et les applications canoniques de B, dans
B, sont injectives et nucléaires,
Dans le cas ou les applications canoniques de B, ., dans B, (resp. de B,
dans B,.) sont compactes, E (resp. F) est appelé un FS-espace (resp. un
DFS-espace).

THEOREME 1.1. Soient {u} et {v;} des SRA dans des DFN-espaces E et
F respectivement. Alors {u,®v,} est un SRA dans E®,F.

Avant de démontrer ce théoréme, nous rappelons ci-dessous guelques
notions et lemmes qui nous seront utiles.

Soit E = limind B,, o1 les B, sont des espaces de Banach. Un systéme {1}
dans E est dit un systéme de représentation absolument fort {en abrégé SRAF) si
pour tout xekE, il existe un nombre n, tel que xc B, et

[ ol

X = Z Cply avec 2 |Ck|”uk”rm < 0.
k=1 k=1

LEMME 1.1. Dans un DFN-espace, tout SRA est un SRAF.

Démonstration. Soient E = limind E, un DFN-espace et {1} un SRA
dans E. Alors pour tout xeF, on a

. w
x= Y ¢
k=1
avec

i |cklpU(uk)< 0, VUe#(E),

k=1

ou % (E) est I'ensemble de tous les voisinages de zéro absolument convexes de
E et py la seminorme induite par U.
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Désignons par #{(N) I'ensemble des bijections de N sur N. Considérons
I’ensemble

A= {Sn(ff) = Z CotiyUogy: TEB(N), RGN}-
‘ k=1
Puisque
Po(S,(0) < ¥ lealpu(t) < 00, VUeW(E), ce#(N), neN,
k=1

on \{oit que A est borné. Donc il existe un n, tel que 4 E,, et A est
relativement compact dans E, . Nous montrons que la série YL ¢y, cOnverge
commutativement dans E, . ‘

Soit o € #(N) et supposons que S, [(o)—=x, 8, ,(0)~x" dans E, . Puisque
Tapplication canonique de E, dans E est injective, x = x = x". Ainsiuz,‘f: 1 Cylhy
converge commutativement vers x dans E,, Puisque l'application canonigue
de E, dans E, ,, est nucléaire, on a

o0

Z |CJ:| “uk”no+1 < GO,
k=1

Donc {u} est un SRAF dans E.

Le lernme est démontré.

Soient E = limind B, un DFN-espace ot {w,} une suite dans E. Pour
chaque n posons

243

Ay = {{Ck} = 2 leal |2, < 00}-

k=1

Soit fy: @, Ay —E Tapplication canonique définie par

Ou({eh) = kil Cy Y-

Le lemme svivant est une conséquence immediate du lemme 1.1,

LEMME 1.2. Soient E un DFN-espace et {u,} une suite dans E. Pour que

{uy) soit un SRA dans E, il faut et il suffit que lapplication canonique 8, soit
Surjective,

Lemme 1.3. Soient E, et Fy des espaces de Fréchet, k,1=1,2,... Alors

@ (Eu ®71Fm) = (@ Eu)®1r( Fm)'
nm= 1 n=1 m=1

Démonstration. Considérons I'application canonique

P (% (En.®15Fm)_b(é.-3 En)®1:( é FM)*

nm=1 =1 m=1

Il est évident que y est continue.
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Montrons que y est un isomorphisme. Soit f [application bilinéaire
canonique
o0 og a0
f: ®Ex @ F,—» @ (E,R,F,).
h=1 m=1 nm=1
Alors f§ est continue. En effet, la continuité de B se déduit des relations
suivantes: '

@ ExF)=(DE)(DF), b= @ Bum
nm=1 n=1 m=1 B

ou B, , est Papplication canonique de E, x F,, dans E,®,F,, ¥n, m. Par suite,
Papplication

b (® E)&® F)» @ (E,@,F.)
n=1 m=1 nm=1

induite par f est continue. 11 est facile de vérifier que yf = id et fy = id. Donc
¥ est un isomorphisme. :

L& lemme est démontré.

LeMMme 1.4. Seient E =limind E, et F =limind F; des DFN-espaces.
Alors E@),tF est un DFN-espace et

E®, F ~limind (E, &®,F).
kd

Démonstration. D’abord nous remarquons que le produit temsoriel
d’applications nncléaires est une application nucléaire. Il en résulte que
limind,; (E,&®,F) est un DFN-espace. Il reste & montrer que E®,F
= limind, , (E,®,F).

Comme dans [1], pour deux espaces localement convexes P et @ nous
désignons par HOM,(P,,Q) T'espace des applications linéaires comtinues de
P, dans O, muni de la topologie de convergence uniforme sur les équicontinus
de P, ou P, est I'espace dual de P, muni de la topologie de convergence
uniforme sur les compacts de P.

Puisque E’ est un espace de Fréchet et F un DFN-espace on a [2]

WEK, N =WK, JUnF)=]) WK, UnF)
=1 =1 .
pour tout Ue®(F) et tout ensemble borné K de E, ou
WK, U) = {feHOM(E., F): f(K) = U}. Donc
E®.F=EQF ([14]) = HOM,(E, F) {[1])
=~ limind HOM,(E', F)) = limind HOM,(F;., E)
! I

= lim ind limind HOM, (F;,, E,) = limind (E,® F)
i I3 Lk

= limind (E, ® . F).
L.k
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Le lemme est démontré.

LEMME 1.5. Soient E = % B,, oi les B, sont des espaces de Banach, et
F =limind,D, un DFN-espace. Soit R: E—F une application linéaire continue
presque-ouverte telle que ImR est séquentiellement dense dans F. Alors
F ~ImR et R est ouverte.

Démonstration. (i) D’abord nous montrons que F' = Im R’. Considé-
rons application R": E; = F, ou E; désigne 'espace E” muni de la topologie
de Mackey. Puisque tout ensemble borné dans F' est relativement compact, R”
est continve. D'aprés Phypothése R est presque-ouverte, d’otl R est aussi
presque-cuverte. Ainsi d’aprés le théoréme de I'application ouverte pour les
espaces totalement complets et les espaces tonnelés [2], R": EY — F est ouverte.

Pour montrer que F' = Im R/, il suffit de montrer que Im R’ est fermé dans
E’. Soit R'g, — g dans E'. Considérons I'ensemble compact K = {R'g,, g} dans
E'. Alors le polaire de K, ITK = {fe E": Kf, h}| < 1, VheK}, est un voisina-
ge de zéro dans E;. Donc R"(IIK) est un voisinage de zéro dans F. Puisque

13 KR'F, 3] = [KRY, gyl = KR, )]

VfellK, il en résulte que g est bornée sur R”(ITK). Donc geImR'.
()(@) Seit' K un ensemble borné dans F. Puisque F' = ImR, nous
trouvons un ensemble borné, a{E”, E')-fermé et absolument convexe K dans E”

tel que ITK o ITK nTm R'. D'aprés la o(E”, E'}-compacité de K et la continuité -

de R"” pour les topologies _o(E", E} et ofF, F), R*(K} est fermé dans F.
Supposons que xe K\ R”(K).-Prenons ge F' telle que

g} |R’_‘(K) <1, gx>1.

Alors Rge TK nImR\K. Clest impossible.
(b} Posons E, = P%-1B;, R, = R|g . Considérons l'espace G = limind
LE,/Ker R, and lapphcatlon ﬁl G »-»>F induite par R. Soit T= R~ InR—G.
Soit K un ensemble borné dans Im R. D*aprés (a) nous trouvons un ensemble
borné K dans E” tel que R"(K) 2 K. Soit nyeN tel que K est contenu et borné
dans E,. Puisque T(K) < KnE,,+KerR,, T(K) est borné dans G
(c) Supposons que {g,} = ImR g = 0. Prenons nyeN tel que {g,} = D,,
et g,—0 dans D,. Soit AToo tel que A4g,~0 dans D Alors

Hp*

{TU.g) = 4 T(g,)} est borné dans G et T(g,}— 0. Donc T est séquentiellement
continue.

(d) Soit {g,} une svite de Cauchy dans G. Alors il existe n, tel que {R(g,)}
soit une suite de Cauchy dans D, . Prenons 4, ;foo tel que 4 Rigy—g)—0
dans D,. Donc {Agx—g,) = TR(Axs{g,~ —g)))} est contenu et bome dans

E,/KerR, pour un  certain m=>n, Ceci implique que —g;
= Ak {gx—9)4e;— 0 dans E,/Ker R,. Donc g, — ¢ dans E,/Ker R,, et G est
-complet et séquentiellement complet.
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(e) Puisque ImR est séquentiellement dense dans F, d’aprés (c) et (d)
}’apphcatlon T peut étre prolongée en une application linéaire s¢quentiellement
continue T: F—G. Puisque F est un espace bornologique T est continue.
Donc R est cuverte.

Le lemme est démontré.

LemME 1.6. Soient E, F et G trois espaces localement convexes. Siy est une
application linéaire continue ouverte de E sur F, alors I'application id®,n de
G® E dans G®,F est presque-ouverte.

D'autre part, si E, F et G sont des espaces de Fréchet, alors id@,:r[ est
surjective.

Démonstration. Puisque pour tout Ue#(G) et Ve#(E), on a

{zeGRE: myniz) <1} = Conv(U®@ V),
ol

T, (2) = inf{ Z pux)py(y) z= 21 xi®yi}:
f=1 =

et que (id&® m(Conv(U ® V) est dense dans (id&®, n){Conv(U®V)) on a

(d& 7)(Conv(U ® ¥)) = (ld&® 4)(Conv(U ® V)) = Conv(U ® V).

Ainsi, Papplication id&®,n est presque-ouverte. )

Douc si E, F et G sont des espaces de Fréchet, Papplication id@,n est
surjective [27.

Le lemme est démontre.

Démonstration du théoréme 1.1. Soient E et F des DFN-¢spaces et
{u,} et {v} des SRA dans E et F respectivement. Pour chaque couple (n, m),
considérons AZ et 4L, les espaces définis par

AE= (e} = C: Y ladluly < o).

Af={{d} = C: ¥ Wi, < o},

D’aprés le lemme 1,2 et le théoréme de I'application ouverte de Grothendieck
[2] Ies applications 8, de B, AF dans E et 0, de limind, A5, dans F sont
ouvertes. Considérons le. diagramme commutatif suivant:

B (A8 an) 8 (B 45) 82 (D A7)
@ 8,88y

im ind{E8xf ———> [iimind E,@zllmind £)
nm n m
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ol f et y sont des isomorphismes (en utilisant les lemmes 1.2 et 1.4) et
Papplication 6,® .0, est presque-ouverte (d’aprés le lemme 1.6). I1 en résulte
que ¢ est presque-ouverte. Evidemment Imo est séquentiellement dense dans
limind, ,(E,®.F,). Par le lemme 1.5, « est ouverte. Par conséquent {i, @}
~est un SRA dans limind,.,,,.(E,,é)nFm) =~ EQF (d'aprés le lemme 1.4).

Le théoréme est démontré.

Remarques. 1) Il est facile de voir que le produit tensoriel de bases
absolues dans des espaces de Fréchet est aussi une base absolue dans le produit
- tensoriel projectif de ces espaces. Donc d’aprés le lemme 1.6, le théoréme 1.1 est
aussi vrai dans Ie cas od E et F sont des espaces de Fréchet, Ce résultat a été
démontré par L. H. Khoi [4].
) 2} Le théoréme 1.1 est aussi vrai si £ est un espace de Fréchet et F un
DFN-espace.

Maintenant nous appliquons le théoréme 4 Pétude des systémes de
représentation absofue dans les espaces des fonctions holomorphes sur le
produit des ensembles compacts et des ensembles ouveris dans les espaces
euclidiens complexes.

Soit G un ensemble ouvert dans C™ Désignons par H(G) I'espace des
fonctions holomorphes sur G, muni de la topologie de convergence uniforme
sur les compacts dans G.

Pour chaque ensemble compact K < C™, demgnons par H(K) Pespace des
germes de fonctions holomorphes sur des voisinages de K, muni de la topologie
inductive, c’est-a-dire '

H(K) = limind {H(U): U > K} = limind {4(0): U > K},

ot A(U) est Yespace de Banach des fonctions continues sur U et holomorphes
sar L7, '

Comme .on le sait, H{K) est un DFN-espace. Done e théoréme 1.1 peut
tre appliqué aux espaces H(K).

COROLLAIRE 1.1, Soient K et L deux ensembles compacts (respectivement
deux ensembles ouverts) dans C™ et C" respectivement, Si {u,} et {v;} sont deux
SRA dans H(K) et H(L) respectivement, alors {uyv,} est un SRA dans HK @ L).

§ 2. La stabilite des SRA par passage & la limite. Maintenant, nous
étudions la stabilite des SRA-par passage 4 la limite projective de FN- et
DFN-espaces.

Drabord, considérons le cas des FN-espaces

Soit H == limproj H,, ot les H, sont des FN-espaces. Alors H est aussi un
FN-espace. Soit {p}} une famllle croissante de sermncrmes définissant la
topologic de H,. Choisissons une seminorme continue p? sur H, telle que
p? = pl. Ensuite choisissons une seminorme p3 sur H, telle que
p3 = max(p?, p}). Ainsi nous trouvons une famille croissante de seminormes
{p?} définissant la topologie de H, telle que pf > p!, Vj < L En continuant ce

icm
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procédé, on peut trouver une famille de seminormes {p]};,=, définissant la
topologie de H telle que pI"=pj, Vm =z n, Vl>j.
Soit {u,} une suite dans H satisfaisant 4 la condition suivante:

lim PPl () =0, Vin>1

k—+oo

2.1)
11 est facile de vérifier que:
(1) hm pj(u)/pu) =0, Ymn et 1>].
-
(i) La relation (2.1) ne dépend pas du choix de {p}} définie comme plus

haut.

TutorEME 2.1. Soient H = limproj H,, ot les H, sont des FN-espaces, et
{p7} une famtlle de seminormes définie comme plus haut. Si {u,} est une suite dans
H satisfaisant & la condition (2.1) et si {u,} est un SRA dans H, pour tout n > 1,
alors {u,} est un SRA dans H.

Démonstration. Pour chagque couple {(n,j), posons

A} = {{g,} < C:ki::l led P < oo}

Nous remarquons que:

(i) Pour tout n, lapplication canonique de 4}, ; dans A4} est compacte et
d’image dense.

(ii) L’application canonique de A}i{ dans A} est d'image dense.

(it) L'application canonique de limproj;4}*' dans limproj,4] est
d’image dense.

Puisque H, est un FN-espace, il est de Montel et Papplication adjointe
(¢"y de @™ est un isomorphisme de H,, dans (lim proj,47)’ = limind(AJY, od ¢"
est Yapplication de lim proj;4} sur H, définie par

o"({o)) = X e
k=1
Soit
R} = {yeH, sup y(ul/P}) < oo}

Puisque {u,} est un SRA dans H,, on a
H,=~limind R} 6]

i
Soit ¢ Iapplication canonique de lim proj,, lim proj; 47 dans lim proj, H, induite
par {¢"}. Alors ¢ est d’image dense (d'aprés (iii)).
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. P(_)ur montrer que {u.} estun SRA dans H, il suffit de montrer que ¢ est
sugjective. Considérons ¢', application adjointe de o,
¢’': H'—(lim proj lim proj 4}’ 2 lim ind lim ind (47 .
n i n i
Il est évident que ¢ est injective. Puisque H est un FN-espace, on a
H' = limind H, = limind limind R}.
] i
. _Nous allons maintenant montrer que ¢'(H') est fermé dans limind
lim ind; ('AE‘)'.'II suffit de montrer que ¢'(H') (A% est fermé dans (A3 pou;
tous n, j. Soit {¢'(y,)} une suite dans (A% qui converge vers ze(A]). Nous

remarquons d’abord que y,e R}, p > 1. En effet, grice 4 la relation ¢’ ny
et la dualité I, I, on a £ Py, e(4))

% > sup (Ko {edl: 3 lealpi) < 1)

k=1

=512 (15 olleddl: T fedoflo) < 1)

oD

Y ledpiu) < 1)

k=1

= sup {’k‘él c,‘yp(uk)l:
=%mmmmw}

Done y,eRj pour tout p = 1.

De ceci et de la rela:tio-n H, = limind; R} 5 limind {4}, il résulte que {y,}
converge vers y dans limind; R} avec ¢'(y) =z. Donc ¢'(H') est fermé darpls
lim ind, limind, (47). On voit facilement que

lim ind lim ind (4})' = limind (A7)
n i 0,
A’msx, d’,aprés‘ (2.;), limind, limind,(4}) est un DFS-espace. Par conséquent
@ (H. ) Yest aussi, étant un sous-espace fermé d'un DFS-espace. Alors en
aI’)plltquant le théoréme de I'application ouverte pour I’application ¢’ de H' sur
¢'(H') [2], on a ¢ H' = ¢'(H). D’aprés le théoréme de Banach,

¢": [limind limind (43)]’ & [lim proj lim proj A7]"
[ J n J

= lim proj limproj 47—~ H" = H
n i
est surjective. Donc ¢ est surjective.
Le théoréme est démontré,

‘ COROLLAIRE 2.1 $oient G un domaine convexe dans C™ et {G,} une suite
croissante de sous-domaines convexes tendant vers G. Si {¢’**} est un SRA dans
H(G,) pour tout n et lim |4 = co, alors {e¢*} est un SRA dans HG).
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Démonstration. Choisissons une suite de nombres g; >0, g;11. Po-
sons G, = {zeG,: | <j}. Alors il est facile de voir que G, = | )1 ;Cn;
pour tout n. Par conséquent, la famille de seminormes {p}}, ou

Piu) = sup {u(2): zeq,G,;}, ueH(G,),

définit la topologie de H(G,). Il est clair que p[* > p}, Ym = n, | > j. Puisque
Piu) =expq,Hg, (A%
o u,(z) = 7, zeC™, et
Hg, (A) = sup{Reld, 2): 2&€ Gy}
est la fonction de support de G,;, on a

Pi()/pi+ 1 () = explg;—d;+ 1)HG,‘_,-(A") -0

quand k— oo. Donc le corollaire 2.1 est une conséquence immédiate du
théoréme 2.1.

Remarque. Dans le cas ot m = 1, G est un domaine borné convexe et
G, = q,G, g,11,le corollaire 2.1 a été démontré par Korobeinik [6]. Et dans le
cas général, ce corollaire répond 4 une quesiion posée par Korobeinik [6].

Nous considérons maintenant la stabilité des SRA par pasage 4 la limite
projective des DFN-espaces.

Soit H = lim proj H, un espace de Fréchet, ol les H, = limind; B} sont des
DFN-espaces pour tout n avec Bj des espaces de Banach, et ot les applications
canoniques de B} dans Bj,; sont nucléaires. Alors H est un FN-espace.

Soit {uw,} une suite dans H satisfaisant 4 la condition suivante:

(22) Hm flug i/l =0,

k=

YiI>j.

On a la théoréme suivant:

THEOREME 2.2. Soit H = limproj H, un FN-espace défini comme plus haut.
Si {u,} est une suite dans H satisfaisant & la condition (2.2) et si {u,} est un.SRA
dans H, pour tout n, alors {u,} est un SRA dans H.

Démonstration. Considérons l'application canonique

w,;: H~H, = limind B} .
i

Puisque H est un espace de Fréchet, il existe j, tel que w,(H) < B}, et
@,: H- B}, est continue [2]. Puisque B}, est un espace de Banach, il est facile
de voir qu'il existe une application linéaire continue &, de H, dans Bj, telle
‘que w, = d;w,,. Posons '

Bl i3l 1
BlzB}p B2-=B_h+i>'-~a
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Alors on a
o -« . ~1 ~ En
H, =limind B}, &,(H,) < Bi.
J
Posons [{|-li} = II-I}, Vj = L. Ensuite pour chaque j, nous remplagons la
norme initiale |-[|f* de BY* par une norme équivalente, en posant

[lBellif* = max (<], ll@x]]), xeB.

Comme plus haut, considérons Iapplication canonique w,, de H dans H,
Alors il existe une application linéaire continue &, de H,, dans BE . p, > pl,
telle que w,, = d,w,,. En posant

ﬁp‘=B;, §51*3p+1, et
Nxillf* = max (||x{ %, E||652x|||’i‘)s xeB,

on a

H,, = limind (B%, |I1-IF),  llxlIF* = s xlller, Yk,

i
En continuant ce procédeé, nous obtenons des normes [li-1l|f* dans Ef" telles que
H-Pe = J11- g, Vijetk>m,
B0 ~ - [, Vik=>1
H, =limind (B, |||-II}*), Vk=1
J
Pour chaque m, choisissons des constantes positives C,, et 4, telles que

Al < N-lizm < Coli- 15

(2.3)

Alors .
Wistll33/ M1 < (C 5/ A e 153/ NIy O

quand k- o0, VI >j. Donc la condition (2.2) est aussi vérifiée avec les normes

Posons

@©0
A ={{e} <€ ¥ led Nl < oo},
. . k=1
Rpt={yeHy: sup|pul/|llul3 < o}.
k
On a les propriétés suivantes:
(24) ILe plongement canonique de AZi+: dans A% est compact pour tout i,

Di+1
puisque lim, "l”k“i;:/“|‘“k|]|m“ =0

Pi+1
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(2.5) H,, = limproj R¥,
' i

puisque {u,} est un SRA ‘dans H, [6].
(2.6) ' H = lim proj H,,.

- Considérons I'application canonique ¢, 45— H,. Soit. ¢ 'application
de lim proj; 4% dans H induite par {¢,}. Pour montrer que {u,} est un SRA
dans H, il soffit de monirer que ¢ est surjective. .

D'abord nous montrons que ¢ est dimage dense. Soit
y = {y,} elim proj; H,. Fixons i. Puisque {u,} est un SRA dans H,,, ,, il existe
X = (€4} €A% 'pour un certain jo, tel que y,,,, = 2 4=1 Gl D'aprés (2.3),
on a

w w0
2 e lllwdile < 3 lelullifir < oo
k=1 k=1

Donc x,,,c45. T est évident que ¢,(x,.,,) =y, Ainsi limage de
Papplication ¢, est dense dans w, (H). Cette image est donc dense dans H,
car H contient la suite {u,} qui est dense par hypothése dans chaque H,.

Ensuite nous montrons que ¢'(H') est fermé dans limind, (A5Y. 11 suffit de
montrer que pour tout p, ¢ (H)n(AF) est fermé dans (45).

Considérons une suite {'(y,)} convergeant vers z dans (43))'. Comme dans
le théoréme 2.1, on a y, € RE:, pour tout n. Puisque RJ: est un sous-espace ferme
de (4%, {v,} converge dans Rj. Pour tout yeRm, d’aprés (2.3), on a

sup I<y, wMluglii5] = sup Iy, w/ulllf = D15 Mol

2z sup [y, w/llwlllf= 01, izl

1l en résulte que I'application canonique de REi dans R¥*! est continue, pour
tout j=1, ce qui entralne que la suite { ¥,} converge dans
limproj, Ry'** = Hy,,, (d’aprés (2.5)).

Donc {y,,} converge vers y dans H' et ¢'(y) = z. Il en résulte que (") est
fermé dans fimind, (42)’". Puisque la condition (2.2) est vérifi¢e avec les normes
MI-Ill, Limind, (A2) est un DFS-espace. Dodg, ¢'(H’) est aussi un DFS-espace.
Ainsi, d’apres le théoréme de Yapplication ouverte [2], on a ¢': H = ¢'(H).
Donc ¢ = ¢ est surjective.

Le théoréme est démontré.

COROLLAIRE 2.2. Soient G un domaine convexe dans C™ et {G,} une suite
croissante de sous-domaines convexes tendant vers G telle que G, € G, pour
tout n. Si {e¥} est un SRA dans H(G,) pour tout n et limy. , |4 = o0, alors
{e$#2) est aussi un SRA dans H(G).

Démonstration. Puisque G, € G, il existe @, > 1 tel que alGl € G,.
Ensuite choisissons 1 < a, < a, tel que 4,G, € G;. En continuant ce procédé,
nous obtenons ume suite {a;}, a,> 1, telle que
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ajGj@Gj+1@aj+lGj+1: VJ> 1.

Done il est facile de voir que a;|1 et grice 4 Phomogénéité de la fonction de
support d'un domaine convexe on a

By == inf{a,HGI(ﬂ."/M"l)majHGj(A"/M’ﬂ)} > 0.
!
Puisque a;]1, on a H{(G,) = limind H(a;G,) pour tout n. Par le théoréme 2.2 il

J
suffit de vérifier que {u, = ¥} satisfait 4 la condition (2.2).
-Puisque

”uk”:} = eXp ajHGj(Ak)s Vk;j:
on a
e lweli = exp [aHe (2)—a,Hg, (4]
= exp(— |4l Hg, (A1)~ ajHe, (GHNA]) = exp(—1448,) -0

quand k— o0 pour tout [ >j.
Le corollaire est démontré,

Remarque. Dans le cas ou m = 1, G est borné et G, = anG q,1T1, ce .

corollaire a été démontré par Korobelmk [6].

§ 3. Le prolongement des SRA d’exponentielles dans les espaces des
fonctions holomorphes. Soient H et H, des espaces localement convexes; en
plus, supposons qu'il existe une injection continue de H dans H,. Supposons
que {x,} est un SRA dans H. Si {x,} est aussi un SRA dans H,, on dit que le
systéme {x,} se prolonge dans H,.

Nous nous intéressons au cas o H = H(G+K), H, = H((), od G est un
domaine convexe (ou un ensemble compact) dans €™ et X un ensemble
compact dans C™. Grice & un résultat de Sigurdsson [15], il existe une fonction
entiére complétement réguliére T telle que la régularisation hy de Iindicatrice
de T soit.Hg, la fonction de support de K. Comme on le sait, une fonction
entiére ¢ sur C" est dite complétement réguliére si pour tout ze C™, la fonction
0,(1) = @ (12) est completcment réguliére par rapport 4 AeC.

A1ns1 Telimyproj,[1, Hy ), ou {U,} est un systéme fondamental des
voisinages convexes de K et [1, Hy, ) désigne P'espace des fonctions entiéres
¢ sur C™ pour lesquelles ordre de ¢ est inférieur 4 1 ou 'ordre de @ est égal
d 1et h¥(z) < Hy, (2), ¥zeC™ Puisque la transformation de Laplace donne un
isomorphisme entre H(U,) et [1, Hy ) pour tout n, pour tout domaine convexe
V= G on peut définir une apphcatlon linéaire continue I},, n de H(V4+-U,) dans
H(V) par la formule

[Tw.nel(z) = Cplz+&), T.
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Il est évident que Tjy,, commute avec les applications de restriction. Ainsi dans
le cas ol G est un domaine convexe, {Tig )} induit une application linéaire
continue T de H(G +K) dans H(G). Si G est un ensemble compact {T(y,,,)} nous
donne une application linéaire continue T de H(G+ K) dans H(G). Alors T et
T sont des applications linéaires surjectives [13], et

T(e<l-z>) = (&Mt TS = e(al-»z} (&SP T
= Tt = T(e*=), VieC™
On en déduit les théorémes suivants.

TratorEME 34. Seient G un domaine convexe dans C™ et K un ensemble
compact convexe dans C™. Si {e*®} est un SRA dans H(G+ K), alors {e¢**}
est aussi un SRA dans H(G).

THEOREME 3.2. Soient G et K deux ensembles convexes compacts dans C™.
Si {e*) est un SRA dans H(G+K), alors {e¢**>} est aussi un SRA dans
H(G).

Soit G un domaine convexe borné dans C™ Puisque G = gG+(1—g)G
pour tout 0 < g < 1, en appliquant le théoréme 3.2 et le corollaire 2.2 on a e
théoréme suivant.

THEOREME 3.3. Soit G un domaine convexe borné dans C™ et supposons que
{2} est un SRA dans H(G) avec lim|i¥ = co. Alors {e*®} est aussi un
SRA dans H(G).

Remarque. Dans le cas ol m=1 les théorémes 3.1—3.3 ont été
démontrés par Korobeinik [6].

§ 4. L’existence des SRA d’exponentielles. Soit 4 une algébre topologique.
Désignons par S(4) le spectre de 4, cest-d-dire Pespace des fonctionnelles
linéaires multiplicatives continues différentes de zéro sur A, muni de la
topologie faible.

D’abord nous considérons une condition nécessatre et suffisante pour
Iexistence des SRA d'exponentielles dans les espaces des fonctions holomor-
phes sur les ensembles ouverts de C™,

TufiorEME 4.1. Soit G un domaine dans C™.

(i) 8il existe un SRA d’exponentielles dans H(G), alors le spectre SH(G) de
lalgébre H(G) est contenu dans C™ et convexe.

(ii) Inversement, si SH(G) est contenu dans C™ et convexe, alors il existe une
suite {3%} < C™ telle que lim |4¥ - oo et {e¢*®} est un SRA dans H(aG) pour
tout a > 0. :
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Démonstration. (i) Supposons que {e***} est un SRA dans H(G).
Alors pour chaque fe H(G) on a.

«w
JO) = 3, et
) k=1
et la série converge absolument dans G,

Soit G, le domame de convergence absolue de Y24 ¢, e, Comme on
le sait, pour z%z'eC™ le domaine de convergence absolue M(z°, z) de
Yy et 24400 dans € est convexe: [10]. Puisque M(z°, zY)
= G, (z° +Cz%), G, est convexe. Donc G =Int ("} {G;: fe H(G)} est convexe.
D’aprés la convexité de G et puisque chaque fonction holomorphe sur G a un
prolongement holomorphe sur G, on voit que G est I'enveloppe d’holomorphie
de G. Donc SH(G) = G est contenu dans C™ et convexe.

(i) Puisque H(SH(G)) = H(G), sans restreindre la généralité¢ on peut
admettre que G est convexe et 0eG.

a) Cas G borné. Choisissens une suvite g, > 0, g,71. Posons G, =g4,G.
Alors G, € G pour tout n, G = 3=, G, et Hy = q,Hg Pour chaque a>0,
posons

T = {ye H(aGY: |iy|2 = sup|j(z) exp(—aq,Hg(z) < o0},

ol §(z) = {y, e**>. Comme on le sait, la transformation de Laplace y+~»J
donne un isomorphisme entre H{aG) et limind, 77 [13]. Pour chaque r > 0,
comme dans [9] posons

C,={zeC™ Hg(z)=r}.

Draprés la convexité de Hy; et Ie fait que 0e G, les domaines limités par C, sont
convexes et bornés. Soient . a =sup{Hz): |21 <1} et p=inf{Hg(z):
jz| = 1} > 0. Alors pour zeC, et z€C,,, on a

1 =Hg(Z)—Hglz) <
.On a donc dist(C,, C,,,)

#(e) = inf{n: Je-chaine & n é&léments de {[z| = 1}.

Hg(z'~z) < otz —2].

= 1/a. Pour tout &> 0 posons

Alors on a slnf(e)»0 quand &¢—0. Posons vfr)= &(1/r*. Choisissons
.5 A0, tels que {3 ..., 1¥,} soit une 1/r>-chaine pour {|z} = 1}. Posons
M = rIP/HAY) pour j=1,...,0(r).
Alors on a ‘
A9 — | = rAD/H (A7) — AP H o ()]
S @I — TN Ho(T)+ AP\ H () — H G(ﬁ")i]
3 - Syl +afr®] = ojr,
ol § = 2y’ ne-dcpend pas de r.
Ainsi pour chaque n, Pensemble {A{" ..., Al

(m} est une §/n-chaine pour C,.

icm
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Soit y e T2, Posons M, (y) = sup {{5(z)f: ze C,}. Pour chaque n, choisissons
t,eC, et APe{iP,..., A} tels que-

M,,(y)=|y(r,,)|, It,— A < 8/n.
Alors on a
agg .
961~ WUR < 196 —3G = | | ¥ de] < M, )m,
ol
o) — i 2 EHBE) () A,
Y= IIIEI; N avec e = e

(II-]] est la norme euclidienne dans C™).

Pour chaque teC, = {z EC’" Hg(z) < n}, d’aprés la formule intégrale de

-Cauchy, on a

ay - |#(v)| dv
T S. 275 m s. ZOCMR 3
’azj( )| < @n) ,'.[ilh—‘fﬂ---|Uj—1’,-|7'---ivm— ol +10)
ot y,={zeC™ |z,~14| = ... = |2, — T =42} = C,iy. Alors ~ [05(z)/De]

< 2moM, ., (y). Par conséquent, on a
M, (yyexp( (ANl exp (—ag,- 1)
= (y(e) =y (2N exp (—ag, - 1)
< Cmdo/m)M

—agp- 1M —

wi 1 (VXD (—ag,- (n+D}expag,_,
< 3M, . (exp(—ag,-(n+1)), Vn>N,

Cest-a-dire. .

M, (y)fexpag,—n <%

Cela entraine

wr1OVexp ag,_ (n+ 1)+ [p(A)|/exp ag, - 1n.

sup M, (y)/exp ag,- (n < sup M, ,(y)/exp ag, - (n+1)

n>N n>N
+ sup [y(AP)/exp agy- 1.
miz1
Donc
(4.1) sup M, (y)/exp aqp- i1 < 2 sup [WAP)\/exp ag,-1n.

n=N n;?l

D’autre part,

(4.2) M, (y)/exp aq,r < ByMy(y)expag,— 1N, Vr<N,
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ot By =expaN, et
(4.3)

ou

M, (y)expaqr < K M, (y)expag,-1(n+1), Va<r<ntl,

K, =supexpalg,-(n+1)—g,n] < oo.

Finalement, de {4.1)-(4.3) nous avons
[yl = max (OiugN M, (v)fexp ag,r, SEB M, (y)fexpag,r)

< max (ByMy(y)expag,. N, K, f‘:ﬁ M, (y)exp ag,n)

< 2ByK, sup [HA)/exp ag,- n
R ED

= 2B,K,, sup <y, €10, o
njz1

ce qui entraine H(aGY ;JIim ind, T = limind, R, ou
RS = {yeH@GY: sup [<y, eI/, o)

njz1

Ainsi daprés [6], {e“yﬂ”)} est un SRA dans H(aG) pour tout a > 0.

Le cas oi G est borné est démontré.

(ii) Cas général. Posons G, = {ze€ G: |z] < n}. Alors G, est convexe borné
pour tout n et H(aG)= limproj, H{aG,) pour tout a > 0. Pour chaque #,
choisissons #, tel que '

|zt = a,Hg (2), Vzel™
Nous pouvons supposer que o, 0. D’aprés le cas (i), pour tout , il existe une

suite {4}, = C™ telle que {e""g"m)’”} est un SRA dans H{aG) pour tout
a > 0. Puisque Card{{"?} < o pour tous [ n, on a

1AM 2 a,Hg, (AH™) = a b/, = [— o0

quand max(l, n, )—oco. Ainsi nous pouvons écrire {Af™},5, = {u¥} avec
|u¥| = co. Considérons la suite {e¢*"=*} « H(aG), ¥ a > 0. D'aprés la relation

I
et 'z>"aqu.‘/ﬂewk’z)”aqm 16w = EXP (g, ~qk+1)aﬂa,10u'°) -0

et le théoréme 2.1, {e%’} est un SRA dans H{(aG) pour tout a > 0.
Le théoréme est démontre.

quand k— o

Remarque. La démonstration de la suffisance dans le cas borné est
inspirée de la méthode de Korobeinik [9]. -

Ensuite, nous considérons une condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence des SRA d'exponentieiles dans les espaces des germes de fonctions
holomorphes sur des voisinages d'ensembles compacts.
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Soit K un ensemble compact dans C™ et {U,} une base de voisinages de K.
Alors SH(K) = limproj SH(U,). Pour chaque n, notons «;: SH(U)->C"
Papplication induite par U, C™ et a,: SH(K)-»C™ celle induite par {o,}.
Nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 4.2. Soit K un ensemble compact dans C™

(i) S’il existe un SRA {e***} dans H(K), alors «,, est un homéomorphisme
sur image et o, (SH(K)) est convexe. :

(1) Inversement, si &, est un homéomorphisme sur I'image et o, (SH(K)) est
convexe, alors il existe un SRA {e*=} dans H(aK) pour tout a >0, tel que
|A¥ = co. :

Démonstration. (i) Supposons l'existence d’un SRA {e¢**} dans H(K).
Alors chaque fe H(K) s'écrit sous la forme

o
f@= X e

=1
dans un voisinage de K.

Soit G, le domaine de convergence absolue de la série ci-dessus. Comme
daps le théoréme 4.1, G, est un voisinage convexe de K et fse prolonge a G,
Dabord nous montrons que «,(SH(K)) = [ {G,: fe HK)}.

Puisque pour chaque ze(){G,: fe H(K)} la formule 3,(f)=/(z) dé-
termine §,eSH(K) avec a,(8,)=z on a o (SH(K)2(){G,: feH(K)}
Drautre part, puisque SH(K) = lim proj SH(U,) pour tout fe H(K), quand n est
assez grand on a o, (SH(U)) = G,, ce qui entraine que o, (SHIK)) =
N{G,: feH(K)}. Donc a,(SH(K)) = ) {G,: fe H(K)}.

Adnsi a,,(SH(K)) est convexe et [}{G: fe H(K)} est compact, ce qui
entraine

o (SH(K)) = $(H(2(SH(K)))) = SH(X).

Donc «,, est un homéomorphisme sur I'image.

(i) Ynversement, soit o,: SH(K) = o, (SH(K)) avec o, (SH(K)) convexe.
Alors Papplication canonique «,: SH(K)—SH(U,) est un homéomorphisme
sur image pout tout n. Ainsi on peut voir que SH(K) = SH (U,) pour tout n.
Puisque o, |SH(K) = «,, est un homéomorphisme sur l'image et o, est un
homéomorphisme local, {o,|[SH(K))~! peut étre prolongée en une application
o sur un voisinage de «,(SH(K)) dans C™ telle que a,6 = id. Cela entraine que
H(K) = H{o,, SH(K)). -

Donc pour montrer (ii) on peut supposer que K est convexe.

Pour chaque n, posons

G, = {zeC": dist(z, K) < 1/n}.
Alors les G, sont convexes et akK = ﬂ,?":l aG, pour tout a > 0. Choisissons une
suite 2, >0 telle gue

2 2 a,Hg (2), VzeC™.
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Comme dans le théoréme 4.1, pour chaque », il existe une suite {AEmY s« Om

telle que Hg (A%") = la, et {e“f*!m)’”};;,, est un SRA dans H(aG,) pour tous
¢>0 et n>1 Comme dans le théoréme 4.1 nous pouvons écrire
AP = {p*} avec |9 -0 quand k-»w. Dautre part, évidemment
{2} est un SRA dans H(aK) pour tout a > 0.

Le théoréme est démontré,
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Ensembles suffisants pour quelques espaces de fonctions
par

CHAN-PORN (Hanoi)

Résumé, On étudie les ensembles suffisants dans certains espaces de fonctions. Les résultats
abtenus sont appliqués aux espaces des fonctions holomorphes sur les ouverts (ou compa(.:ts)
convexes de C'. On établit des relations entre ensembles suffisants et systémes de seprésentatio
absolue d'exponentielles. :

Les ensembles suffisants pour les espaces de fonctions entiéres jouent un
role important dans la recherche de développements des fonctions holomor-
phes en somme infinie de fonctions exponentielles. Ces ensembles ont été
étudiés par plusieurs auteurs, en particulier par A. V. Abanin [1] et par Yu. F.
Korobeinik [2]. Cet article a également pour but d'étudier les ensembles
suffisants pour quelques espaces de fonctions, et d’en tirer quelgues ap-
plications. _

Soit # un ensemble arbitraire et E un espace vectoriel de fonctions
complexes sur #. Pour chaque sous-ensemble S <& et chaque fonction
positive ¢ sur %, on pose

ES(p) = {9 E: gl := suplg(l/o(x) < oo}.
Hi

Supposons maintenant que {#,};%., est une suite croissante de
sous-ensembles de &, # = | 2, &,, et & = {f,};21 est une suite croissante de
fonctions positives sur & telle que

supf.(x) < co, inff,(x)>0
Hi ay
pour tout n, k= 1. Nous écrivons
I-1@s =055

pour tout #n = 1.
Posons

(E5(®), =5 (@)) = limind (ES(£,), [I-17),

ol p5(®) désigne la topologie limite induc_:tive:



