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Mnogomernye cepnye drobi
i ocenki line$inyh form

A. N. KOROBOV (Moskva)

Obobweni� nepreryvnyh drobe$i rassmatrivali �$iler, �kobi,
Perron, Minkovski$i, Vorono$i i r�d drugih matematikov. Pervy$i
algoritm obobwa�wi$i algoritm nepreryvnyh drobe$i na dvumer-
ny$i sluqa$i predlo�il �$iler. �kobi vidoizmenil algoritm �$ile-
ra, pridav vyqisleni�m bol~xe odnoobrazi�, i obnaru�il ego pe-
riodiqnost~ dl� nekotoryh kubiqeskih irracional~noste$i. �kobi
tak�e ubedils� na qastnyh primerah, qto algoritm pozvol�et na-
hodit~ horoxie sovmestnye racional~nye pribli�eni� s odnim
znamenatelem dl� dvuh de$istvitel~nyh qisel.

P. Bahman ustanovil neobhodimye i dostatoqnye uslovi� peri-
odiqnosti algoritma �kobi, sv�zannye s harakterom sovmestnyh
pribli�eni$i.

Vorono$i predlo�il svo$i variant algoritma �kobi i dokazal
ego periodiqnost~ dl� kubiqeskih irracional~noste$i.

V 1907 godu O. Perron [13] v svoe$i magistersko$i dissertacii
obobwil algoritm �kobi na mnogomerny$i sluqa$i i dokazal r�d
ego osnovnyh svo$istv: shodimost~, odnoznaqnost~, line$inu� neza-
visimost~ poluqa�wihs� qisel.

V poslednee vrem� po�vilos~ mnogo issledovani$i, posv�wen-
nyh algoritmu �kobi–Perrona i drugim obobweni�m nepreryvnyh
drobe$i. Tak v rabote L. Bernxte$ina [10] issledovalis~ voprosy,
sv�zannye s periodiqnost~� algoritma �kobi–Perrona. V disser-
tacii A. Brent~esa [11] daets� obzor bol~xinstva izvestnyh obob-
weni$i algoritmov nepreryvnyh drobe$i i issledu�ts� svo$istva
sovmestnyh pribli�eni$i, obespeqivaemyh algoritmami.

Odnako do nasto�wego vremeni po-vidimomu ne bylo izvestno
primerov razlo�eni$i v mnogomernu� cepnu� drob~ vektorov s
transcendentnymi komponentami i s pomow~� mnogomernyh cep-
nyh drobe$i ne poluqalis~ toqnye ocenki line$inyh form ot trans-
cendentnyh qisel.

[331]
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Zametim, qto ranee poluqenie netrivial~nyh toqnyh ocenok
line$inyh form bylo osnovano na postroenii funkcional~nyh ap-
proksimaci$i (approksimaci$i Pade [5]). Takim putem v rabote
A. I. Galoqkina [2] byli vpervye poluqeny ocenki po por�dku
takie �e, kak i dl� poqti vseh qisel. V rabote avtora [3] byli
poluqeny neuluqxaemye ocenki line$inyh form s pomow~� prime-
neni� line$inogo rekurrentnogo sootnoxeni�. Po suwestvu v �to$i
rabote bylo postroeno mnogomernoe obobwenie cepno$i drobi Gur-
vica. V rabote A. I. Galoqkina [1] metodom funkcional~nyh ap-
proksimaci$i byli zatem poluqeny bolee obwie neuluqxaemye
ocenki.

V nasto�we$i stat~e privedeny primery razlo�eni� v mnogomer-
nye cepnye drobi sistem qisel, obobwa�wie klassiqeskie cep-
nye drobi �$ilera, Gurvica i Ramanud�ana. V kaqestve sledstvi�
poluqeny neuluqxaemye ocenki line$inyh form ot sootvetstvu�-
wih qisel.

Poluqenie neuluqxaemyh ocenok osnovano na obwe$i teoreme o
cepnyh drob�h �kobi–Perrona special~nogo vida. Metod dokaza-
tel~stva �to$i teoremy sleduet rabote avtora [3]. V qastnosti po-
luqeny neuluqxaemye ocenki line$ino$i formy ot ψ(1/q), ψ′(1/q), . . .
. . . , ψ(s)(1/q), gde q ∈ N i

ψ(z) =
∞∑
n=0

zn

((s+ 1)n)!
, s ∈ N.

1. Osnovnye svo$istva mnogomernyh cepnyh drobe$i. V �to$i
stat~e budut rassmatrivat~s� vyra�eni� vida

~a0 +
1

~a1 +
1
. . .

,(1)

~an = (a1(n), . . . , as(n)) ∈ Rs,
ai(n) ≥ 0, as(n) > 0, i = 1, . . . , s, n = 1, 2, . . . , s ∈ N,

kotorye nazovem s-mernymi cepnymi drob�mi (ili cepnymi s-dro-
b�mi) s �lementami ~an.

Dl� togo, qtoby pripisat~ koneqno$i cepno$i s-drobi

(2) ~α = ~a0 +
1

~a1 +
1

. . .+
1
~an

= [~a0;~a1, . . . ,~an]
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opredelennoe znaqenie, polo�im

(3) 1/(α1, . . . , αs) = (1/αs, α1/αs, . . . , αs−1/αs).

Teper~, soglasno (3), ka�do$i koneqno$i s-drobi (2) sootvetstvuet
vpolne opredelenny$i s-merny$i vektor (znaqenie koneqno$i s-dro-
bi), priqem pri vyqislenii znaqeni� s-drobi ne mo�et vozniknut~
situaci� deleni� na nol~, poskol~ku

as(k) > 0, ai(k) ≥ 0 (k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , s).

Cepnye s-drobi (1) budem zapisyvat~ tak�e v vide [~a0;~a1,~a2, . . .].
Podhod�we$i s-drob~� beskoneqno$i cepno$i s-drobi (1) nazovem

vektor

~rk = [~a0;~a1,~a2, . . . ,~ak], k = 0, 1, . . .

Predpolo�im, qto suwestvuet predel ~α = limk→∞ ~rk. V �tom
sluqae s-drob~ (1) nazovem shod�we$is� k znaqeni� ~α i budem pisat~
~α = [~a0;~a1,~a2, . . .].

Dl� l�bo$i shod�we$is� s-drobi (1) spravedlivo sootnoxenie

(4) ~α = [~a0;~a1, . . . ,~ak−1, ~αk],

gde ~αk = [~ak;~ak+1,~ak+2, . . .]. Iz (4) sleduet ravenstvo ~αk = ~ak +
1/~αk+1, k = 0, 1, . . . , ili, v koordinatno$i zapisi,

(5) (α1(k), . . . , αs(k)) = (a1(k), . . . , as(k))

+ (1/αs(k + 1), α1(k + 1)/αs(k + 1), . . . , αs−1(k + 1)/αs(k + 1)).

Zapixem sootnoxenie (5) v matriqno$i forme



1
α1(k)
...

αs(k)


 =

1
αs(k + 1)

·




0 . . . 0 1
1 . . . 0 a1(k)

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 as(k)


 ·




1
α1(k + 1)

...
αs(k + 1)


 .

Iz �togo ravenstva poluqim

(6)




1
α1
...
αs


 =

1
αs(1) . . . αs(n+ 1)

n∏

k=0




0 . . . 0 1
1 . . . 0 a1(k)

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 as(k)


 ·




1
α1(n+ 1)

...
αs(n+ 1)


 .

Opredelim veliqiny Ai(n) iz rekurrentnyh sootnoxeni$i

(7) Ai(n+ s+ 1) = Ai(n) + a1(n)Ai(n+ 1) + . . .+ as(n)Ai(n+ s)

i naqal~nyh uslovi$i

Ai(j) = δij , i, j = 0, . . . , s.
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Indukcie$i legko ustanovit~, qto togda

n−1∏

k=0




0 . . . 0 1
1 . . . 0 a1(k)
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 1 as(k)


 =



A0(n) . . . A0(n+ s)
A1(n) . . . A1(n+ s)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
As(n) . . . As(n+ s)


 .

Iz (6) teper~ poluqaem ravenstva

αi =
Ai(n) +Ai(n+ 1)α1(n) + . . .+Ai(n+ s)αs(n)
A0(n) +A0(n+ 1)α1(n) + . . .+A0(n+ s)αs(n)

,(8)

αs(1) . . . αs(n) = A0(n) +A0(n+ 1)α1(n) + . . .+A0(n+ s)αs(n),(9)

[~a0;~a1, . . . ,~an] =
(
A1(n+ s+ 1)
A0(n+ s+ 1)

, . . . ,
As(n+ s+ 1)
A0(n+ s+ 1)

)
.(10)

Zametim, qto iz ravenstv (5)–(10) sleduet ravnosil~nost~ po-
n�ti� mnogomerno$i cepno$i drobi i algoritma rassmatrivavxegos�
v rabote Perrona [13].

Privedem kriteri$i shodimosti s-mernyh cepnyh drobe$i, pri-
nadle�awi$i O. Perronu [13].

KRITERI$I PERRONA. Esli

lim
n→∞

sup ai(n)/as(n) <∞ (i = 0, . . . , s− 1, a0(n) = 1),

to cepna� s-drob~ [~a0;~a1,~a2, . . .] shodits�.

2. Algoritm �kobi–Perrona i mnogomernye cepnye drobi.
Pust~ zadan nekotory$i s-merny$i vektor ~α = (α1, . . . , αs) ∈ Rs tako$i,
qto 1, α1, . . . , αs line$ino nezavisimy nad Q.

Algoritm �kobi–Perrona sostoit v naho�denii vektorov nepol-
nyh qastnyh ~an = (a1(n), . . . , as(n)) i vektorov-ostatkov ~αn = (α1(n),
. . . , αs(n)) po rekurrentnym formulam

(11)

~α = ~α0 = (α1(0), . . . , αs(0)),

~an = (a1(n), . . . , as(n)) = ([α1(n)], . . . , [αs(n)]),

~αn = ~an + 1/~αn+1.

Pust~ β1 6= 0 i

(β1, . . . , βs) = 1/(α1, . . . , αs) = (1/αs, α1/αs, . . . , αs−1/αs).

Togda vektor (α1, . . . , αs) odnoznaqno opredel�ets� po formule

(α1, . . . , αs) = (β2/β1, . . . , βs/β1, 1/β1).

Sledovatel~no, poslednee iz ravenstv (11) mo�no perepisat~ v
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vide

(12) ~αn+1 =
(
α2(n)− a2(n)
α1(n)− a1(n)

, . . . ,
αs(n)− as(n)
α1(n)− a1(n)

,
1

α1(n)− a1(n)

)
.

Esli 1, α1(n), . . . , αs(n) line$ino nezavisimy nad Q, to α1(n) −
a1(n) 6= 0 i v silu (12), 1, α1(n+1), . . . , αs(n+1) line$ino nezavisimy
nad Q. Tak kak 1, α1(n), . . . , αs(n) line$ino nezavisimy nad Q pri
n = 0, to �to spravedlivo pri l�bom n ∈ N i po�tomu pri l�bom
n = 0, 1, . . . primenima formula (12).

Takim obrazom, rekurrentnye formuly (11) i (12) pozvol��t
poluqit~ beskoneqnu� posledovatel~nost~ vektorov ~an ∈ Zs i ~αn ∈
Rs takih, qto pri n = 0, 1, . . . spravedlivy ravenstva

(13) ~α = ~a0 + 1/~α1 = ~a0 + 1/(~a1 + 1/~α2) = . . . = [~a0;~a1, . . . ,~an, ~αn+1].

Krome togo, iz (12) sleduet, qto pri n = 0, 1, . . . vypoln��ts�
ocenki

αs(n+ 1) > αi(n+ 1) > 0, i = 0, . . . , s− 1 (α0(n) = 1)

i poskol~ku ai(n) = [αi(n)], i = 1, . . . , s, to

(14) ai(n) ∈ Z, as(n+ 1) ≥ ai(n+ 1) ≥ 0, i = 0, . . . , s (a0(n) = 1).

Soglasno kriteri� Perrona uslovi� (14) obespeqiva�t shodi-
most~ cepno$i s-drobi [~a0;~a1,~a2, . . .].

LEMMA 1. Esli pri n = 0, 1, 2, . . . spravedlivo predstavlenie vek-
tora ~α ∈ Rs v vide koneqno$i cepno$i s-drobi ~α=[~a0;~a1,~a2, . . . ,~an, ~αn+1],
gde ~αn = (α1(n), . . . , αs(n)), α1(n) ≥ 0, αs(n) > 0, i cepna� s-drob~
[~a0;~a1,~a2, . . .] shodits� , to ona shodits� k vektoru ~α:

~α = [~a0;~a1,~a2, . . .].

Doka z a t e l ~ s t v o. Zametim, qto spravedlivo ravenstvo (8),
tak kak ono bylo vyvedeno iz sootnoxeni� (4), vernogo v uslovi�h
lemmy.

Primen�� (7) i (8), poluqaem

(15) αi =
s∑

j=0

Ai(n+ j)
A0(n+ j)

λj(n),

gde

λj(n) =
A0(n+ j)aj(n)∑s
j=0A0(n+ j)aj(n)

,

s∑

j=0

λj(n) = 1, 0 ≤ λj(n) ≤ 1, j = 0, . . . , s.
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Pust~ [~a0;~a1, . . .] = ~β = (β1, . . . , βs). Togda, v silu (10),

βi = lim
n→∞

Ai(n)/A0(n), i = 1, . . . , s,

t.e.

Ai(n)/A0(n) = βi + o(1) (n ∈ N).

Iz (15) teper~ sleduet, qto

αi =
s∑

j=0

(βi + o(1))λj(n) = βi + o(1),

t.e. αi = βi i lemma dokazana.

Iz lemmy 1 i (13) sleduet, qto algoritm �kobi–Perrona poz-
vol�et razlo�it~ l�bo$i vektor ~α = (α1, . . . , αs) (tako$i, qto 1, α1, . . .
. . . , αs line$ino nezavisimy nad Q) v shod�wu�s� cepnu� drob~:

~α = [~a0;~a1,~a2, . . .], ~an = (a1(n), . . . , as(n)),

priqem vypolneny uslovi� (14).

3. Pravil~nye mnogomernye cepnye drobi i koneqnoraznos-
tnye uravneni�. Nazovem cepnu� s-drob~ (1) pravil~no$i, esli ee
�lementy ime�t vid

~an = (0, . . . , 0, an), an ∈ N, n = 0, 1, . . .

Pon�tie pravil~no$i s-drobi �vl�ets� obobweniem pon�ti� oby-
qno$i cepno$i drobi s natural~nymi �lementami (sm., naprimer,
[7]). Dl� pravil~nyh s-drobe$i udaets� poluqit~ naibolee toqnye
ocenki sootvetstvu�wih line$inyh form i postroit~ primery ra-
zlo�eni� v takie drobi.

Iz kriteri� Perrona sleduet, qto l�ba� pravil~na� s-drob~
shodits�. Iz rezul~tatov raboty Perrona [13] tak�e sleduet, qto
esli razlo�enie v pravil~nu� mnogomernu� drob~ suwestvuet, to
ono edinstvenno.

V sledu�we$i lemme ustanavlivaets� sv�z~ me�du polo�itel~-
nymi rexeni�mi nekotoryh rekurrentnyh uravneni$i i pravil~ny-
mi s-drob�mi.

LEMMA 2. Pust~ an ∈ N (n = 1, 2, . . .) i posledovatel~nost~ xn > 0
(n = 0, 1, . . .) polo�itel~nyh qisel udovletvor�et rekurrentnomu
uravneni�

(16) xn+s = xn−1 − anxn.
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Togda spravedlivo razlo�enie v pravil~nu� s-drob~

(17) (x1/x0, . . . , xs/x0) =
1

~a1 +
1

~a2 + . . .

,

gde ~an = (0, . . . , 0, an).

Doka z a t e l ~ s t v o. Opredelim posledovatel~nost~ s-mernyh
vektorov ~αn (n = 1, 2, . . .) iz ravenstva

~αn = (α1(n), . . . , αs(n)) = (xn+1/xn, . . . , xn+s−1/xn, xn−1/xn).

Primen�� (16), poluqaem

~αn = (0, . . . , 0, an) + (xn+1/xn, . . . , xn+s/xn) = ~an + 1/~αn+1.

Sledovatel~no, pri n = 0, 1, 2, . . . imeem

(x1/x0, . . . , xs/x0) = [0; ~α1] = [0;~a1, ~α2] = . . . = [0;~a1, . . . ,~an, ~αn+1].

Iz lemmy 1 teper~ sleduet (17). Lemma dokazana.

Poka�em, qto spravedlivo utver�denie obratnoe lemme 2.

LEMMA 3. Pust~ zadana pravil~na� s-drob~

(α1, . . . , αs) =
1

~a1 +
1

~a2 + . . .

,

~an = (0, . . . , 0, an), (α1(n), . . . , αs(n)) = [~an;~an+1, . . .].

Togda posledovatel~nost~

(18) xn = 1/(αs(1) . . . αs(n)), n = 0, 1, . . . (x0 = 1),

udovletvor�et uravneni� (16).

Dokazatel~stvo. Dl� pravil~no$i s-drobi sootnoxeni� (5)
primut vid

(19)

α1(n) =
1

αs(n+ 1)
,

α2(n) =
α1(n+ 1)
αs(n+ 1)

=
1

αs(n+ 1)αs(n+ 2)
, . . . ,

αs−1(n) =
αs−2(n+ 1)
αs(n+ 1)

=
1

αs(n+ 1) . . . αs(n+ s− 1)
,

αs(n) = an +
1

αs(n+ 1) . . . αs(n+ s)
.

Pol~zu�s~ (18), perepixem (19) sledu�wim obrazom:

αs(n) = xn−1/xn = an + xn+s/xn,

otkuda xn+s = xn−1 − anxn. Lemma dokazana.
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4. Obwa� teorema. Pust~ nekotory$i s-merny$i vektor razlo�en
v pravil~nu� cepnu� s-drob~

(α1, . . . , αs) =
1

~a1 +
1

~a2 + . . .

,

~an = (0, . . . , 0, an), an ∈ N.
Soglasno lemme 3, posledovatel~nost~ xn = 1/(α1(1) . . . αs(n)), gde
(α1(n), . . . , αs(n)) = [~an;~an+1, . . .], udovletvor�et uravneni� (16),

xn+s = xn−1 − anxn.
Opredelim celye qisla hn(i) kak rexeni� �togo uravneni� s na-
qal~nymi uslovi�mi

(20) hj(i) = δij , j = 0, . . . , s.

LEMMA 4. Spravedlivy ravenstva

xn = hn(0)x0 + . . .+ hn(s)xs,(21)

|det(hn+j(i))| = 1, i, j = 0, . . . , s.(22)

Doka z a t e l ~ s t v o. Iz (20) sleduet, qto ravenstvo (21) vy-
poln�ets� pri n = 0, . . . , s, a ravenstvo (22) – pri n = 0. Pred-
polo�im, qto pri nekotorom k ravenstvo (21) spravedlivo pri
n = k − 1, . . . , k + s− 1 i (22) spravedlivo pri n = k − 1.

Pol~zu�s~ uravneniem (16), poluqaem

xk+s = xk−1 − akxk
= (hk−1(0)− akhk(0))x0 + . . .+ (hk−1(s)− akhk(s))xs
= hk+s(0)x0 + . . .+ hk+s(s)xs.

Imeem

|det(hk(i), . . . , hk+s(i))|(i=0,...,s)

= |det(hk(i), . . . , hk+s−i(i), hk−1(i)− akhk(i))|
= |det(hk(i), . . . , hk+s−1(i), hk−1(i))| = 1.

Takim obrazom, v silu indukcii, lemma dokazana.

Pust~ zadano razlo�enie v pravil~nu� s-drob~

(α1, . . . , αs) =
1

~a1 +
1

~a2 + . . .

, ~an = (0, . . . , 0, an), an ∈ N.

Opredelim veliqiny Hn ∈ N sledu�wim obrazom:

(23)
Hn = an−san−2s . . . ar (1 ≤ r ≤ s, n ≡ r (mod s), n > s),

H0 = . . . = Hs = 1.
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LEMMA 5. Esli vypolneny uslovi�

(24) Hn+1 � Hn,

∞∑
n=1

Hn−1/Hn+s <∞,

to spravedlivy ocenki (n = 0, 1, . . .)

|hn(i)| � Hn,(25)

xn <
1

Hn+1 . . . Hn+s
.(26)

(Zdes~ i dalee ispol~zu�ts� simvoly Vinogradova �,�,�.)

Doka z a t e l ~ s t v o. Polo�im hn(i) = unHn. Togda uravnenie
(16) dl� hn(i) perepixets� v vide

un+sHn+s = un−1Hn−1 − anunHn = un−1Hn−1 − unHn+s,

un+s = −un + (Hn−1/Hn+s)un−1.

Pust~ Mn = max(|un+s|, . . . , |un|). Togda

Mn ≤Mn−1(1 +Hn−1/Hn+s) ≤ . . . ≤M0

n∏

k=1

(1 +Hk−1/Hk+s)

≤
∞∏

k=1

(1 +Hk−1/Hk+s).

Tak kak po uslovi� (24) r�d
∑∞
n=1Hn−1/Hn+s shodits�, to shodits�

i beskoneqnoe proizvedenie
∏∞
k=1(1 + Hk−1/Hk+s). Sledovatel~no,

Mn � 1 i poluqaem ocenku (25):

|hn(i)| = |un|Hn ≤MnHn � Hn.

Iz (18) i (23) sleduet ocenka (26):

xn =
1

αs(1) . . . αs(n)
<

1
a1 . . . an

=
1

Hn+1 . . .Hn+s
.

Lemma dokazana.

TEOREMA 1. Pust~ dl� pravil~no$i cepno$i s-drobi

(α1, . . . , αs) =
1

~a1 +
1

~a2 + . . .

, ~an = (0, . . . , 0, an), an ∈ N,

vypolneny uslovi� (24) i dl� nekotoro$i polo�itel~no$i i vozras-
ta�we$i funkcii Φ(x) vypoln��ts� ocenki

Φ(Hn)� Hn+1 . . . Hn+s, Φ(x/2)� Φ(x)

(Hn = an−san−2s . . . ar (1 ≤ r ≤ s)).
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Togda dl� l�byh h0, . . . , hs ∈ Z spravedliva ocenka

(27) |h0 + h1α1 + . . .+ hsαs| � 1/Φ(H), H = max(|h0|, . . . , |hs|) > 0.

Pri �tom suwestvuet posledovatel~nost~ nenulevyh line$inyh form
s celymi ko�fficientami takih , qto

|hn(0) + hn(1)α1 + . . .+ hn(s)αs| � 1
Hn+1 . . . Hn+s

, n = 0, 1, . . . ,

|hn(i)| � Hn, hn(i) ∈ Z (i = 0, . . . , s).

(Konstanty v znakah � i � zavis�t tol~ko ot vektora ~α = (α1, . . .
. . . , αs).)

Doka z a t e l ~ s t v o. Pust~ h0, . . . , hs ∈ Z i H = max(|h0|, . . . , |hs|)
> 0. Tak kak, soglasno (22), det(hn+j(i)) 6= 0, to pri l�bom n na$i-
dets� takoe i, qto opredelitel~

δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hn(0) . . . hn(s)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h0 . . . hs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
hn+s(0) . . . hn+s(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xn hn(1) . . . hn(s)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x h1 . . . hs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn+s hn+s(1) . . . hn+s(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

nenulevo$i, gde

xk = hk(0)x0 + . . .+ hk(s)xs, x = h0x0 + . . .+ hsxs (x0 = 1)

(opredelitel~ δ poluqen zameno$i i-to$i stroki opredelitel�
det(hn+j(k)) na nenulevu� stroku (h0, . . . , hs)). Tak kak δ ∈ Z i δ 6= 0,
to |δ| ≥ 1, otkuda sleduet, qto

(28)
∣∣∣xA+

s∑

k=0
k 6=i

xn+kAk

∣∣∣ ≥ 1,

gde A0, . . . , Ai−1, A,Ai+1, . . . , As – algebraiqeskie dopolneni� �le-
mentov pervogo stolbca opredelitel� δ.

Primen�� ocenki lemmy 5 i uslovi� (24), poluqaem

(29)

|A| � Hn . . .Hn+s

Hn+1
� Hn+1 . . . Hn+s,

|Ak| � HHn . . . Hn+s

Hn+iHn+k
, k 6= i,

|xn+k| � 1
Hn+1 . . .Hn+s

, k = 0, . . . , s.
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Sledovatel~no,

∣∣∣
s∑

k=0
k 6=i

xn+kAk

∣∣∣�
∑

k 6=i

HHn

Hn+iHn+k
� H

Hn+1
,

t.e. dl� nekotoro$i konstanty c > 0,

(30)
∣∣∣
∑

k 6=i
xn+kAk

∣∣∣ < cH/Hn+1.

Iz uslovi$i (24) sleduet, qto posledovatel~nost~ Hn neograniqena.
Vyberem naimen~xee natural~noe n, pri kotorom 2cH < Hn+1. Tog-
da H � Hn i iz (28)–(30) poluqim

|x| � 1
2|A| �

1
Hn+1 . . .Hn+s

� 1
Φ(Hn)

� 1
Φ(H)

.

Ostaets� zametit~, qto v silu lemm 2–4,

(α1, . . . , αs) = (x1, . . . , xs), |x| = |h0 + h1α1 + . . .+ hsαs|.
Vtoroe utver�denie teoremy sleduet iz lemmy 5. Teorema doka-
zana.

5. Mnogomernye obobweni� nekotoryh klassiqeskih cepnyh
drobe$i i toqnye po vysote ocenki line$inyh form. Budem nazy-
vat~ ocenku (27) teoremy 1 toqno$i po vysote, esli suwestvuet
beskoneqna� posledovatel~nost~ line$inyh form vida

L = h0 + h1α1 + . . .+ hsαs, h0, . . . , hs ∈ Z,
vysoty H = max(|h0|, . . . , |hs|), dl� kotoryh |L| � 1/Φ(H), t.e. utoq-
nenie ocenki (27) vozmo�no tol~ko za sqet konstanty v znake �.

Ni�e budut rassmotreny primery pravil~nyh mnogomernyh
cepnyh drobe$i, obobwa�wie izvestnye cepnye drobi Gurvica,
�$ilera–Lamberta i Ramanud�ana. V kaqestve primerov na teo-
remu 1 budut poluqeny toqnye po vysote ocenki sootvetstvu�wih
line$inyh form. Zametim, qto podobnye ocenki rassmatrivalis~
ranee v rabotah [3] i [2] vne sv�zi s mnogomernymi cepnymi drob�-
mi. Zametim tak�e, qto v odnomernom sluqae (s = 1) sv�z~ cepnyh
drobe$i i toqnyh ocenok mer irracional~nosti obweizvestna (sm.
[4], [9]).

1. Mnogomerna� cepna� drob~ Gurvica. Rassmotrim posledova-
tel~nost~ (n = 0, 1, . . .)
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(31) ψn =
∞∑
ν=0

1
(as)νν!

n+sν∏
x=1

(ax+ b)−1, a, a+ b ∈ N.

Proverim, qto vypoln�ets� ravenstvo

ψn−1 − (an+ b)ψn = ψn+s, n = 1, 2, . . .

De$istvitel~no,

ψn−1 − (an+ b)ψn =
∞∑
ν=0

a(n+ sν) + b− (an+ b)
(as)νν!

n+sν∏
x=1

(ax+ b)−1

=
∞∑
ν=1

1
(as)ν−1(ν − 1)!

n+sν∏
x=1

(ax+ b)−1 = ψn+s.

Sledovatel~no, na osnovanii lemmy 2 poluqaem razlo�enie v pra-
vil~nu� s-drob~

(ψ1/ψ0, . . . , ψs/ψ0) = [0;~a1,~a2, . . .], ~an = (0, . . . , 0, an+ b).

V qastnosti, pri s = 1 imeem izvestnoe razlo�enie v cepnu� drob~
Gurvica (sm. [4])

ψ1/ψ0 = [0; a+ b, 2a+ b, . . .].

Dl� togo, qtoby primenit~ teoremu 2, poka�em, qto vypol-
n��ts� ocenki

lnHn � n lnn,(32)

Hn+1 � n1/sHn.(33)

De$istvitel~no,

Hn = (a(n− s) + b) . . . (ar + b) (1 ≤ r ≤ s),
lnHn � ln(n/s− 1) + ln(n/s− 2) + . . .+ ln(r/s) +O(n)

� ln([n/s]!) +O(n) � n lnn,

Hn+1

Hn
�

[n/s]∏

k=1

a(n− ks+ 1) + b

a(n− ks) + b
=

[n/s]∏

k=1

(
1 +

1/s
n/s− k + b/(as)

)
.

Logarifmiru�, poluqaem

ln
Hn+1

Hn
=

[n/s]∑

k=1

1
s
· 1
n/s− k + b/(as)

+O(1)

= (1/s) ln(n/s) +O(1) = (1/s) lnn+O(1),

t.e. Hn+1/Hn � n1/s i ocenki (32) i (33) dokazany.
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Iz (32) i (33) sleduet, qto (24) vypolneno i

Hn+1 . . .Hn+s � n1/s+2/s+...+s/sHs
n

= n(s+1)/2Hs
n � Hs

n(ln(Hn + 2)/ln ln(Hn + 2))(s+1)/2.

Teper~, primen�� teoremu 1, v kaqestve primera na obwu� teoremu
poluqaem rezul~tat raboty [3]:

TEOREMA 2. Pust~ s, a, a+ b ∈ N i

ψn =
∞∑
ν=0

1
(as)νν!

n+sν∏
x=1

(ax+ b)−1, n = 0, . . . , s.

Togda spravedliva toqna� po vysote ocenka

|h0ψ0 + . . .+ hsψs| � H−s(ln(H + 2)/ln ln(H + 2))−(s+1)/2,

H = max(|h0|, . . . , |hs|) > 0, h0, . . . , hs ∈ Z.
2. Mnogomerna� cepna� drob~ �$ilera. Rassmotrim posledovatel~-

nost~ (n = 0, 1, . . .)

(34) ψn =
∞∑
ν=0

1
(s+ 1)νν!qn+(s+1)ν

n+sν∏
x=1

((s+ 1)[x/s] + b(x))−1,

gde s, q ∈ N, b(k) = k (k = 1, . . . , s − 1), b(s) = −1, b(x + s) = b(x).
Poka�em, qto vypoln�ets� ravenstvo

ψn−1 − ((s+ 1)[n/s] + b(n))qψn = ψn+s.

De$istvitel~no,

ψn−1 − ((s+ 1)[n/s] + b(n))qψn

=
∞∑
ν=0

(s+ 1)[(n+ sν)/s] + b(n)− (s+ 1)[n/s]− b(n)
(s+ 1)νν!qn−1+(s+1)ν

×
n+sν∏
x=1

((s+ 1)[x/s] + b(x))−1

=
∞∑
ν=1

1
(s+ 1)ν−1(ν − 1)!qn+s+(s+1)(ν−1)

n+sν∏
x=1

((s+ 1)[x/s] + b(x))−1

= ψn+s.

Sledovatel~no, soglasno lemme 2, spravedlivo razlo�enie v
pravil~nu� cepnu� s-drob~

(35) (ψ1/ψ0, . . . , ψs/ψ0) = [0;~a1,~a2, . . .],

~an = (0, . . . , 0, an), an = q((s+ 1)[n/s] + b(n)).
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(Posledovatel~nost~ an sostoit iz vseh qisel vida kq, gde
k 6≡ 0 (mod s+ 1), k ∈ N.)

Zametim, qto pri k = 0, . . . , s, (34) preobrazuets� k vidu

ψk =
∞∑
n=0

1
((s+ 1)n+ k)!q(s+1)n+k

.

V qastnosti, pri s = 1 poluqim

ψ0 =
∞∑
n=0

1
(2n)!q2n = ch(1/q), ψ1 =

∞∑
n=0

1
(2n+ 1)!q2n+1 = sh(1/q)

i iz (35) poluqaem drob~ �$ilera–Lamberta [8]

th(1/q) = (e2/q − 1)/(e2/q + 1) = [0; q, 3q, 5q, . . .].

Qisla ψk (k = 0, . . . , s) mo�no predstavit~ v vide line$ino$i kom-
binacii �ksponent v algebraiqeskih toqkah, naprimer,

ψ0 =
∞∑
n=0

1
((s+ 1)n)!q(s+1)n

=
1

(s+ 1)(e1/q + ep/q + . . .+ eps/q)
,

p = e2πi/(s+1).

Pri s = 3 poluqim

ψ0 =
∞∑
n=0

1
(4n)!q4n =

1
2

(ch(1/q) + cos(1/q)),

ψ1 =
∞∑
n=0

1
(4n+ 1)!q4n+1 =

1
2

(sh(1/q) + sin(1/q)),

ψ2 =
∞∑
n=0

1
(4n+ 2)!q4n+2 =

1
2

(ch(1/q)− cos(1/q)),

ψ3 =
∞∑
n=0

1
(4n+ 3)!q4n+3 =

1
2

(sh(1/q)− sin(1/q))

i (35) zapixets� v vide trehmerno$i cepno$i drobi

(36) (ψ1/ψ0, ψ2/ψ0, ψ3/ψ0)

=
1

(0, 0, q) +
1

(0, 0, 2q) +
1

(0, 0, 3q) +
1

(0, 0, 5q) + . . .

.

Ocenim veliqiny Hn = an−san−2s . . . ar (1 ≤ r ≤ s).
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LEMMA 6. Spravedlivy ocenki

lnHn � n lnn,(37)

Hn+1/Hn � n[(n+1)/s]−[n/s]+(b(n+1)−b(n))/(s+1),(38)

Hn+1 . . .Hn+s � Hs
nn

β(n),(39)

gde β(n) = 1 + n− s[n/s] + (b(1) + . . .+ b(s)− sb(n))/(s+ 1).

Doka z a t e l ~ s t v o. Ocenka (37) poluqaets� analogiqno (32).
Proverim (38):

Hn+1

Hn
�

[n/s]∏

k=1

(s+ 1)[(n+ 1− ks)/s] + b(n+ 1)
(s+ 1)[(n− ks)/s] + b(n)

=
[n/s]∏

k=1

(
1 +

[(n+ 1)/s]− [n/s] + (b(n+ 1)− b(n))/(s+ 1)
([n/s]− k + b(n))/(s+ 1)

)
.

Tak �e kak pri vyvode (33) poluqim

ln(Hn+1/Hn) = O(1) + ([(n+ 1)/s]− [n/s] + (b(n+ 1)− b(n))/(s+ 1)) lnn,

otkuda sleduet (38).
Ocenka (39) �vl�ets� sledstviem (38). De$istvitel~no,

Hn+1 � n[(n+1)/s]−[n/s]+(b(n+1)−b(n))/(s+1)Hn,

Hn+2 � n[(n+2)/s]−[n/s]+(b(n+2)−b(n))/(s+1)Hn, . . . ,

Hn+s � n[(n+s)/s]−[n/s]+(b(n+s)−b(n))/(s+1)Hn.

Peremno�a� �ti ocenki, poluqim (39):

Hn+1 . . .Hn+s � Hs
nn

β(n),

gde
β(n) = [(n+ 1)/s] + . . .+ [(n+ s)/s]− s[n/s]

+
b(n+ 1) + . . .+ b(n+ s)− sb(n)

s+ 1

= 1 + n− s[n/s] +
b(1) + . . .+ b(s)− sb(n)

s+ 1
.

Lemma dokazana.

Zametim, qto β(n+ s) = β(n) i

max
k=1,...,s

β(k) = β(s) = 1 +
2 + . . .+ s

s+ 1
=
s(s+ 3)
2(s+ 1)

.

V silu lemmy 6 uslovi� (24) vypolneny i

Hn+1 . . . Hn+s � Hs
n(ln(Hn + 2)/ln ln(Hn + 2))s(s+3)/(2s+2),
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priqem dl� n ≡ 0 (mod s),

Hn+1 . . . Hn+s � Hs
n(ln(Hn + 2)/ln ln(Hn + 2))s(s+3)/(2s+2).

Primen�� teoremu 2, poluqaem sledu�wee utver�denie:

TEOREMA 3. Pust~ s, q ∈ N i

ψk =
∞∑
n=0

1
((s+ 1)n+ k)!q(s+1)n+k

, k = 0, . . . , s.

Togda spravedliva toqna� po vysote ocenka

|h0ψ0 + . . .+ hsψs| � H−s(ln(H + 2)/ln ln(H + 2))−s(s+3)/(2s+2),

H = max(|h0|, . . . , |hs|) > 0, hi ∈ Z.
V qastnosti, pri s = 3, vypoln�ets� toqna� po vysote ocenka

|h0 ch(1/q) + h1 cos(1/q) + h2 sh(1/q) + h3 sin(1/q)|
� H−3(ln(H + 2)/ln ln(H + 2))−9/4,

H = max(|h0|, |h1|, |h2|, |h3|) > 0, h0, h1, h2, h3 ∈ Z.
3. Mnogomerna� cepna� drob~ Ramanud�ana. Pust~ a, s ∈ N, a ≥ 2.

Rassmotrim posledovatel~nost~

(40) ψn = a−n(n+1)/2
∞∑
ν=0

a(−s(s+1)/2)ν2−(s+1)nν
ν∏

k=1

(a(s+1)k − 1)−1,

n = 0, 1, . . .

Poka�em, qto spravedlivo ravenstvo

ψn−1 − anψn = ψn+s, n = 1, 2, . . .

De$istvitel~no,

ψn−1 − anψn
= a−n(n−1)/2

×
∞∑
ν=0

a(−s(s+1)/2)ν2
(a−(s+1)(n−1)ν − a−(s+1)nν)

ν∏

k=1

(a(s+1)k − 1)−1

= a−n(n−1)/2
∞∑
ν=1

a(−s(s+1)/2)ν2−(s+1)nν
ν−1∏

k=1

(a(s+1)k − 1)−1

= a−n(n−1)/2−n(s+1)−s(s+1)/2

×
∞∑
ν=0

a(−s(s+1)/2)ν2−(s+1)(n+s)ν
ν∏

k=1

(a(s+1)k − 1)−1

= ψn+s.
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V silu lemmy 2, spravedlivo razlo�enie v pravil~nu� s-drob~

(41) (ψ1/ψ0, . . . , ψs/ψ0) =
1

(0, . . . , a) +
1

(0, . . . , a2) + . . .

.

Pri s = 1 iz (40) i (41) poluqaem cepnu� drob~ Ramanud�ana [14]
(sm. tak�e [12] i [6])

ψ0 =
∞∑
n=0

a−n
2

n∏

k=1

(a2k − 1)−1,

ψ1 =
∞∑
n=0

a−(n+1)2
n∏

k=1

(a2k − 1)−1,

ψ1/ψ0 = [0; a, a2, a3, . . .], a ∈ N, a ≥ 2.

Pust~
Hn = an−san−2s . . . ar (1 ≤ r ≤ s).

Togda

logaHn =
[n/s]∑

k=1

(n− ks) +O(1) = n2/(2s) +O(n),

n =
√

2s(logaHn)1/2 +O(1),

Hn+1/Hn � an/s, Hn+k � akn/sHn (k = 1, . . . , s),

Hn+1 . . . Hn+s � an(s+1)/2Hs
n � H

s+(s+1)
√
s/2/
√

logaHn
n .

Uslovi� (24), oqevidno, vypolneny i, primen�� teoremu 2, polu-
qaem toqnu� po vysote ocenku

|h0ψ0 + . . .+ hsψs| � H−s−(s+1)
√
s/
√

2 logaH ,

H = max(|h0|, . . . , |hs|) > 0, h0, . . . , hs ∈ Z, a ≥ 2, a ∈ N,
a ψ0, . . . , ψs opredeleny ravenstvom (40).

Z am eq a ni �. 1. Vpervye neuluqxaemye ocenki line$inyh form
byli poluqeny v rabote avtora [3] v 1981 g. Zatem obobwenie �togo
rezul~tata opublikoval A. I. Galoqkin [1] v 1984 g. (v 1983 g.
im bylo opublikovano kratkoe soobwenie na �tu temu). Novymi
rezul~tatami stat~i �vl��ts� mnogomernye obobweni� cepnyh
drobe$i �$ilera, Gurvica i Ramanud�ana i sootvetstvu�wie toq-
nye ocenki line$inyh form. Teorema 2 povtor�et rezul~tat av-
tora [3] dl� ill�stracii novogo podhoda. Oqevidno, obwa� teo-
rema 1 pozvol�et stroit~ mno�estvo drugih primerov qisel, za-
dannyh �vno cepno$i drob~�, dl� kotoryh budut poluqat~s� novye
neuluqxaemye ocenki line$inyh form.
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2. Teoremu 3 ne sleduet rassmatrivat~ kak izvestny$i primer
na primenenie teoremy iz [1], poskol~ku:

a) Glavny$i smysl teoremy 3 sostoit v ill�stracii estestven-
nosti novogo obobweni� mnogomerno$i drobi �$ilera (36), v ko-
toro$i razlaga�ts� line$inye kombinacii �ksponent v algebrai-
qeskih toqkah.

b) Vozmo�nost~ poluqeni� teoremy 3 kak sledstvi� teoremy iz
[1] stanovits� pon�tno$i v sv�zi s dokazatel~stvom teoremy 3. Vid
funkci$i v teoreme 3 otliqaets� ot rassmatrivavxihs� v rabotah
[3] i [1] tem, qto v nih ne prisutstvuet �vno mno�itel~ 1/ν!.

v) Teorema 3 legko mo�et byt~ vyvedena metodom raboty avtora
[3], esli posledovatel~nost~ ax+b zamenit~ na ax+b(x), gde b(x+s) =
b(x), i vybrat~ zatem a = q(s + 1)/s, b = q{(x − 1)/s} − q/s, z = 1
(s, q, x, ax+ b(x) ∈ N).

g) Ni v odno$i iz izvestnyh avtoru rabot ne rassmatrivalis~
primery s toqnymi ocenkami line$inyh form dl� funkci$i iz teo-
remy 3 (za iskl�qeniem trivial~nogo sluqa� s = 1).

3. V nekotoryh utver�deni�h vtorogo paragrafa, v kotoryh
�to �vno ogovoreno, predpolagaets� line$ina� nezavisimost~ kom-
ponent vektora vmeste s 1 nad Q. V lemmah 1–5 i teoremah 1–3
taka� line$ina� nezavisimost~ ne predpolagaets� v formulirovkah
i ne ispol~zuets� v dokazatel~stvah. Line$ina� nezavisimost~ sle-
duet iz teoremy 1, i sootvetstvu�wa� cepna� drob~ mo�et byt~
poluqena po algoritmu, opisannomu vo vtorom paragrafe.

4. Stat~� predstavl�et sobo$i izlo�enie rezul~tatov 3-$i glavy
kandidatsko$i dissertacii avtora Cepnye drobi i diofantovy prib-
li�eni�, Moskva 1990 (na pravah rukopisi), vypolnenno$i v 1984–
88 g.g. v MGU im. M. V. Lomonosova.
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