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1. Einleitung. ¢ und o seien reelle Konstanten mit 1 < ¢ < ¢. Fiir xe R
x>1 sei
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Recknagel [3] bewies

L]

x

(1) d,.(x):= %IAE.G' () dt «x! /1 +a+e) 4 x(@=2)1 +e+a)
1

In §3 beweise ich den folgenden
SATZ. Mit nur von ¢ und o abhdingiger «-Konstanten gilt

Apo(x) < log® x4 xl@- M1 +eta)

Fiir ¢ < 5/2 wird die Abschitzung (1) durch den Satz verschirft; denn in
diesem Falle ist g—2 < 1/2 und daher

log® x +x@~ D1 +e+a) — o (xU2I+e+aN)  (x_, o),

Die meiste Aufmerksamkeit wurde bislang dem Spezialfall p = 2, ¢ = 3 zuteil,
da er mit der Anzahl abelscher Gruppen beschrinkter Ordnung zusammen-
hingt ([4], Hilfssatz 1). Die beste Abschitzung von 4,,3(x) stammt von
Kolesnik [1]:

Ay3(x) < x°38og35x (x> 2).

Sie wird nach (1) erginzt durch 4, ;(x) «x!/*? und aufgrund obigen Satzes
durch
32'3 (x) < 1033 x (x= 2].

2. Hilfssiitze. Wesentliche Vorarbeit leistete Recknagel:

HiLrssaTZ 1 ([3], Lemma 8). B, (") sei das zweite Bernoullische Polynom und
¥, () := B, (t—[t]) fiir teR. Ist (a, B, y) eine Permutation des Tripels (1, @, o) und

o m® n? X
Tesa ()i 2 m+§vix:/ x Vs (#’"ﬁ "r)’
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so gilt 3
A,0(x)= — 2 T,',_,(x)«l-O(x‘“_z”“+"+"'-‘+ 1).
{a.8.7)
HILFSSATZ 2 ([5], Lemma o). Sei R ein achsenparalleles Rechteck des R?,
g: R—R zweimal stetig differenzierbar und |g(u, v)] < G fiir (u, vV)€R. Haben
die partiellen zweiten Ableitungen von g festes Vorzeichen in R und sind b,, , fiir
m, ne Z, (m, n)e R beliebige komplexe Zahlen, so gilt mit geeigneten M ,NeZ
| ¥ g(m, mbn. <5G|. % Bl
{m,n}eR {m,n)}eR
meM’
nEN’
Kritzel bewies
HiLrssAaTZ 3 ([2], Theorem 2.19). Seien p, ji, v,V reell, A,,24,, 4, A
positiv, M:=j—p>1, N:=v-y2>1 und Ri= {(u, VER) p<p<p,
v<v<7¥}. fi R>R sei dreimal stetig differenzierbar, f, monoton in pu,
max f, —min f, <A, max f,—min f, KAy, f>» <A (f, also monoton in V),
SusSw—f2>»> «A und f,, < IN. foufow=SunSow habe festes Vorzeichen in
R und

@(t‘) = {f;(ﬂo- v)'"f; (ﬂowvo)}a
— 814y (1o, Vo) v% (1o, v) U(ﬁu’ v) —f{ﬂo; "o}—f; (Pos Vo)("“"o}}l

fiir jedes (i, vo)€R nur O(1) Nullstellen in [v,V]. D sei eine nichtleere
Teilmenge von R, deren stetiger Rand 0D von jeder achsenparallelen Geraden in
hichstens zwei Punkten oder einer Strecke getroffen wird. Dasselbe gelte auch fiir
Durchschnitte von D mit Bereichen des Typs +f, < const und +f, < const.
aD bestehe aus O(1) zweimal stetig differenzierbaren Kurvenstiicken der
Form p=const oder v=g(u). Ist dann auf letzteren Kurvenstiicken

df, (4, gW)/dp> /A, so gilt
Y e(f(m,n)

(mn)eD

i 1 2 1
«MN A+t o M)+~il+M(—+1+1ogN+uogx|).

\/_,_1 \/I AN
3. Beweis des Satzes. («, B, ) sei ¢ine Permutation des Tripels (1, ¢, 0);
M, Ne{2*—1| keN} und

By

m>n
MEms2IM
N=n=2N

Ist die Summe T,,,(x; M, N) nicht leer, so ist

) M>N, x>4
und M®*EN? < x. Letzteres ist iquivalent zu
3) F:=(M "N )M,
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Zunichst liefert Hilfssatz 2 mit geeigneten M’e[M, 2M] und N'e[N, 2N]

1 .| x
F L.Em V2 (\} m? n’)

Tep, (s M, N) <

Msmmélu'
NEn<N’
Fourierentwicklung von y, ergibt
@ ) 121
Topy(x; M, N) <= ¥ —IS|
Fi=l k

mit

S:= k-2 i
"l+§}'£xe( m‘”’)'

ity
NsnsN'
Zur Abschitzung von S wende ich Hilfssatz 3 mit R:= [M, 2M]x [N, 2N],
S, v)i=k(xp™fv™)" und D:={(u,vV)eR| uS M, v<N,pu>v, f#*ov
<x} an. Dann ist g(g)=N,N', p oder (xup~*"?)' und, setzt man
a:=V/vo€[1/2,2] und &:= y/a, 9O) = £ (to» vo)- h(g) mit

3
h(gg=(@ % '1- 1)‘—8(5—;-1) q " %q +89—6-1)°,

Da h im Intervall [1/2, 2] analytisch ist, hat # dort nur endlich viele
Nullstellen, deren Anzahl lediglich von & = y/a abhingen kann. Daher hat
@ nur O(1) Nullstellen in [N, 2N] fiir jedes (g, vo)eR. Die iibrigen Vo-
ral.lssetzungen des Hilfssatzes 3 sind, wie man ohne besondere Schwierig-
keiten nachrechnet, mit A,:=kF/M, A,:=kF/N, A:=kF/N* und A:=
(kF)*/(MN)* erfiillt. Wegen (2) und (3) erhilt man S « kF+MlogF. Ver-

;veni;tNman dies in (4), so folgt im Hinblick auf die triviale Abschitzung
<

121 .
Topy® M, N)< 1 ¥ - min(kF, MN)+ 2 log F
F .2k F

1 MN 1
< A B, Pt
kﬁ;ﬂf? k F k>§N{F kz

+log F

MN
« log(—F+ l)+ 1+logF « logx.

Da man fiir jede Permutation («, f, y) des Tripels (1, ¢, 0) die in Hilfssatz
1 auftretende Summe T,,,(x) in O(log?x) Summen der Form
Tesy(x; M, N) zerlegen kann, resultiert schlieBlich aus Hilfssatz 1 der Satz.
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Introduction. Dans I'analogie entre corps de nombres et corps de fonc-
tions sur un corps fini, le nombre de classes correspond au nombre de points
de la jacobienne. Nous donnons dans cet article une borne inférieure du
nombre de points d’une jacobienne sur un corps fini. Depuis les résultats de
Weil ([9], [10]), il y a eu beaucoup de travaux consacrés au nombre de points
des courbes sur un corps fini, mais peu d’entre eux concernent explicitement
le nombre de points des jacobiennes (cf. [1], [2], [5], [6])). Signalons que
récemment S. G. Vladut a abordé ce probléme pour I'appliquer 4 la théorie
des codes correcteurs d’erreurs (cf. [8]).

Le § 1 fixe la terminologie, les notations, et rappelle les résultats de Weil; le
§2 établit les estimations classiques qui découlent immédiatement de ces
résultats. Nous établissons au § 3 une identité (théoréme 1) entre le nombre de
diviseurs positifs de degré n sur une courbe, le nombre de points de sa
jacobienne, et les racines inverses du numérateur de sa fonction zéta. Cette
identité résulte d’une formule (lemme 2) qui est I'expression algébrique d’un
théoréme classique pour les fonctions zéta des corps de nombres: la formule de
Hecke.

Nous donnons au §4 une minoration (théoréme 2) du nombre h de points
d’une jacobienne qui résulte du théoréme 1, et nous améliorons ainsi les
minorations standard comme le montrent les tableaux en annexe. Ces
minorations nous permettent d’obtenir des conditions sur g et g pour qu'’il
existe des courbes de genre g sur F,avec h=1ou h=2; dans le cas h =1,
nous retrouvons des résultats de Madan et Queen [6].

Nous tenons 4 remercier J. P. Serre pour les remarques qu’il a faites sur ce
travail.

1. Fonction zéta d’une courbe algébrique. Soit X une courbe algébrique
projective irréductible et lisse de genre g définie sur le corps fini F,; on suppose
que le corps des constantes du corps des fonctions rationnelles sur X est égal
4 F,, ce qui revient 4 dire que X est géométriquement irréductible sur F, ¢ On
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