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i. Einleitung, Muhler zeigte um 1930 in mehreren Arbeiten [4], [5], [6]
dic Transzendenz und algebraische Unabhiingigkeit der Werte gewisser trans-
zendenter Funktionen an algebraischen Stellen. Bei diesen Funktionen han-
delt es sich um in einer Umgebung des Nullpunktes von " konvergente
Potenzreihen, die Funktionalgleichungen eines bestimmten Typs geniigen.
Weitreichende Verallgemeinerungen fanden diese Ergebnisse im Laufe des
vergangenen Jahrzehnts; wie von Loxton und van der Poorten in ihrem
Ubersichtsartikel [3] ausfiihrlich beschrieben, gelang es dabei, die Klasse der
fir die Betrachtung zulissigen Funktionen betrichtlich zu erweitern.

Es war nun naheliegend, nach Verschidrfungen dieser rein qualitativen
Ergebnisse iber Transzendenz und algebraische Unabhiingigkeit in quantita-
tiver Hinosicht zu fragen. Erste Resultate in dieser Richtung stammen von
Galochkin [17 und Miller [8], die flir einige der von Mahler untersuchten
Zahlen Transzendenzmalle angeben konnten. Andererseits blieben MalBe fiir
die algebraische Unabhiingigkeit derartiger Zahlen unbekannt, worauf etwa
Waldschmidt ([10], Seite 11, 10) ausdriicklich hinwies.

In der vorliegenden Arbeit wird nun ein solches Unabhingigkeitsmall
hergeleitet. Dabei wird im wesentlichen eine quantitative Version des Ergeb-
nisses von Loxton und van der Poorten aus [2] gezeigt.

Da dic Formulierung des Hauptsatzes einiger Vorbereitungen und Defi-
nitionen bedarf, soll unser Resuliat zunichst nur an folgendem Beispiel
illustriert werden. Seien fiir ke N die Funktionen G, durch
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‘erklirt- und sei a eine algebraische Zahl mit 0 <|a| < 1. Dann gilt fiir jedes

Polynom PeZ[X,, ..., Xz), P#0, mit Grad in jeder Variablen X
hischstens 'd und HShe héchsiens H die Abschitzung .

P(G, (). ..., Gxla)) > Ci H™ 2.
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Dabei sind €, und C, von 4 abhingige positive Zahlen und die d-
Abhiingigkeit von C, kann effektiv angegeben werden.

Der Beweis unseres Satzes orientiert sich am Beweis des Theorems in
[2]. Zunichst wird eine Transformation @ eingefiihrt, die die Funktionalglei-
chungen der verschiedenen zu untersuchenden Funktionen miteinander ver-
bindet. Mittels dieser Transformation erklirt man den Index einer holomor-
phen Funktion als Verallgemeinerung der tiblichen Nullstellenordnung. Eine
nene Version des Siegelschen Lemmas erlaubt dann die Konstruktion einer
Hilfsfunktion mit ,,hohém” Index. Ausgehend von diesem ,hohen” Index
erhilt man eine analytische obere Abschitzung, die in Verbindung mit einer
Liouville-Abschitzung nach unten die im Hauptsatz behauptete Ungleichung
hiefert.

Die vorliegende Arbeit gibt einen Einblick in den zweiten Teil meiner
bei Prof. Dr. P. Bundschuh angefertigten Dissertation [0]. fhm méchte ich
fiir seine Anregungen und seine Unterstiitzung herzlich danken.

2. Bezeichnungen und Formubliernng des Hauptsatzes. Fiir eine algebra-
ische Zahl a wird das Maximum der Konjugicerten von « als Haus von o
bezeichnet, symbolisch [«]. Tst P ein Polynom mit algebraischen Koeffizien-
ten, so ist die Hohe H(P) von P erklirt als-das Maximum der Beirdige der
Koeffizienten von P und die Linge A(P) von P ist die Summe der Hiuser
aller Koeffizienten.

Fiir Tellmengen L von € und s, s;eN bezeichne M(L, s, s,) die
Menge aller (s, xs,)-Matrizen mit Elementien aus L.

Sind v, ue R, a, be 27, so seien folgende Vercinbarungen getroffen:

v=20 bedeute vy 20,...,0v, =0 (analog v>0,v=u, v > n);
b by by
Y=oy .Y, falls bza
i=a ip=ay ip=dp

Sind weC" und pueN}y, Ny:= Nu {0}, so bezeichnet w* das Potenzpro-
dukt whi-. . whn '

Sind  fi(z), ..., fi(z) Funktionen, sc¢ ist unter f(z} der Vektor
(fi(z), ..., fi(2)) zu verstehen.

Dic folgenden Definitionen und Erlduterungen bereiten die Formulie-
rung des Hauptsatzes vor.

Dermnition 1. Bei TeM(Ng, n, 1) und zeC" erklirt man w= Tz

£ .y .
durch w;:=[]z" fir 1 <ign
j

Im Falle n =1 entspricht T der Transformation z —z" mit reN,. Fir
Te M(Ng. n, n) setzt man als Spektralradius r(7) das Maximum der Betrige
der Eigenwerte von T [fest. Die weiteren Untersuchungen werden aul eine
Teilmenge 7 von M(Ng, n, n) beschrinkt.
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DermvuirionN 2. Eine Matrix T'e M(N,, n, n) soll zur Menge .7 gehdren,
wenn sie regulir ist, einen positiven Eigenvektor zum Eigenwert r(7) besitzt
und kein Eigenwert eine Einheitswurze!l ist.

Sei im folgenden Te .7 vorausgesetzt, Man betrachiet eine teilweise
Spektralzerlegung von T mit

i=1

Ay, ..., 4, sind dabei die Eigenwerte von T mit Betrag r(7), E,, ..., E, sind
die kanonischen Projektionen auf die zugehdrigen Eigenrdume und F ist eine

5 )
Matrix mit »(F) <r(T). Mit U:= @imE; und V:= () kerE; gilt C"

= L
= U @ V. Die Abbildung I: C"— U, die als Projektionla:.lf U entlang V
definiert wird, bezeichnet man dann als Projektion auf den dominanten
Figenraum von T

Man definiert nun U(T) <= €" so, daB fiir ze U(T) die Folge (T*z).n, in
geeigneter Weise gegen 0 konvergiert.

Dermvmion 3. Erklirt man fiir ze(C*)" die Abbildung

L(Z) = (—].Og |lea Ty _IOglan’

so bezeichnet U(T) die Menge aller z mit IT(L(z)) > 0.

Um spiter das Nichtverschwinden der Hilfsfunktion an geeigneten Stel-
len garantieren zu k&nnen, muf eine weitere Forderung an die betrachteten
Punkte gestellt werden. :

DermvrioN 4. Genau dann soll as € die Eigenschaft () besitzen, wenn
fiir jede in einer Umgebung von ¢ holomorphe, nicht identisch verschwinden-
de Funktion f ein kg = ko (f, ®) existiert mit f(T*a) = 0 fiir alle k > k.

Die Eigenschaft (#) stellt eine Verschirfung der von Loxton und van
der Poorten [2] verlangten Eigenschaft (/) dar; wie von Masser [7] gezeigt
wurde, ist sie stets dann erfiillt, wenn kein geZ™\ {0} existiert mit (T% @ = 1
fir alle k einer festen arithmetischen Folge. Im Fatle n = 1 jedoch besitzt
Jjedes ze C* trivialerweise die Eigenschaft (48} und damit auch die Eigenschaft
(). :

Sarz. Seien a,, ..., a, von Null verschiedene algebraische Zahlen und
b, (2), ..., b,(z) rationale Funktionen in z,, ..., z, mit algebraischen Koeffizien-
ten. Seien fiir eine Marix TeZ die algebraisch unabhiingigen Funkiionen
filz), ..., [,(z) in einer Umgebung von O holomorphe Lisungen des Funktio-
nalgleichungssystems

{n file) =a fi(T2)+h(z) (1 <i<p),

und seien stimtliche f,(0) algebraisch, Es mige ae U(T) die Eigenschaft {#)
besitzen und f(a), b;(T* o) seien fiir 1 <i<p, ke N definiert.
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Dann gilt  fiir jedes Polynom QeZ[X,,...,X,, Q=#0, mi
6y, @ <d (1<i<p) und H(Q) < H die Abschiitzung

- iy
|Q(f1(m):’fp(a))|>cl(d)ﬂ ! '
Dabei ist mit positiven, von Q unabhiingigen reellen Zahlen »y, %, gesetzt

_ %", falls alle a; komplexe Einheitswurzeln sind,
logCl(d):={ P o
x5 sonst;
C,(d) ist eine von H unabhiingige, reelle positive Zahl.

Withrend der Satz ein Mal fiir die algebraische Unabhingigkeit von
Funktionswerten mehrerer Funktionen an einer festen algebraischen Stelle
liefert, erhélt man ein analoges Resultat fiir die Werte einer festen Funkiion
an mehreren algebraischen Stellen. Dies kann in der von Loxton und van der
Poorten in [2] beschriebenen Weise aus dem Satz abgeleitet werden, In der
zitierten Arbeit finden sich weitere Funktionen, auf die unser Resultat
anwendbar ist. ‘

3. Vorbemerkungen zum Beweis. (a) Um techmsche Kompliziertheil zu
vermeiden, beschriinkt sich der Beweis auf den Fall n = 1, d.h. es werden nur
Funktionen einer komplexen Variablen betrachtet.

(b) Durch eventuellen Ubergang von fi(z) zu fi(z)— f;(0) ist es méglich
fiir alle Funktionen o.B.d.A. f;(0) =0, 1 <i < p, anzunchmen.

. {c) Ebenso kann o.B.d.A. vorausgesetzt werden, dal die von 4,, ..., a,
erzeugte multiplikative Gruppe isomorph zu Z7 ist bei geeignetem pe N .
Dies zeigt man, indem man gegebenenfalls mit geeignetem le N die Transfor-
mation T durch die Transformation T' ersetzt.

(d) Die im folgenden auftretenden Konstanten Cy, C,, ... und ¥4, 74, ...
bezeichnen reelle Zahlen gréBer als Eins. Mit Dy, D,, ... und &;, 3, ... seien
natiirliche Zahlen bezeichnet, Sie alle sind lediglich von den algebraischen
Zahlen ay, ..., a,, «, den rationalen Funktionen by (z), ..., b,(z) sowie den
Elementen der Matrix T abhingig. Insbesondere sind sie unabhiingig von
den Hilfsparametern ¢ und &k und den durch das Polynom @ des Satzes
festgelegien GroBen. Der einzige Unterschied zwischen den C; bzw. D, und y,
bzw. 3; besteht darin, daf} die Bedeutung der C; baw. D, fest ist, wiihrend mit
der Numerierung der y; bzw. é; bei jedem Beweis eines Lemmas erneut mit
y, bzw. &, begonnen wird.

(&) K bezeichnet denjenigen algebraischen ZahlkSrper, den die in der
Formulierung des Satzes zultretenden algebraischen Gréiflen erzeugen; unter
Iy versteht man den Ring der ganzen Elemente von K.

4. Einige vorbereitende Lemmata. Sei unter den Voraussetzungen des
Satzes

X)=Y w, X eZ[X,, ..., X,].

a=0
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Man flibrt nun m:= (m, +1) (mp-}- 1) neue Variablen w,, 80 < g < m, ein
und setzt Hii=m; + ... +m, sowie

it

(2) Flz,w)i=} w, f)"

a=0
Durch einmalige Anwendung der Funktionalgleichungen (1) erhilt man

R T

p=0 v H i i=1 H

Erkldrt man mit Variablen u;, ..., u, und y,, ..., y, fiir ke N die Transfor-

mation
Q}.(\ M, W) = (y'L."Z() L RV )

0ZLpusm
und definiert flir 1 <i<p und keN
k-1 . .
bP(z):= ) alb(TV2),
=0
so folgt durch iterierte Anwendung der Funktionalgleichungen (1) analog zu

{3)
Fz, w=F(T*z, Q(a, ¥ (z), w))

fir keN. Mit @, dem Vektor der Koeffizienten von Q, sei 2,(w
=0 (a, u, ©) und &% = Q, (I (o)} gesetzt; es ergibt sich damit fiir keN

Q(f(@) = Fla, o) = F{T*x, ™).

Um im folgenden F an den Stellen (T*«, ©*) zu untersuchen, erweist
sich die folgende Definiton als niitzlich.

DeriNtTION 5. Sei #:= K [w] der Ring der Polynome in w mit Koeffi-
zienten in K. Es bezeichne #(w) die Menge aller Polynome pe # fiir die
p(@(w) fiir alle ke N identisch verschwindet, #, und #,(w) bezeichnen fiir
jedes pe R, die Teilmengen der Polynome aus # und #( e), deren Grad in
jedem w, hichstens g ist.

Das folgende Lemma gestattet es, die Menge #,(w) dadurch zu charak-
terisieren, dal} die Koeffizientenvektoren der Polynome aus #,(w) gewisse
lincare Bedingungen erfiillen miissen.

Lemma 1. Fiir Jetles e €N gibt es eine Mairix M, mit folgenden Eigen-
schaften:

(a) Es ist Mye M{Z, ry, r;) mit ry 1= (g+1)" und

p il
[]mme+1)<ry <[ (mme+1)%
i=1 : i=1 ’
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(b) Fiir alle p(w Z Y,w'ed, mit g= (¢, ..., Q)ENG gilt pe#,(w)

genau dann, wenn MQ' Y= 3.
(c) log||M,ll, < Cymg(m+log H).
{d) rg M, > 0.
(e} rg M,, <2"rgM,.
Beweis. Fiir jedes pe &, gilt

N
pl@) = 3 it

P
mit N paarweise verschiedenen d;eC* N < [[(mme+1), und von &

unabhéingigen Polynomen p;(#) in uy, ..., u,, mit 0, p;<mmo, 1<i<p
(Vgl. Loxton und van der Poorten [2], Beweis zu Lemma 4.) Aus der

Bedingung des identischen Verschwindens von p(Q,(w) fiir alle ke N folgt

... dy 1T pe ()
........... ' : =9,
Y d¥ L py ()

Aus der Regularitit dieser Matrix erhilt man p;{w) =0, < N, ais
notwendige und hinreichende Bedingung fiir pe #,(w). Ist p(w) wie in (b}
dargestellt, so iiberlegt man leicht, daf} dic Koeffizienten der Polynome p;(u)
Linearformen in den GréBenY,, 0 < s < (g, ..., ¢) €N™ sind, und die Beding-
ungen an die p;(u) daher Zquivalent dazu sind, daB die Y, einem homogenen
linearen Gleichungssystem mit ganzrationalen Koeffizienten geniigen. Aus der
Definition von £, ergibt sich die in-(c) behauptete Abschatzung fiir die
Koeffizienten der Matrix M, die dieses Gleichungssystem beschreibt. Damit
sind die Teile (a) bis (c) des Lemmas gezeigt. Teil (d) folgt sofort, da M,
wegen 1¢ 2, {w) stets von der Nullmatrix verschieden ist. Teil (ej ist wegen
rg M, = dimg £, —dimy 2,(w) dquivalent zu Lemma 5 bei Loxton und van
der Poorten [2].
Derpvrion 6. Set .« der Ring der Potenzreihen

E(z, w) = z JCE
in z mit Koeffizienten p;{w)e #, die in einer Umgebung des Ursprungs z = 0
konvergieren. Dann definiert man den Index der Funktion E(z, wye & im
Punkt o durch ind E(z, w):=min {i| p;(W)¢ #(w)} und indE(z, w):= oo,
falls dieses Minimum nicht existiert.

Lemma 2. Bei E,, E;e sl gelten die Aussagen
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(a) ind(E, Ej) =
(b) ind(E,+E,) =

ind E, +ind E,,
min(ind E,, ind E,) mit Gleichheit, falls
ind Ey s ind E,.

(c) Fiir F(z, w), wie in (2) erklirt, ist ind F(z, w) =0

Beweis. Aus den in Vorbemerkung (c) beschriebenen Annahmen 1ifit
sich zeigen, dal #*{ew) ein Primideal in # ist. Die Eigenschaften (a) und (b)
lassen sich daraus dann mittels der iiblichen Schliisse herleiten. Aus Vorbe-
merkung (b) weill man, dall £(0) = 0, 1 << p, vorausgesetzt werden darf:
Teit {c} ergibt sich daraus durch elementares Nachrechnen.

Zur Konstruktion der Hilfsfunktion ist es notwendig, die Betriige und

Nenner der Potenzreihenkoeffizienten von F(z, wy geeignet nach oben
abzuschitzen.

Lemma 3. Fiir jedes je Ny besitzt F(z, wy cine Darstellung der Form
Fiz, wy = Z Bij(w) 2
i=0

mit Polynomen B;; aus f#’, Diese haben die Eigenschaften
(a) A(By) <(C, 0¥"CL fiir ieN,
(b) A_(Bo,i) & O,
() Dy Bj;ely[w] flir ie No.
Beweis. Sei b(z)e K(z) mit b(0) =0 ecine in einer Umgebung von 0
holomorphe Funktion mit der Potenzreihenentwicklung
=]
b(z)= ) bz*
. i=0
Dann gilt
) bl<y*t  und  83tib, el

Gilt flir eine bei 0 holomorphe Funktion f(z) =Y £z’ mit « €K die Funktio-
nalgleichung f{z) = af (Tz)+b(z), so folgt fiir jedes ieN

= Z a by
kA

wobei liber alle Paare (k, A) mit r*4 =i summiert wird; man beachte T = (r)
im Fall n=1. Aus (4) ergibt sich

(5) Fl<y, und & fielg.

Da die Funktionen f;{(z) aus dem Satz Funktionalgleichungen des obigen
Typs erfullen, gilt auch flir ihre Potenzreihenkoeffizienten £ eine zu (5)
analoge Aussage. Daraus erhilt man fiir die durch

L@ S @ = :L“,Oﬂ,.zi (e N)
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14
erklirten Koeffizienten f;,, ie N, mit |p:= Y u

=1
(6) )<y und 85, el
Fir die in der Formulierung des Lemmas erklirten B;, (w) gilt
B(wm) = z W,u.ﬁ,u
,u=0
und aus (6) folgen fiir j = 1 die Behauptungen (a) und (). Teil (b) ist wegen
0y =0, 1 <j<p trivial. Man setzt nun
. Bl'j(ﬂ’)::ZBiIl(“‘)...ijj(“'),
wobei tiber alle j-Tupel (iy, ..., i)e Nj mit ij+ ...
Daraus ergibt sich die Behauptung fiir alle je N,.
LemMa 4. Seien D, sy, 85, ne N und L ein algebraischer Zahlkirper. Es
gelte fiir die Matrizen Aye M(L, s;, n) und Aye M(L, s5, n):

+i; =1 summiert wird.

A
(@) ry:=r1gd, <rgl:A1] =17,
(b) DA, e M{I, s, n).
{c) SeR™ ist eine obere Schranke fiir die Hiuser der Elemente von Ay
Dann besitzt das System

A X=06 und A, X#0

eine Lisung xe I mit ganzen Koordinaten, die mit einer nur von L abhiingigen
Konstanten Cy der folgenden Abschiitzung geniigen
max |x,l< (Cyr, D)y H27Y,

1<vsn

Beweis. D-§ ist eine obere Schranke fiir die Hauser der Elemente von
D-A4;. Man setzt nun

DA,
A= A eM(L, s,+5,, n)

und konstruiert aus 4 eine neue Mairix B, indem man, beginnend mit der
ersten Zeile von A, die Zeilen streicht, die L-linear abhiinglg von den iber
ihnen stehenden Zeilen sind. Fir B gilt

B
B:[ l]GM(L, Paa h), 1B =7,
‘BZ

mit einer Matrix B, e M(I, ry, n), die bei Anwendung des gleichen Verfah-
rens aus D - A; entsteht. Wihlt man in analoger Weise aus den Spalten von B
nun r, linear unabhingige aus, so gilt fiir die entsichende Matrix C:
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e[%
Cy
und C, e M (I, ry, ry). Mittels des Siegelschen Lemmas (vgl. Schneider [9],

Hilfssatz 31) LHf4 sich nun das homogene lineare Gleichungssystem C,u =0
pichttrivial durch ein we I} mit

max il < (Cyr, DSY V2T

185i%ey
losen. Aus der Invertiecbarkeit von C folgt Cu # 0 und damit C;u +# 0. Man
erhiilt daher eine Lésung x &[] des Ausgangssystems, indem man x; = 0 setzt,
wenn beim Ubergang von B nach ¢ die ite Spalte gestrichen wurde und x;
=u, setzt, wenn die i-te Spalte von B in die j-te Spalte von C libergegangen
ist.

EM (L, 1y, vs), 1EC=r,,

5. Konstruktion einer Hilfsfunktion, Nach den Vorbereitungen durch die
vorangestellten Lemmata ist es nun mdglich, eine geeignete Hilfsfunktion
Zu konstruieren.

Lemma 5. Zu jedem geN mit ¢ = C§ gibt es Polynome

PQ(Z: W)., R pg(zs W)EIK [Za W],

so dafi gilt:

(a) ind po(z, W) # 0.

(b) ind E, (z, w) = C{J"0** =: G, wobei gesetzt ist

Q '
=y pylz, W F{z, wy.

j=0
o und 0K p<mist &, p; < 0 Zowie
log Ap;) < Cyy 0" (mlog H+¢'?).
Beweis. Mit Unbekannten x;, fir 0<j<p 0<i<po 0<s<
(o, ..., 0) EN" setzt man

[ ¢ )
o pilz, w) = ZO Zoxﬂ,z‘ W

Je= () x=
Dic in Lemma 3 erklirten By stellt man mit by, € K in der folgenden Form
dar

{c) Fiir 0<j< o und 8, p;<

(8) - By{w} == Y buw' (i=(j.... )eNG).
1= 0
Substitution von {7) und (8). in der Definition -von E,{(z, w} liefert dann

oz, W)= Z Ap(w) 28
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mit
¢ minli,g} ¢+ y minftg)

A=Y T (X (X xusbiier-0) W)
j=0 I=0 =0 =0
wobei min{fa Q) = (min(‘c‘,, Q})ISvém'
Schreibt man die Polynome 4;(w) in der Form

2¢
Ai (W) = Z ;. wt’
i=0

so entstehen die Koeffizientenvektoren a; = (a;,)o <, <2, dabei (nach geeigneter
Anordnung) als Produkte zwischen x = (x;,) und einer Matrix N, deren
Elemente die by, mit 0 < j < ¢, 0 < 7 < g sind. Man bestimmt die x;, so, daB

L. mindestens eines der Polynome p; endlichen Index hat,

2 Ai(we P, (o) fiir 0P <G gilt.

Lemma 1 gestattet nun die Riickfiithrung der genannten Forderungen auf
die Losung eines linearen Gleichungssystems der in Lemma 4 betrachteten

Art. Die erste Forderung bedeutet, daB j, [e{0, ..., ¢} existieren sollen mit
e -
Y X W' P, (o).
s=4Q

Dies ist aber wegen Lemma 1 (nach geeigneter Anordnung der Koordinaten
von x) dquivalent zu A, x # ¢ mit

M, 0
Allv_‘w . }
0 M,

kil
A, enth#lt (p+1)>-mal die Matrix M, entlang der Hauptdiagonalen. Die
zweite Forderung ist, wiederum nach Lemma 1 und geeigneter Anordnung
der Koordinaten, gleichbedeutend mit My, 4, =0 fiir 0<i<<G. Wegen g
= N;x formt man dies dquivalent um zu 4, x =0 mit

MZQNOW
Al L : .

M2aNG

Um Lemma 4 auf das System 4, x =0 und 4,x # 0 anzuwenden, schitzt
man die Hiuser und Nenner von 4, mittels Lemma 1, Teil (c), und Lemina 3
ab. Dal} die in Lemma 4 an die Ringe der Matrizen gestellte Bedingung
erfiillt ist, folgt mittels (d) und (e) aus Lemma 1. Lemma 4 liefert dann cine
Losung x mit Komponenten aus I, die den gestellten Forderungen geniigt.
Mittels der Abschiitzung der Hiuser ans Lemma 4 folgt die behauptete
Ungleichung fiir die Lingen der Polynome pi{z, w). Nach Konstruktion hat
mindestens ein p,(z, w) einen endlichen Index und mit
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I'=min{j| indp; # w0

gilt wegen Lemma 2
!

4 . . e~ .
ind 3 pilz, WF(z, wW=ind ¥ p;. (z, WF(z, wY.
i=

j=o0 0
Daher kann 0.Bd.A. ind py # o0 angenommen werden und simtliche der in
Lemma 5 gestellten Bedingungen sind damit erfiillt.

6. Abschiitzungen. Da dic in Lemma 5 konstruierte Hilfsfunktion einen
Hhohen” Index besitzi, gelingt die Herleitung einer geeigneten oberen
Abschiitzung filr die Werte E,(T*a, o),

LemMa 6. Fiir 02 C7y und ke N mit r* 2 C ;logH gilt

logIEa(T"a, o) € -Cr o™,
Beweis. Mit den in Abschnitt 5 erklirten Polynomen A;(w) folgt aus
Teil (b) von Lemma 5
ol
EP = E (T'a, o) = Y  A(a™)(Tra).
i=G+1
Aus Teil (¢) von Lemma 5 folgen fiir i > G und 0 < 4 < m die Ungleichungen
log A(4,(W) < 1 (i+¢**mlog H) ;
sowie (7wﬂ A; € 2p. Zusammen mit

log|w®| < y,(k+logH) und  log|T o' € —y;irt
I

erhilt man

|EW] < Y exp(ya(—ir*+ omifik + gmlog H))
i=G

< exp(ya(— C1d" ™% r* + pmik + gm log H)).

Daraus folgt die behauptete Abschiitzung.

Fir die algebraischen Zahlen p;(T*a, @) lassen sich folgende Unglei-
chungen herleiten.

LemMa 7. Bei ¥* = C,slogH gilt

(a) loglp; (T o, &) < Cyqmoigr* fiir 1 <j < g,

(b) logipe (T*a, &™) = ~Cy, mimgr, falls. po(T*a, &™) 5 0.

Beweis, Teil (a) folgt mit Schliissen Zhnlich zum vorangegangenen
Beweis von Lemma 6. Zum Beweis von Teil (b) stellt man die in den
Funktionalgleichungen der f;(z) auftretenden rationalen Funktionen b;(z) in
der folgenden Form dar '

by = P2

1€i<g
2:(z) A=<i=<n
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mit teilerfremden Polynomen p;, ¢, €1 [z]. Wetter sei D, ein gemeinsamer
Nenner der ¢ fiir 1 <i<p Mit

QP (2) qu(TJZ) (I<i<p keN)

gilt dann
DF* QM (2 0, (b (2))

ist in jeder seiner m Kompernenten ein Polynom mit Koeffizienten aus 1.
Der Grad eines jeden dieser Polynome in = ist durch y,#r* beschrinkt und
der Logarithmus der Linge ist hdchstens y,(mk+log H). Fiir jedes = N¥
mit < ¢ gilt daher

(DF* Q% (zym)me Oy (b™ (2))' e I [2].
Es besteht aber
Po(z) = D5 Q9 (2" po (T z, Q, (6% (2))

aus einer Summe solcher zusdtzlich noch mit Faktoren (T*z)°, 0< s < g,
versehener Terme. Daher ist Po{z)e I [z], und sein Grad liBt sich nach oben
durch yymimor* abschitzen, Fitr die Linge folgt aus fritheren Uberlegungen
m Verbindung mit Teil (¢) von Lemma 5:

A(Pg) < exp(yq me(mk+log H)).

Die Anwendung einer Liouville-Abschitzung (vgl. Galochkin [1], Lemma 5)
liefert dann das Behauptete.

7. Beweis des Satzes. Ahnlich zu Loxton und van der Poorten [2],
Lemma 8 beweist man:

LemMa 8. Seien dy, ..., dye C* paarweise verschieden und g,(2), ..., gy(2)
in einer Umgebung von O holomorphe Funktionen, die nicht alle identisch

verschwinden. Dann gibt es eine von d und g abhiingige Zahl €, > 0, so daf fiir
alle ke N, k = C, mindestens eine der Zahlen

Z g (T ) (1€i<N)

=1
von Null verschieden ist.

(Lemma 9. Mit einer nur von o und m abhingigen Konstanten ¢,
=Ci(g, m) >0 und

= ﬁ (mmy o+ 1)

ist fiir alle keN, k> C,, mindestens eine der Zahlen Po{T e, Dy,
1<i< N{p, m), von Null verschieden.
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Beweis. Stellt man py(z, w) wie folgt dar

’_)
polz, W)= 3 p(w)e,
i=0
so weil man aus den Uberlegungen zum Beweis von Lemma 1, daB es
Ny < N{g. m)"/* paarweise verschiedene Zahlen ¢, ..., ty, € C* und Polyno-

me ¢’ (meK[u], 0<i<o 0 N,, gibt, so daB fiir alle ke N gilt

(9) P {2 (b™ (2))) == Z 5 ¢ (5™ (2)).

Setzt man M9 (z) 1= fj( oc]—-—a, HE Rirt <)< p keN, so kann pg(TF e, o'
wegen b (z) = /,( z)~uf f1{T*z) umgeformt werden zu

[

polTra, o) = 5 p{Q (M (T*2)))(T" )

Da die p;(@,(h*¥(z2))) Polynome in den transzendenten GréBen f(z) sind,

erhiilt man aus (9)
N2

(10) P9 @) = 3 453 (£ (=)
Ciw
mit N, < N(p, m) paarweise verschiedenen Zahlen d, ..., dy, e C* und Po-
lynomen 4} () eK [u]. Die Zusammenfassung der in (10) erhaltenen Darstel-
lungen liefert
¢

R § (0 (#6) - z e
mit Funktionen g;(z), 1 €j< N,, die in einer Umgebung des Ursprungs
holomorph sind. Wegen [, {T*a) = po{T*a, ©®) folgt dann aus Lemma 8 die
Behauptung, falls nicht alle g;{z) und damit auch I'y(z) identisch verschwin-
den. Wegen der algebraischen Unabhingigkeit der Funktionen f;(z) kann
letzteres aber nur dann der Fall sein, wenn siimtliche p; (Q,(w)) mit k. N,
0<i <o identisch verschwinden. Dieses bedeutet aber p;(w)e #,(w} fur
0<7i <o und damit ind py(z, w) = co, was nach Konstruktion von py(z, w)
in Lemuma 5 unmdglich ist.

Bemerkung. Die im Satz cmgegcbenc Verbesserung unseres Resultates
beztiglich C d) im Falle a; = ... =a, = 1 folgt, da in diesem Fall N(g, m)
=1 gezeigt werden kann,

Seien nun die Parameter ¢ und & so gewdhlt, daﬂ mit hinreichend grofd
gewihlten Konstanten y,, y; und ¢, gilt

297, =y logH+Cy(e, my
auBerdem geniige k der Bedingung po(T*a, w™} £ 0. Dann sind die Voraus-
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setzungen aller Lemmata erfiillt und es folgt mit
—IZ o, flay| = |F (T*«, &%)
durch Kombination von Lemma 6 und Lemma 7
exp(—Ci" 0 1) = |E (T* 2, &™)

@
= [po(T*a, ™)+ 3 p;(THa, o) F(T*

j=1

%, o]

2 exp(— Cy, mimgr*) — o max (4, 4% exp(C, ; mmpr).
Dies liefert

4z "z;(eXP(—(ClﬁCm) imgr)—exp(—(CJ" 0"2+ Cy  1iim) or¥))

und unter der zusitzlichen Bedingung o > v7 gilt

(11) A 2 exp(— 7y, mimort).

Man setzt nun g:= [9¥] und bestimmt davon abhéingig k' gemif
™ 2y logH+Chlo, m) > ¥ 1

Aus Lemma 9 folgt, daB fiir mindestens ein k zwischen k' und k'+ N (g, m)
die Ungleichung po (T x, @) 0 gilt. Damit erhilt man aus (11) die
Abschiitzung

~C1d)

A>CydH
mit log C, (d) = »*".
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