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Untere Abschitzung fiir die Anzahl der B-Zwillinge
auf kurzen Intervallen

yon

G. BantLe (Ulm)

1. Einleitung. Bs sei # die Menge aller natiirlichen Zahlen, die sich als
Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen darstellen lassen. Die Elemente von
# heiBen B-Zahlen. Das Paar (n, n+1) nennen wir B-Zwilling, wenn sowohl
ne# als auch n+1ed ist. Ferner sei

Bylx, k, ) =In<x: ne B, n+tleB, n= 1k},

d.h. die Anzah] der B-Zwillinge vor x in der Restklasse Imod#k.
1965 zeigte G. Rieger [14] die obere Abschiitzung

By(x, 1, 1)< xflog x.

Erst 1974 gelang es Indlekofer [3] und Hooley [2] mit zwei
grundverschiedenen Methoden, die andloge untere Abschitzung zu zeigen.
Hooley beniitzte hauptsiichlich Ergebnisse aus der Gitterpunktlehre, wéhrend
Indlekofer obige Abschiitzung mit dem eindimensionalen Sieb und einer von
Iwaniec [4], [5] stammenden Technik zeigte.

1978 iibertrug Kelly [12] diese Methoden auf kurze Intervalle und zeigte
fiir & > 5/6 mit der Hooley’schen Methode bzw. fiir 6 > 0.9972 nut dem Sieb:

By(x, 1, 1)=B,(x—x% 1, 1) » x%log x.
Fir § > 1/2 erhielt er die analoge obere Abschitzung.
In dieser Arbeit zeigen wir folgenden
SaTz, Sei A >0, 1 €k < (logx)*, (k, 2l{1-+ 1)) = 1, dann existiert eine nur
von A abhingende Konstante ¢ > 0, so daf fiir geniigend grofies x

g

BZ(x: k: ”—BZ(X-—X”, k, l);% H 4 x

— i 0208521,
vk P2 logx fir
PEEIC]
Der hier erziclte 6-Bereich ist zwar etwas kleiner wie der von Kelly mit
der Hooley’schen Methode erreichte, allerdings 1dBt sich diese Methode nicht

aof Restklassen- iibertragen.
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Diese Arbeit ist cine Kurzfaésung meiner Dissertation, die ich bei Prof.
Dr. H-E. Richert angefertigt habe; fitr seine Anregungen méchte ich mich an
dieser Stelle recht herzlich bedanken.

2. Bezeichoungen. Mit p bezeichnen wir wie iiblich eine Primzahl, mit P
die Menge aller Primzahlen und mit # eine Teilmenge von P, speziell sei
P(z) ={pe#: p<z}. Als Teilmengen von # verwenden wir

PPE)i=lp <z p=3(), pra),  PPi=P(0), Pai= AP (o0),

Den gr'(i{ﬁtén gemeinsamen Teiler zweier ganzen Zahlen a und b kiirzen wir
mit {a, b) ab. Wie iiblich sei u(n) die M&biusfunktion, t(n) die Teilerfunktion
und ¢(») die Buler'sche Funktion,

e(x) = eluix,

L_‘L 22, Y =x—[x]-4%

wobel [x] die grifite ganze Zahl < x ist.

Mit C' bezeichnen wir d1e Klasse aller auf R einmal stetig
differenzierbaren Funktionen und mit C* die Klasse aller auf R beliebig oft
differenzierb. Funktionen.

Beziiglich Summationen vereinbaren wir:

Y bedeute die Summation iiber ein volles Restsystem modd und
vmadd

% die Summation iiber ein primes Restsystem modd.
vmod d

Mit ¢ bzw. 7 ‘bezeichnen wir stets positive reelle Zahlen, die wir uns
klein denken, die sich aber ebenso wie die Konstante ¢ durchaus von Lemma
zu Lemma unterscheiden konnen.

3. Siebergebnisse. Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis. beginnen,
geben wir zuerst die in dieser Arbeit bendtigten Siebresultate an; sie stammen
in der verwendeten Form alle von Iwaniec und geben einen Uberblick iiber
Siebabschidtzungen im halb- bzw. eindim. Fall.

Gegeben sei eine endliche Folge ganzer Zahlen & und eine Menge #
von Primzahlen # < P. Q(#) sei die Menge aller positiven quadratfreien
ganzen Zahlen, deren Primfaktoren alle in 4 liegen.

Als Siebfunktion bezeichnen wir

(1) S(<t, 2, 2= |{aed: (4, P(@) =1}|= T 1.
’ (u.;iglj;.“S:l
Fiir de () sei

@) |)|:={ae o a=0())

“die Anzahl aller durch d teilbaren Zahlen aus ..
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X > 1 sei eine Approximation fir |«/(; r(e/, 1}:=|o7|—
w(d) sel eine multiplikative Funktion auf Q(#) und so gewdhlt, daf

w(d)
= ———mX
b 4 p

3) réed
im Mittel bei Summation iiber d klein bleibt {(vgl. Lemma 1-3).

Hiir p¢ # vereinbaren wir noch wie iiblich @(p) =0 und ebenso w(d)
=0 fiir nicht guadratfreie d.

Fir z = 2 sei

@ Moy ] (1_‘”_(1’))_

p<z

Zur Abschitzung von S(<Z, #, z) sind noch gewisse Voraussetzungen

iiber w(p) notig; fir sie vereinbaren wir in Analogie zu [1] folgende

Abkiirzungen:
(€2):  Es existieren Konstanten A4y, 4; = 2, so daB
O<olp)/p<i-1/4,.

Es existieren Konstanten A,, Lz 2 und » > 0, so daB:

w(p)< Ay und

(2, (e, L}):
L Y -c?m@llogp—xlog—z— <4, fir 2<€w<z,
wEp<z w
Mit ( 2(%)} bezeichnen wir die entsprechende einseitige Bedingung L
= co. x heiBt die Dimension des Siebes.
Fiir % = § bzw. % = 1 bezeichnen wir mit F,(s) und f,(s) die stetigen
Losungen folgender Differenzendifferentialgleichungen (vel. [7]):

§*F, {s5) = fir 0<s<fB,+1,
*ﬁ,(s):o fir 0<s5<f,
(5) (FF () ="t f(s—1)  fir s> B,+1,
(¥ ful8)) =us* "' F (s~1) fir s>,

mit B, =1, 8, =2 A, = 2.\/e"/n, Ay = 2¢% v BEuler'sche Konstante.

In dieser Arbeit verwenden wir das halb- bzw. eindim. Sieb in der Form
der folgenden 3 Lemmata:

Lemma 1 (vgl. [6], Lemma 16). Sei z = 2, D = 2, s = log D/log z, dann-gilt
unterr den Voraussetzungen (Q) und (Q,(3) mit einer nur von den A,
abhiingenden Konstanten ¢ = 1 '

d<D
d| #(z)

S(et, #.21) < XV(Z){FUZ{S)-{————(IOg ;)0_21}+ Y Ir (o, d).
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Daneben bendtigen. wir noch folgende spezielle Asymptotik

Levma 2 (vgl. [6], Th. '2). Sei & <= Py und filr alle ac of gelte: der grifite
ungerade Teiler & wvon a erfillt o =1(4). Dann gilt fir 0% < z? < A%
sz max|a, s=logA*/logz und |8 €1 unter den Voraussetzungen (L) und

aect
(2.6, L)):

3 . L+lOgQ 0.21 ) .
S(of, P, 2)= XV(z)< F '+O(e *(— ) + & r(o, dj.
( ) { ){ 1/2(-5) log 4* )i ddl%;_l)Q| dj|

Das eindim. Sieb benitigen wir in der Form von

Levma 3(vel. [7]). Seie>0,Q, > 2,0, 22 D =00, s = log D/log.
2z \/B, dann existiert unter den Voraussetzungen (@) und (Q5 (1)) eine nur
von den A; abhiingende Konstante ¢ 2 1, so daff

S, 2. 2) 2 XV {f, (5)—Cle+e~E (log Dy 3) = R(</, Oy, 0)
mit ‘

(6) R, Q1 Qo)

= z Z Z aql.l(le QZ: s)hqz,I(Qla QZ? {:)I‘(.ﬂj, iy [;2):

L<esp(BeT8) g1 <0y a3 <0y
q1471#(z)

wobei die Kocffizienten a,, 1, by, reell sind, nur von den angegebenen Grifen
abhiingen und durch 1 beschrinki sind:

anl,lF g- 13 Ibq2,l| & L.

4, Aufspaltung in geeignete Siebprobleme. Bekanntlich ist ne 4, wenn n
keinen Primteiler p= 3(4) in ungerader Vielfachheit enthiilt. Folglich gilt
wegen (k, 21(1+1)) =1 ‘

(7 Bylek D=By(x—x k, 1) = S/, 2V, x+2)

mit & ={n{p+1): x=xP<n<x, n=1(16k), L =11616-+4kk, wohei 16
bzw. k Losungen der Kongruenzen 1616= 1(k) baw. kk= L (16) sind (vgl
(1)

 Leider [4Bt sich die Siebfunktion in (7) nur trivial nach wunten
abschiitzen, denn beim eindim. Sieb ist f(s) =0 fiir 5 £ 2. Wir ersetzen
deshalb diese Siebfunktion durch S(eZ, 2%, x*) mit 4 < u < }.

Wegen n= 4(16) haben n und n+ 1 immer nur eine gerade Anzahl von

Primteilern aus 5. Folglich gilt insbesondere filr ein in S, 2P, x¥)
gezithites Paar (n, n+4-1);

(n, jp(:f)) =1, (n+1, :ﬁ"g‘)) =1
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oder
(n, #9 () =1, n+l=gqyp ps
(., Z3)=1, pe®#;, und x*<p,<p,,
oder

(n+1, 2P0 =1, n=q:psps,
(Qza ‘?3) = 11
Wir erhalten also

S(sl, FL X < S, PP, x+2)+

+ X b )

gsxl =2 WpysValg w—xfgpy < pasxiany

pe;  und X< py <y

140(x9)

dabei ist nur iiber solche g und p; zu summieren, fiir die
(615 ";%3“) = 13 P = 3(4)5

(‘IPi pat1l, #P(x) =1, qp,p; =1 (16k}

oder
(@pipa—1, #P0M) =1, gpp=1L+1(16k)

und damit nach (7) die grundlegende Aufspaltung

Lemma 4. Sei

s = {g{m): Xo—Yo <M< Xof

mit
(8) g(m = (16km+1)(16km+1, +1), %o =(x—~1,)/16k,
dann existieren Konstanten I¥ und I¥, so daf fir ¥ <u <}

BZ(xv k: l)_BZ{x_X'B: ks l) Z S(,}ZJ, S?(BR)’ xu)HRl_RZ_O(xs)

vo = x/16k,

mit

(9 R, = E Z

q€xl =2 x¥gp; < Ky
a=4I6) oy =34

(1o M a) = {ap+1: (x—x")a < p < x/a, p = 1F(4K)},
(11) R, = Z Z S(Mz {gpy), 4’7(&“, x“),

g<xt~ 20 s pg <y
7214) Py =3{4)

(12) My(a)={ap—1: (x~x"Ya < p < xfa, p= B (16k)},

S(MI (qpl): gﬁ;]: xu)’

wobei nur iiber solche ¢ zu summieren ist, fiir die (g, k4" =1 ist.
Im miichsten Abschnitt schitzen wir die Siebfunktion S(o/, #¥, x) mit
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dem eindim. Sieb nach unten ab. Im Gegensatz zu Indlekofer bzw. Kelly
behandeln wir das Restglied (6) nichttrivial, indem wir es mit Hilfe einer
neuartigen Technik von Iwaniec durch Exponentialsummen ersetzen, die
dabei entstehenden unvollstindigen Kloosterman-Summen mit  der
Poisson’schen Summenformel in vollstindige iiberfiihren und diese nach
Weyl abschiitzen (vgl [7] und [9]).

Im 6. Abschnitt schitzen wir R, ab. Bei der Abschitzung der
Siebfunktion mit dem halbdim. Sieb verwenden wir die neuesten Ergebnisse
von Iwaniec-Huxley [10] bzw. Ricci [13] tiber den Bombieri'schen Satz aul
kurzen Intervallen. Fiir die Summation iiber ¢ bendtigen wir Lemma 2.

5. Abschitzung ven S(&, #¥, x*). In diesem Abschnitt zeigen wir

LeMMaA 5. Sei #> 0, 8> 4,y =min(l, §0—3), 3 < u < % dann existierr
gine hichstens von 6, u und A abhilngende Konstante ¢ =1, s0 daff fir
X 2 Xoln):

# _
S(es, 2P, X = gllTb_IO (lfl 1) X HP

28 (1),

klogx®, p—1
mit
2 falls pe 4,
i3 =
(3 o) {0 sonst.

Beweis. Zur Abschitzung der Siebfunktion wenden wir Lemma 3 an.
Um dabei die Fehlerglieder besser in den Griff zu bekommen, ersetzen wir in
der Siebfunktion die charakteristische Funktion des Intervalls [xp-— Vg, Xo]
durch eine Funktion fe C*° mit folgenden Eigenschaften (vgl. [9] bzw. [11]):

fim=1

auf [xg—yg, xo],

(14) f(m) = fir m > xo+4 bzw. m < xg—pp—~4, 4 = yox~%,
J@(my< A7 fir alle g = 0, wobei die O-Konstante hichstens von g
abhingt.

Es gilt also
Siel, #P, z)

= §* (o, PO S, A= T fim).

m

(ﬂ(!ﬂ],ﬂ"gk)(:‘)) =]

L2+ C(4),  mit
Mit
(15) = ¥ f(m

gtm) =0(d)
anstelle von (2), ist dann wieder Lemma 3 anwendbar (vgl [11], Lemma 2).
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Die in (8) gewihlte Menge .7 ist ein Spezialfall von [1], Bsp. 4. Wir
wihlen deshalb X = [ f(t)dr und w(p) wie in (13).

Aus Lemma 3 erhalten wir also mit einer von k unabhingigen
Konstanten c=1:

S* (e, P, x4 2 X V(x ";{fl (%}"C(E+a_g(iogm“m)}_

=R/, Q1. @a).
Fir R{«, 0, Q2) {vgl (6)) zeigen wir im nédchsten Abschnitt
Lemma 6. Sei $ <0 <1, >0, B=min(l—8, }0—3), dann gilt fir
O, =x""1% und Q, = x*" 3 mit einer von k unabhiingigen O-Konstanten
R, Qq, @) € X792,
Nach [17, Lemma 5.3 ist

p—ow(p) e’ (Ioglog?:k :
vixY =T —ereTh
Sz » p—1 u]ogx(1+0 log x ))

Wegen f] (s) = 2¢”

fiir 2<s=<4

1 1
og(s ) {vgl. [7]), folgt die Behauptung

fiir 8 <1, Flir 0 =1 geniigt es, das Restglied im Sieb trivial abzuschiitzen.

6. Beweis von Lemyma 6. Hierzu geniigt es,

(16) : R:= ¥ 3y amb,,r(bcf,mn).

MEm<M Ngn<N'
mnl,ﬁ?g‘}(:}
mit M< M €£2M, N<N' <2N, |a,| <1, |b)=<1 abzuschitzen, denn
R{##, Q;, Q,) ist die Summe von <€ (logQ,}-(logQ,) Ausdriicken der Form
(16).

Nach (15) ist
EHENDINN UL IED)

gl =0(d)

> 0.
vmnodd  I=p(d)}
g(r} =0(d)

Durch Anwendung der Poisson’schen Summenformel in der Form von [9],
Lemma 1 auf die innerste Summe erhalten wir (vgl. (3))

-1 by im“’( )|f(¢ e(; )dc

glv) =0{d} k=0

r{</, d)

MN . . .
Mit H:=-——x folgt aus (14} sofort durch g-malige partielle Integration,
Yo

2 — Acta Arilhmetica XLVI.4
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gz 3+1/e (vgl. [11])

-jr@) T % ey 3 (him)}df o(MN>
’ M&m< M NSne N M g(:;moc[mn)o<|h|<H

1 =0
ntn| ygi)(:) (mn;

Die Behauptung von Lemma 6 reduziert sich somit auf den Beweis ven
Lemma 7. Sei f=min{1~8, 303, § <0 < 1, dann gilt fir M < x¥~ 1%

MN
€ 2N, H ="——x% und x,-2y,

N % ¢50 M<M <2M, N< N’ S
[
< &< xo+yo!
M N~ Y | Y b Y Y (hé-m) < MNx~",
MEm<M [N€Sn<N  0<|h|SH vmodmn
mn]ﬁ“g‘-‘(z) g{v} = Ofamm)

Beweis. Wegen (m, n) =1, (16kv+1;, 16kv+{ +1) =1 und p*(mn) =1
folgt

THMN< Y ¥ \ Y. b
MESm<M rs N <N
(m2hi=1 rs=mins)=1 (nom) = 1, nls ,a(k)(z)

) L e(E)

G<thisH qa1.42 vmod mn mn
g1a2=ni@1.42)=1 16ko+1q EO(qlr)
16kv+1y +1 =0(gp5)

CSetzen wir gy =1, ¢y =L +1, ay =L +1, ¢ = I1 und wihien eine Funktion
a(s) aus C* mit

5(5) > 1 aof  [M/r, 2MJF],
17 5(s)=0 fir  s<$(M/r) bzw. s 2 §(M/r),
SO(s) < (Mr)"0  fir g0

50 genilgt es also, firi=1, 2

TL(H, M, N):= Z E o1s) 2 b,

rs N€na N’
(r. 21‘) 1 (“'2’") 1 (n,r8) = 1.n|9’g°}(z)
E—v
b e (h o
O<|h|<H aj.4n vmad gy gors rsh
aj927=n 16kp+a; =0(gayr)

(41.92)=1 16ke+e;=0{g08)

. abzuschiitzen.
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Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der Vereinbarung, daf3
sich die Summationen nur iiber solche r, s, 41, g4, gs, g erstrecken sollen,
fiir die

(f', S) == (qh qZ) =(43: 514) = 11
(rsq1g2954a, 2k) =1, (1S, 4192 4394) = 1,

erhalten wir

T, M, N)«(Mxﬂ >y
revM

VM OS|R|S4HN N€njny< N O<|hy|€H q1.82:43.94

O<lhp|€H qrq3 =41
hinp—~hani =R g3g4=ny

Eé(s)e(R‘ ¢ —k—lv+—ﬁ5vw))m,

]'Snl iy TSI’Il FShy
wobei » und w die mod g, g,rs bzw. g3 q47s eindeutig bestimmten Losungen
von

16kv+a; = 0(g, 7)
16kv+c; = 0(g,5)

16kw+a; = O{qy 1)
16kw+c; = 0(q,9)

sind.
Mit
= L 54, g (16K Bk — ) — &
v= 16kssq2qz( G =Tt
’ 1 c
d — - i
un w= 16kssq‘,,q‘,,(16.?.:16ka o) Tew

wobei 5, g, g, und 16k Losungen der Kongruenzen s5== 1(16krg, q, g5 q4),

G202 = 1(16krqy), q.Gs = 1{16krgs). bzw. 16k16k=1(g;q,q3qs7) sind,
erhalten wir also

(18 T(H, M, N < (M 5
r< M O<RS4HN NSapnp< N 0<|myllhgi<H 41.92.83.44

hyng—~kyny =R qyqp=ng

4394703

. 172
{(hyn3 g2 G2 —hyny q,4,)(16k16ka; “‘Ci)) ) -

1)1/2 < MNI/Z H1/2 xlz: < MINx~*® lezya 1/2 x9a/2,

(R(16k£+c,-) 5
16krny nys  16krn, n,

‘Der Diagonalterm R = 0 liefert den Beitrag

(19)

<o YN
N&nj<N' na.ky
0<|hplSH nghy=nqhg

d.h, er geht in der O-Abschiizung von Lemma 7 auf.
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Zur Abschiitzung der restlichen Summe, die wir mit T*(H, M, N)
bezeichnen. wollen, betrachten wir zunéchst

Z 5(s)e(h—1-+5§—)

m s

(20) Y=

(sml) 1

Mit der Poisson’schen Summenformel folgt sofort

e L= e (hw) T sl (_Ré'_)

my s my s
. s=l{my)
id ! l ' R K
L E (el L)) e[
?7‘11 K=— o \Mmodmy ny my n, t my,
1

Z Sth, — K, m)I(RE, K, my).

ml K=o

Fiir die Kloosterman-Summe gilt nach [9]

(h, K, m)»P2mt2z(m) falls K=0,

o) —_— <3
{22) Sth, -K, my) < {(h, m) 2 T (my) falls K =0,

Zur Abschitzung von I{R¢', K, m,) verwenden wir
Lemma 8. 6(r) erfidlle (17), dann gilt fiir g2 0 und R =

(23) IR, K, my)
MA\'"9|K]  RE (MY A\T¢ KM? )
(__) (_+__(—) ) falls RE? ¢ [1_/5, 5],

r my m\r

M 3/2 my 1/2
(-r"_“) (-R-E;) Sonst,

<

Der Beweis verlduft vollkommen analog zum Beweis von [11], Lemma 3.

Mit (22) und (23) erhalten wir aus (21) fiir g, >0 und q = 2:

e
y gy {MOFLT g i\ 172
cm) {ﬁh my) 2wt (RE) l(r) m ”Z(REM:)I +(sz31) }

e xs (4.

411 Lmg
T(ml){(h: my) 2 mit " (RE) TN (—Ag) 1 B (M) 1}
r
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Zur Abschitzung von T*(H, M, N} — vgl. (18) — wihlen wir ¢, =1, g = 2,

my = 16kiny ny, &' = 16ké+c; und h = (hy nyq, Gy — hany g, 8, (16k16ka, —c,).
Wegen

H
1< (n, nz)ﬁ—l-l < (ny, ny) x>

O<lhyl.lhy| € H
hyro—han; =R

folgt

Z Z NSM——IrS_f}‘.

N€nj.np €N (rs Mi~E S.RS.MZfi’rz O<|ngl.lhg| S H
hyrq~lm =R

NM2(h, )2 N3 MrY2 (R \H2\\\112
+ Y ) ) ( re? TRy A
ISRE4HN 0<|hy||byl €H g 7 XF Rx M

hyng—hgny =R

T*(H, M, N)< (Mx"”

M3 N3IZ gtz N2
'8 + iz

3/8 n73/2 3/8 a73/2
<MNx“E/2( MUNT MW )

+ =
% 172 3Ha- 174

und damit zusammen mit (19) die Behauptung von Lemma 7.

7. Abschitzung von S(M, (a), 7%

mit dem halbdim. Sieb
LEmMMA 9. Sei a<x!17% 2 <0

Y, x). In diesem Abschnitt zeigen wir
1, max (3, B(1-M)<u<

S(M1 (@), #, xu)\{ (Ra)_ljzn(l_w_(e)_)

< %, dann gilt

ek - P
1\~1/2 8
X(l__ X 1+O —1—15
P x [B (log x)"/
alog— [—logx—loga
anj o
mit
([ (0—%—¢, % falls a<x¥?
33406, 21+.8
(30—3—¢, 1)  falls ¥ rlgawx 12 e
96 /6189 38./6—73
24) (B, o) = TN~ 792 f6pd—p, TN
(24) (8, 0) ( 2 0-2./6+4—e, > ) falls
33446 21446 48 29
x 12 T2 g e 18

(360-2—e,9) falls ¥ 1
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und

I Jiir pe P,
(25) w(p=<p—1

0 sonst.

Eine um den Faktor 4 bessere Abschiitzung gilt auch fiir S(M,{d), #¥, x¥)

(vl (12).

Beweis. Wegen (ap+1, a) = | konnen wir # durch % ersetzen. Zur
Wahl von X betrachten wir zuerst | M (a),).

Fiir <1, {d, 2) =1, (&, d) = 1, ad= 1(d) gilt (vel. (10) bzw. (2)

A

M, (@)} = H";“‘

—xd
- (ff dhd, I*) - (x X akd, l*),
a [#]

denn die arithmetischen Progressionen —a(d) und ¥ (4k) {iberlagern sich zu
einer einzigen Progression ' (4kd). Wir wihlen also w(p) wie in (25) und

1 x—x" 1 x? 1
(4k>{ () i'( a )}=cp(4k)alog(x/a)(”o(log(x/a)))'

' Folglich gilt fiir ein de Q(2%);

(260 |r(M,(a), d)|

£  max max max
*/2aSNSxla gy, (LAkd) =1

(N +h, dkd, ) —n(N, 4kd, ) ~ o (@kd)

li(N+h)— N)’

Zur Abschitzung des Restgliedes in Lemma 1 beniitzen wir

Lemma 10. Sei 2y < x, C> 0, ¢ > 0, dann gilt mit einer hichstens von
e und C abhiingenden O-Konstanten;

Y} max max max

E(N+h: q, !)_-”(N? 4q, mefﬂ?ﬁhm"

q<QUp=1 x/2SN<x A<y @(g)
¥
G o
(log x)*
Jir
yx~Ham falls el
0< y5l2 x " 32w falis X229+ 481361 y < x2’3,
= y(gws<.189)/29x~2vf€+4‘a falis X248 <y < x(129+4v’5)/361,
yaxm’l/ti-—a 'falls xT/12+s <y x29/48
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Dieses Lemma ergibt sich sofort aus den Arbeiten von Huxley—Twaniec
{107 uvnd S. Ricci [13], wir miissen nur x® durch y ersetzen und beachten,
daf3

1 9\2 _ 96,/6—189 29 2294-4,/6
Tt ez} B0 I L
(5 0 25) 2 0mn/6e M p<s<Tog
ist.
xF
Wegen (26) folgt aus diesem Lemma mit @ = 4k = wobei (£, «) wie in

(24) definiert sind:

(]

<o ‘ 1( )d log(x/a))AJ'z.
| IR

Aus Lemma 1 erhalten wir also
S(My(a), 7P, x¥)

1 +2
< XV(x"){Fl B (ucl’fgi)Jr s 5)0_21 } +0 (x"’/a (log (x/a))* )

Diese Abschidtzung gilt auch fiir # = 1. Wegen (24) ist

0 <e<logQulogx <2,

logQ e’ ulogx
ulogx logQ
ist, Mit fl], Lemma 5.3 folgt schlieBlich die Behauptung. Wihlen wir in

Lemma 9 a =qp,, so erhalten wir sofort aus (9)
< 1, max(}, 2 (1—0)) <u <3, dann gil: fir

so daB nach {5)

112

KoroLLAR 1. Sei 33 <0<

_ [plp—1)  falls pe 79,
@1 (p) = {0 Sonst,

1 o M\, 1Y,
R‘g‘rp(k)ﬁl;[(l_ P )(l p) >
i ; 1
ey T G (1+o((__logx)1,5))

i=1ap qpk,gm\/b (9)1og~c log gp
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mit

5 . ‘/ » 2
ay =./4, =1, 3= [———p—— 4 = T,
38./6-73 NE
by (0) = 20—1—s,
b (0) = 30~3—e,
_96./6-189  58./6~ 116
38./6-73

by (0) =40—1—¢,

(27)

by (8)

1

. ; ot
und den Summationshedingungen in Zz :
<i{0)

max(1, x™) < g < min(x" "%, XM7Y, (g kB =1, g = 4(16),
Xi-1® e X
max | x*, Sp<min| [— — |, p=3(4),
g 7 4
wobei
e {8) =0, do(9) =0, dy(0)=30-2,
' - f
| ¢ (0) = 605, dy(6) = 3341"2\/60—21‘;2\/6,
(28)

C3

(0)2332\/89"272\/8’

e () =150~13, d, () =1,

8. Einige Umformungen. Wir werden in diesem Abschnitt, stellvertretend
fur die in Korollar 1 auftretenden Summen, die nicht leer sind,

Y=y 2 ig(q, P, %)
x01<q~.<,x02 x?1/q51-$p<x?2]qaz ar
CgE4H16) =34}
auswerten, wobei g, v, d;, B* nur die in (27) aufiretenden Werte annehmen,
g bzw. u in den in Korollar 1 angegebenen Bereichen licgen und die ¢-
Summationen immer nur iiber solche ¢ laufen fir die (g, ) = 1 st
Zur Auswertung der p-Summation verwenden wir cinen Speziallall von
{6], Lemma §:
Lemma 11. Sei B(1) eine reelle, positive, stetige und monoton wachsende
Funktion im Intervall [z, z,] mit 2< z, < z,, donn gilt

o ! 1 [ B (B(z)
=B(p) == | —=di+0| 2],

11€§<z2 P & 2 J‘ tlogt * log z,

p=3{4y e :
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Die O-Konstante ist absolut und unabhiingig von B(1).
Mit
B(p)=g(q,p,p*) = =,
x

X
log— flog—
gqp qp

vgl. {28), erhalten wir sofort

(290 Y = —;:(logx)“-“’z

13— dzloggllogx

1 dv 1
<z b rofietin)
. Z 0 4 logq) _U_E’_gﬁ (log x)>2

1
xl<ggx —dla 1—v—
— gyflogx U
g=4(16) 1701 log x

Zur Auswertung der Summation iiber g bendtigen wir noch
Lemma 12. Fiir t = {log x)** gilt

) 1
Y oo= 2c*\/@(1+0 ((To—gt)—”s))

85t
q=4{1 6} -
mit
2 1N\ ok
cF = lﬁn(l_m-(m)(lwﬁ) @ (k)
8./ » p r
und :
o 1 fir pe P,
w =
200 sonst.
Beweis. Offensichtlich gilt mit o =lg <t: g= 4(16).  ~ m(k)}
k
Y o1= 3 S, AP, Jo+o.
qsqf(is) (n;"f)il
Auf die Siebfunktion wenden wir Lemma 2 an. Dazu wiillen wir o (p)

= @, (p) und X =1t/16k. Da die Voraussetzungen erfiillll sind. crhulien wir
mit Q =(log?z)> und [1], Lemma 5.3 durch triviale Abschitzung des
Restgliedes

1 t

) . 1Y
St 250, \/;) - mc . /logr(l-l_o((logf)”s))

und hieraus durch partielle. Summation die Behauptung.
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Durch erneute partielle Summation mit Hilfe von Lemma 12 erhalten
wir aus (29) schiieBlich unter den Voraussetzungen von Korollar 1

i
(30) 3 2 —g(g, p, B%
xel <q-€x92 scyllqﬁl%p<xyzlq§2 qp
g=4(16) p=34)
1 wz(p)‘( 1) ok 1 ( ( 1
= 1—— — {1+ 0| e
16\/51;1( P ) p k log x (log x)!/*
ey v~ daw
[ ——
S b v{l—v— w)\/ﬂ v w\/w

Zusammen mit Korollar 1 folgt hieraus die endgiiltige Abschitzung von R, .
Genau dieselbe Abschitzung gilt auch fiir Rz (vgl. {11)).

9. Zussmmenfassung der Ergebnisse. Aus Lemma 4, Lemma 35, Korollar
1 und (30) erhalten wir

Lemma 13. Sei 32 <0<, max[4,‘2(1 M) <u< /2, =
B e>0, >0, 1< k< (logx)h, (k, 2(1+1) = 1,

2 iir pe PP,
w{p) = {0 fir pe
sonst,

dann existiert eine hichstens von 0, u, A und & abhiingende Konstante ¢ = 1, so
daf fir x> xo(n):

BZ(x: k’ 1)_32(X*xﬂ, k‘l l)

Hp w(p x° X - c,?){ilog(%—-l)“taifi}
i

Tl:p p—1 klogx 1

min(l, ()

mit .
minl —~ 2udg(f) —u)  min(1/2~1/28,d;(0) ~1}
di

v(1—v—0)/b (@) —v-
max{(0,cp{8} man{u, dj . (03 1) ( )\/b, (0) It

a;, b; (&), ;& und d,(0). aus (27) bzw. (28), wohei

Ii'"--':

by jrode  falls a<b,
:.U(t)dtz 0

sonst .

Die Behauptung des Satzes folgt aus diesem Lemma durch Auswertung
der Integrale. Die Integration nach v kann noch exakt ausgefiihrt werden,
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wihrend die Integration nach t numerisch durchgefiihrt werden muB; zuvor
mul} allerdings noch partiell integriert werden, da die Integrake fir =0
uneigentlich werden,

Mit u = 3/8 ergibt sich fiir & = 0.8521

7t ¥ - 29 2
—10g(——1)——( Uyt t — e Iy );2.5-10—4
b \u VA 38 /6-73 /3T

und damit die Behauptung.
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