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Suppose ¢ < 2 and
logdl < ¢(loglogd/logd)®.

Then for sufficiently la.rge d, inequality (4) implies ¥ = 0 and hence
oFi = 6 for some &, 4,4, k. I 4 =£ k&, say ¢ < k, then there is an automor-
phism o of Q(6,, s, ..., 0;) such that of; = 8, = 6F#*5. If [6,] 1 then
o™6; approaches 0 or co as m — co. This is impossible and henee 16;] = 1.
Conjugation. of the equation 0F¢ = 7% shows that all of the f; have absolute
value 1, hence they ave roots of unity, by Eronecker’s theorem. If p,
= Py = P, then 6,/8; is a pth root of unity, and M{6) = M (5%) whers
f7 is an algebraic integer of degree d/p. For each d > 1 there exist only
finitely many algebraic integers @ of degree d satisfying M (6) < 2. Thus
there exists a function H(®) > 1, such that if M(O) < H(®) then & is
a roob of unity, and then V{a,r) = 0. Hence there exists & monotonically
decreasing funetion & (@) such that if log M (&) < G(6), then V(a,») = 0.
By what we have shown, we can choose G(8) = ¢(loglogd/logd)® for all
sufficiently large d. Now if @ has degree d and log M (@) < G{8), then
either & is & root of unity or there exists a prime p such that O has degree
dfp and log M(67%) =log M (0) < &{d) < G{d/p).

This completes the proof by induction. We have tried improved
estimates of the Vandermonde and variations in the choices of its column
vectors. While we can improve the error term in

M(0) > 142 (loglogd logd)*+o((loglogd log d)),

if & is not & root of unity, none of the changes improves the constant 2

References

[1] EB. Dobrowolski, On o guestion of Lelmer and the number of irreducible factors
of o polynomial, Acta Arith. 34 (1979), pp. 391-401.

(2] Ch. Méray, Sur un déterminant dont celus de Vandermonde west gw’ un cas parti-
culier, Revue de Mathématiques Spéciales, 9 (1899), pp. 217-219.

UNIVERSITY OF CALIFORNIA

Los Angeles, CA 90024
USA

Received on J0.4.7981

and in revised form on 5.5.1981 (1249)

icm

ACTA ARITHMETICA
XLIT (1982)

Courbes définies sur les corps de séries formelles
et loi de réeiprocité

par

J. C. Dovar et C. Touisr (Tunis)

Introduction. Soit &, un corps algébriguement clos de caractéristique
queleongue, Rim et Whaples ([57]) ont montré gue pour les corps de fone-
tions définies sur kb = %,((T)) il n'y a pas en général de loi de Téciprocité.
(On dit que la loi de réciprocité est valable sur le corps % si Pour tout
corps de fonctions d’une variable K sur %, ’application norme résiduelle
induit Pisomorphisme:

(%, LiK):OKINGL - Gal (LK)
pour toutes les extensions abéliennes finies I de K, ol O désigne le groupe
des classes Q'idéles et ot N = N, est la norme.)

En fait, les corps qu'ils considdrent sont des corps de fonctions de
courbes dont le genre est strictement positif et qui ont ,,relativement
bonne réduction” mod T, i.e. dont la courbe rédmite est encore de genre
strictement positif ([8], corollaire du théoréme 2).

Le but de ce travail est de montrer que si X est uue courbe régulisre,
compléte, irréduetible, définie sur % et dont la jacobienne a ,,trés mau-
vaige réduction” mod 7, ie. la réduite mod T est de fype additif, alors
Ia Joi de réciprocité est valable pour le corps de fometion %(X).

Plug précisément, en combinant un résultat de Ogg [4] avec un
résultat de Rim et Whaples [5], on obtient:

THGORBME, Soit X wune courbe algébrique, fmeducmble, Iisse, compléte,
définie sur unm corps de séries formelles k = ko((T)) otv g est un corps algé-
briquement olos de caractéristique nulle. 8% la jacobienne de X a ,4rés mau-
vaise réduction’” mod T alors la 1ot de réoiprocité est valable pour le corps
de fonetions #(X). :

Nouns montrons méme que dang la situation conszdéree, ceclt esh le
seul cas oft la loi de réciprocité est valable.



icm

102 J. C. Douai et C. Touibi

A la différence de [57, Poutil essentiel utilisé ici est le groupe de Brauer
de Ia courbe X introduit par Grothendieck ([5]) et repris par Lichtenbaum
(I2]) et Manin ([3]).

1. Groupe de Brauer d’une courbe définie sur um corps de dimension
cohomologique < 1. Soient: % un corps quelconque, k sa cléture algébrique,
G, = Gal(k/k), X une courbe algébrique irréductible, lisse, compléte
définie sur k, X = X @ & la courbe étendue & k, K = k(X) et ¥ = k- K.

k

On sait que ([1]):

Br(X) =0

done Br(X) coincide avec le groupe:
Ker{Br(X) — Br(X))

noté Br,(X) par Manin ([3]).
D’autre part, d’aprés ([1]) on a la suite exacte:

(1) 0 — Br)(X) — H*(Gyy E(Z)*) %HQ(G’E, Div(}f))

ol E(X) désigne Te corps des fonctions rationnelles de X.
Cette suite exacte ¢ingére dans le diagramme suivant ([37):

Br{k) = Br (k)
¥ ¥ -
0 = Br{X) - NG, R(X)Y) - J‘ETZ(G;‘, Div (X))
v v
{2) 0 — H'(G, Pie(X)] — H*(Gy, E(X)* &) - H? Gy, Div(X))
}
H (G, &)
Dlaprés le thécréme de Tsen, on a:
Br(k(X)} =0

dloll PPon déduit que:
HYG,, B(X)") = Br(K)

et la suite exacte (1) est alors équivalente a:
19 0 = Br(X) - Br(K) — (G, Div(X)}

qui n’est antre que Ia sulte exacte de la proposition {2.1) de [171.
Lemwm 1.1, 8% & est un corps de dimension cohomelogigue <1, alors:
(a) Bri{X) ~ H‘(Gk, Pie(ff)), C
(b) Br(K) = H*G, P(X)) ois P(X) = B{X)"|k" est 1o groupe des
diviseurs principaue de X. ‘ L )
En effet, les deux suites' exactes (L) et (2) sont alors ikomorphes.
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‘ II résulie de ce lemme que 8i % est un corps de dimension cohomolo-
gique <1, la suite (1') est le début de la suibe oxacte de cohomologie:

(3) 0 — B (6, Pie(X)) » BG,, P(X)) -~ B¢, Div(X))
- H*{@, Pic(X)) -+ 0
déduite de:
0 - P(X) —+ Div(X) = Pic(X) - 0.

La suite (3) s’identifie alors # Ia suite exacte (#+) de Rim et Whaples
(I61)

Coro1LAE 1.2. Si & est un corps de dimension cokomologique < 1,
on o la suite exacte:

(4) 0 —Br(X) >Br(K) - H*(G;, Div(X)) - H(@, Pie(X)) 0.
Par ailleurs, on a la suite exacte:
(8) 0 - Pic"(X) -~ Pic(X) %5 Z 5 0

ot d’aprés le lemme 4 de Manin ([3]), Pic’(X) est isomorphe en tant que
Gfk-module & J (k) olt J est Ia jacobienne de la courbe X , Phypothése dimen-
sion cohomologique de k<1 (ed{k)<1) implique alors que:

BG,,J(k)} =0
(carJ (%) est un groupe divisible), done:
HZ(GEJ ]?ic(f)) ~ B{G,, Z) = %(6)

ol y{&,) est la groupe des caractires de &,. La suitc exacte (4) g’éorit
dans ces conditions:

(4') 0 - Br(X) — Br(K) - H(6, Div(X)) - y(6;) 0.

CorROLLARE 1.3. On 4 HY(X, G,) =~ y(&,).

En effet, ceci se déduit immédiatement de Ia comparaison de la snite
exacte (4') et de celle de la proposition (2.1) de ([L]).
En particulier, si & est un corps quasi-fini alors:

B*(G,, Div(X)) = ZBI‘(K,,)

ol la somme est prize sur tous les points de la courbe X, ie. toutes les
valuations de X, et

1G) = Q|2
et on retrouve ainsi la suite exaste du théoréme 1 de Rim et ‘Whaples ([5])

(6) 0 - (6, Pic(X)) »Br(X) - 3 Br(K,) -»Q/Z -0
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compte tent de Pigomorphisme (a) du lemme 1.1
Br(X) ~ H'(G,, Pic(X})

dans ce cas, calenler Te noyau de In flache:
Br(K) - M Br(E,)

revient & déterminer le groupe H'(@,, Pie(X)).

2. Détermination de H'(@, Pic(X)}. Blle se fait & Paide de I suite
exacte: :

(M BG, J(R)) - B(6,, Pio(X)) % Z - H'(G,, I ()

~> 0 (6, Pie(X)) -0
déduite de la suite (5).
1% Qas: X — PL. Alors:

J(k) =0, H (G, J (k) =0
done
Br(X) = 0.
Ceci est valable indépendamment de la dimension eohomologigue
de %.
2% (Iag: Le corps de base & de la courbe X est de caraetéristique
non nulle, algébrique sur wn sous-corps premier ky et tel que:

[k:kp] = ” e

oll v, < co pour tout p.
(C'est le prototype (a) de corps quasi-fini, non fini considéré par Rim
et Whaples ([5]); alors on a encore:

HY{(Gy, J(E)) =0 = Br(X).

En particulier, In nullité de H'(G;, J(E)) entraine Uexistence d’une
clagse de diviseurs dans Pic(X) invariante par le grbupe de Galois G,
de degré 1, done d'une classe de diviseurs de degré 1 dang Pic(X) car
on a la suite exacte ([2], p. 122): '

0 — Pie(X) - H*{G,, Pic(X_)} —Br(k) = 0.

3'}nEm Cag: La Jacobienne J de X a 11188 manvaize réduction” mod 7.
Sojent X une courbe algébrique, lisse, compléte de genre g, définie

Bur un eorps k de type ky((1)) ou %, est un corps algébriquement clos
et J sa jacobienne. '
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D’aprés le vésultat de Ogg ([4], § 2, Théoréme 1) on sait que:
(6, J(B)), = (D(@)o*

ol D est Pensemble des éléments de §/Z d’ordre premier & la caractéristi-
que p du eorps k,, o g est un nombre premier différent de p of ol & est
Pentier compris entre 0 el 24 défini par Ogg et associé & Ia réduction de o,

8i J a ,trés manvaise réduction” mod 7 alors e = 2g et par suite:

7&,, J (&), =0.

En particulier, dans ce cas H'(Gy,J (k)] se véduit & un groupe de
p-torsion et si de plus la caractéristique p du corps k, est nulle, alors
HY G, (k) =0 et d’aprés (7) on en déduit que:

Br(X) ~ HYG,, Pie(X)] =0
et compte-tenu des résultats du paragraphe 1, om a Ia suite exacte:

0 - Br(EK) » ' Br{K,) - Q/Z 0.

ToEoREME 1. Seit X une courbe algébrique, irréductible, lisse, compléte,
définie sur un corps de séries formelles k =k, ((TY) o &, est algébriguement
elos de earoctéristique nulle. On suppose que la facobienne de X a ,trés mau-
oaise réduction’ mod T'; alors la loi de réciprocité est valable pour lo corps
des fondtions k(X).

BExEMPLE. X est une courbe ellipiique ayant une réduction de ,iype
additif? auguel cas & = 21 X admet done ,irés mauvaise véduction’® mod T
et lg théoréme précédent s'appligue.

3. Interpretation du 3™ cas précédent. Soit X une courbe algébrique,
irréductible, lisse, compléte, définie sur wn corps k& = %,((I)) ol k, est
algébriquement clos de caractéristique nulle,

Omn désigne pas X, la courbe rédunite mod I el par K, le corps k(X ).
Si X, est de genre strictement positif, alors le groupe I, (X,) # {0} ([6]);
en particulier X, admet au moins un revétement abélien étale, non tri-
vial et Ay an moins nne exbension abélienne £, non ramifiée, non triviale.
Comune &, est algébriqguement c¢los, pour tout idéal premier p, de K, on a:

(Lﬂ)pu = (Ko}p[, H

Le. tou$ idéal premier de K, ,,splitte” complétement dans L.

Si X, est de genre strictement positif, il en est de méme pour X alors
I (X) = {0}, (II (X)) ne peuat que diminner par spécialization) et K = F(X)
admet aussl une extension abélienne I non ramifiée, non triviale telle
que pour idéal p de K on ait: L, = K, d’aprés le corollaire du théoréme
9 de [7].
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THEOREME 2. Aves les notations précédentes, si 1I(X,) # {0}, alors
la loi de réciprociié w'est pus valable powr k(X).

On en déduit qume Ia loi de réciprocité pour %{X) ne peut-étre valable
que s8i [1;(X,} = {0}; or:

(1, = {0}) = (L)
olt T%(J,) est le g-groupe de Tate de la Jacobienne J, de X,
En particulier on sait que la rédunite J, est de type additif si et seule-

ment sl T%(J,) = {0} pour tout g; ceci montre que Je seul cas ol on peut
obtenir la loi de réciprocité est celui envisagé dans le théortme 1.

= {0} pour tout g)
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1. In small dimensions the most efficient covering of n#-dimengional
space B® by spheres is given by the so-called Voronoi form of the first

type,

ihA=

n-{—l}Zm —( mi)'

i.e. by the dual lattice 4} to the root lattice 4,. Ry¥kov and Baranovskil
[7] bave shown that this is the most efficient lattice covering for s << 5,
extending earlier work of Bambah [1], [2], Delone and Byikov [5] and
others. In {6] Rykikov shows that A is not the most efficient latbice
covering for all even n 3= 114 and all 0dd » > 201, and raises the question
of finding the first dimengion # for which there is a better lattice. In the
present note we construct lattice coverings which are more efficient than
AY in all dimensions # 3> 24. This is made posgible by the recent proot
in [4] that the covering rading of the 24-dimensional Leech lattice A is

V2 times the packing radius,

=

—

2. The covering density 6(L) of a lattice L having covering radius
R and determinant d is V,R"/d. For A} wehave B = y/p(n+2)/12(n+1),

a4 = (n-+1)""* and
]/ %-}—2 nj2 @ 72
-V, n-i—l( +1) (—15)

(1) 6(45,

(see for example Bleicher [3]); and in particulaxr

52

12 .
B(AZ,) = Vs - 5(55) - 63.269...

' On the other hand, for the Leech lattice 4, B = y2 and d = 1 (see [4]),



