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Propriéiés d’indépendance algébrique de nombres liés aux
fonetions de Weierstrass

par

Eric REvgsar {Paris)

1. Imtroduction. Soient ¢, ¢, o les fonctions de Weierstrass associées
4 un résean A de € @'invariants g, g, algébrigues. Pour tout nombre
complexe u nappartenant pas au régean A, et tout élément non nui o
de 4, on définit les fonctions g, , et s, par les formules

L ge—w) " s I
g’u,cﬂ("') - o'(z}o'(u) GXP(Z’M?]]‘CU) € sco(z) - U(z)Ll'p(_'“ ’?[~40~’)
olt 5 est la quasi-période de [ associée & w. _

Les propriétés de ces fonctions ont été récemment ubilisées pour
obtenir des énoneés qualitatife et quontitatifs sur la transcendance de
nombres v vattachant (ef. [12], [13], [T], [A1]).

Le but de cet article est de donner des minorations du degré de trans-
cendunce de corps engendrés sur @ par certaing nombres liés anxfonctions
introdmites plus haut et & Ia fonction exponentielle. On obtient par exemple
des degrés de transcendance supérienrs ou éganx & frois (th. 3 eb cor. 4,
6, 7), ce qui est assez rare dans la théorie des fonetions elliptiques (voir
cependant [5], théoréme C). ' :

Nous énongons au paragraphe 2 les résultats généranx obbenus, et
nous deanong au paragraphe 3 les corollaives qui en découlent dans le
cas de multiplieation complexe lorsqu'on utilise les formules de mmlti-
plication complexe pour les fonctions { et . Le paragraphe 4 rassemble
Dessentiel des résultats anmxiliaires nécessaives 4 la démonstration des
résultats du paragraphe 2. Ceux qui ne sont pas classiques sont démontrés
entidrement, excepté le lemme & (ef. [6]) dont la démonstration n’est
pas complétement publide. Ce lemme est utilisé uniguement dans la dé-
mongtration diu théoréme 3. Les démonstrations des résulfats du para-
graphe 2 sont esquissées puis détaillées an paragraphe 5.

2. Fnonecés des principanx résultats. Le résean 4 est fixé comme
dans D’introduetion. On rappelle gu'un nombre complexe 4 est dit sans
torsion (dans CjA) si le nombre mw n'appartient & A pour ancum
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entier non pul n. On dit que » est un point algébrique de p si pin
est défini et algébrique.

Tokorive 1. Sotent u et v dens nombres compleves sans torsion dis
tinets modulo A; soit w une période non nulle de @, et 7 la quasi-périod,

1

de [ associde & w. Alors parmi les cing nombres
: i . .
plu),  90), L= Lu, exp(nu/e), g.0)

deuw au moing sont algébriquement indépendants. En partioulier, si w et 1
sont deux points algébriques de @ sans torsion, deuw des lrois nombres

zm)mf;u, exXp(inu/0);  yo(v)

sont algébriguement indépendants.
On en dédnit le résultat- suivant

CoroLLAIRE 2. Seient u un potnt algébrique de p sans forsion, e o
une périede non nulle de p. Alors deur aw moins des trois nombres

exp(imufw),  sy(u),  8,(u)

sont algébriquement indépendanis. _

THEROREME 3. Sotent v et v deuww nombres complexes sans torsion distinots
modulo A; soient w, o' dewr périodes de p lindairement indépendanies
sur Q, T = o'jw, et soil v la quasi-période de ¢ associée & w. Alors parm:
les diw nombres

™9 n . R,
@lw), g}, _cu’ _m‘r ":(u)“zus Z('D)_“Z'”a e, e y € " s Guol(t)

trois aw moing sont algébriquement indépendants.
On en déduit le

CoROLIATRE 4. Sous les hypothéses du théoréme 3, of si w est de plus
un point algébrique de g, trois des sixz nombres

it ’):I . .
inr irule
y Ty €7, €

~ ) sal), sL(0)

sont algébriguement 'indépefrzdam's. |

Remarques. 1. On peut donner un autre corollaire du théordme 3,
analogue au corollaire 4, en terme des variables g = ™ el g, = ¢
Congidérons pour cela les deux opérateurs différentiels
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agisgant sur les fonctions des variables ¢ eb ¢,. Soit J(g) = j(z} 1a fonction
invariant modulaire. Des formmules explicites (ci. [2]) montrent que si
J(q) est algébrique différent de 0 et 1728, alors

0(67(9) = Q(nl0) et Q[6J(0), FJ ()} = Q(wjw,n/w)
ot 1a barre horizontale désigne la cléture algébrique dans €. Par aillenrs,
il résulte des forraules d’homogénéité des fonctions o et ¢ {ef. [6]) et dc
la, périodicité de la fonetion s, que la formule

Am
8{.,q) = — 8o (02}

définit une fonction § de g, ef ¢. On & évidemment
0:8(g:, @) = su(w2).
De plus, d’aprés le ¢-développement de la fonetion g (ef. [6]) Ia formule

w 2
Pl @) = (“2%'“:_:) @ {02)

définit augsi une fonction P de g, et ¢. Enfin, il est éqmivalent de dire
gue le nombre 2 est sans torsion on que les nombres g et g, sont mulfi-
plicativement indépendants.

On obtient done 1'anslogue suivant du corollaire 4:

On. suppose que ¢ et g, sont mmltiplicativenient indépendants, gue
Plg,, q) et J(q) sont algébriques et gue J(g) est différent de 0 et 1728.
Alors trois des six nombres

g, 0J(q), 0°J(q); gy S(2: @) 6804, 0)

gont algébriquement indépendants.

D. Bertrand a conjecturé dans [2] que les trois nombres ¢, 0J(g),
6*J (q) eux mémes sont algébrigquement indépendants.

2. I1 st enfin intéressant de noter que si les Tésultats concernant
la nature arithmétique des valeurs des fonetions g,, , et s, sont trés récents
(voir 1'introduction), la fonction 8(g,) de la remarque précédente (pour
¢ fixé tel que J(g) soit algébrique) a déja été utilisée en théorie des nom-
bres transcendants: ainsi Mahler (ef. {8), § 141) utilise le développement
de Taylor & lorigine de 8(g,) pour déduire d’un résnltat de Popken sur
les séries formelles que 1'un des nombres =fw, n/w est franscendant (bien
que le résultat de Schneider disant que chacun est transcendant fib
déj‘é. €onny; on gait maintenant que ees deux nombres sont algébriquement
indépendants). ’

3. Le cas de multiplication complexei.ﬂ Lorsque { admet une raulbi-
plication complexe, il existe des relations algébriques liant eertains des

8 — Acta Arithmetica X1.I.3
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nombres considérés plus haut. Les principales découlent des formules
de multiplication complexe des fonctions @, £, et ¢ que nous rappelons
maintenant.
PROPOSITION B. Soient o e o deux périodes mon nulles de @, ¢ n
et o' les quasi-périodes correspondantes de §; on note 7 = o fw. On suppose
que v et T sont les deuw racines du polyndme A +BX +0X* ot A, B, 0 Z,
0 >0, et que Ord < A. Il eviste des polynémes P, € Q(gs, g5, 7)[X]
vérifiant les propridiés swivantes:

1
(1)  Si 8 est wn systéme de représentants de T ANA modulo 4, alors

Q{X) =H(Xw—g.;(s)) o XAC-1 L ACt

58

ol y = — gfa(S) = —g (dn—Crn');
P(X) = (Cr)7* (X409 X400 4,
2) p(Cr2) = P(p(2)}Q (9 ),
(3) #(0m2) = (0r) 0(2)%¢ 7 Qp (2)),
(4) Orl (Cr2) = AGL(z)—y2+ ' (9 (9 (2)) 12 (p(2)).

Remarque, Cette proposition est utile en pratique dans deux cas
particuliers: _

(a) T est entier rationnel et A +BX 40X = (X —1),

{b) (@, o) est une base du régean A qui admet une multiplication
complexe par 7, et A -+BX--0X est le polynéme minimal de 7 sur Z.

Démonstration de la proposition. On choisit une base {w;, w,)
de A telle que @ = nw, (» € N). On note H la fonetion qui & toube péricde
de A agsoecie la quasi-période de ¢ correspondante. Ainsi

H(m) =n/n et H({Orw) =05 n.
On définit le nombre y par
y = (4dn—0m')C/w,
et 1o fonction f par
F(2) = (C2)"* o(Crz)o(e) 240",
Alors, d’aprés les formules de psendo-périodicité de la fonetion o, on a
flz+ ) [f(2) = exp {{CzH(Ovey) —ACH (@) + 7o) (22 + wg)) (i =1,2).
Or, |
‘ _ yo, = A0H (w,) —CvH (Ore,)
ce qui montre gque w, est période de f.
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Par ailleurs, en appliquant la formule de Legendre aux deux parallé-
logrammes homothétiques de sommets { £, = ,)/2 et ( L0r0; = Oro,) /2,
on obtient

Ovw, H (Orwy) — Creo, H{Orw,) = 120, H () — 0y H (3,)).
Puisque ‘

WP = (P = AC
on en déduit donc que

OtH (Cvw,) —ACH (w0,) 4y, = %ﬁzﬁ (OcH (Cvey) —ACH (w0)) + yo,) =0
. 1

ce qui montre que w, est période de f. Ainsi, f est une fonction elliptique
par rapport & A, paire, et sans pole en dehors de A.

Done fiz) = Q(p(2)) ot @ e C[X]. Le développement de Laurent
de f en 0 montre que @ = X414y X402 || On déduit de Détude
des zéros de f que @ = []{X —gp(s)). La fonction

5

h{z) = pi{Cr) Qp(2)

est encore elliptique paire suns pdle hors de A d'olt Pexigtence d*an poly-
néme P e C[X] véritiant (2). Le développement de h 4 Porigine monire
que P = (Qr)"* (X404 4X4C 1 ), Tl montre aussi que les coefficients
de P et ¢ sont solutions d’nn systéme linéaive 3 coefficients dans
0(g:, g5, 7), donc appartiennent & ee corps. Enfin on obtient (4) par
dérivation logarithmique de (3). Ja proposition est ainsi démontrée.

Boug les mémes hypothéses, on déduit de (3) qu’il existe wne fraction
rationnelle E e Q{g¢., g5, ©)(X) telle que

B
G (T8 = (005 exp ((Q-nin— T cn) u’ jco”)R(go (uC))

olt 1 = {(w'n—wy") [2ix est un entier.
En particulier, lorsque z est imaginaire pur, on cbtient

(8) G (TU) = exp (2nimu (o) B{p (1/C)).

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats du parvagraphe 2
au cas de nmltiplication complexe. DMaprés (2), (3), (4), (5) et le fait que
le nombre y est algébrique, on déduit facilement des théorémes 1 ot 3 le

COROTLAIRE 6. Soient Q(V —~d) le corps de multiplication complexe
de p, u© wn nombre complere sans torsion, o une période non nulle de p
et n la quasi-période associée. Alors

(1) Deuzr des nombres

Tnulje®

inufw
I, é

5 ?} r
plu), fu)——wu, ¢
0

sont algébriquement indépendants.
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(2) Trois des nombres

' = e - oo
w, = U, @), L(u), 9% 67 g= Vil i

sont algébriguement indépendonts.
(3) Bn particulier, si p est un entier rationnel tel que les nombfres —dp

el p ne solent pas des carvés dans Z (par exemple p == 2), alors deux des
trois wombres
6i: ’5, g:)(w ]/_’“{;), t:(ﬂ) I/P)—ﬁ?;'lf/“p

sont algébriguement indépendants, ainsi gque irois des sept nombres
t{aVp).

On en déduit que si de plus ¢., ¢, et © sont réels et si p > 0, alors
les deux nombres

"ld 111/29’ eﬂdp {J(C‘J‘/—)

0, %, &

T¥e ot

ploVE) 14 (¢(oVE)— V3]
sont algébriquement indépendants En effet, dans le cas contraire le
nombre o (wVp)-+i(i{oVp)—-nVDp) est algébrique sur Qe P} car &P
ost transcendant. Par conjugaison, @(wVp)—i(t(oVp)—1 Vp) est al-
gébrigue sur Q (e ‘i’”?’) = Q(e""’g). T en est done de méme des dews
nombres @ (e I/p et C(m p)— nl/jn)", ce qui est absurde.

Par exemple, dans le cag olt g, = 4, g5 = 0, les deux nombres &'t ot
Pt +Fi(C@)—2=ft) avee t = I'(1[4)*/2 1/7: sont algébriquement indépen-
dants,

Remarquons enfin que dans le cas de multiplication complexe par ,
on déduit du corotlaire 4 que si % est un point algébrigue de  sans torsion,
et ¢ o egt une période non nulle de @, trois des six nombres

i e‘i-rm.’m, S (18},

oy T, €7, s, ()

sont algébriguement indépendants.

4. Lemmes auxiliaires. Nous rasgemblons dans celte scction Ies
outils essentiels douwt nous nous servirons asu cours des démonstrations
des théordqmes 1 ¢t 2. Nous utiliserons en particulier un certain nombre
de propriétés fondamentales des fonctions ¢, {Jemmes 1 & 6) ainsi que
deux régultats de Ja théorie des nombreg transcendants (lemmes 7 e 8).

Ly 1. Soient w un nombre complexe n'appartenant pas & A, et
un Blément non nul de ANZA. Alors le nombre g,,(w/[2) est algébrique
sur le corps Qp(u)).

Démonstration. On déduit de la formule de multiplication de la
fonction o (voir (3) avee v € Z) que le nombre ofw/2)e”""® est algébrigue,

icm

L2
=4
-3
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et que e’“““’“”””a-(g- mﬂ) [o{w) est algébrique sur le corps @ {g( ) d’olt

le résultat.
Leyame 2.

Sotent k, L deux entiers = 0. On note

G(2) = 2% (p(2) —p (W) gr.(2).
Alors

9 (2) = gra ()P (5’0(2’), '(2), @ (), plu), p'{w), {(u)— iﬂ)

olt P est un polynéme & coefficients entiers raiionnels, ds degre ok ef de

hauteur < (Th)%%, ol ¢y est une consianie absolue.
Démonstration. Le lemme s'établit par récurrence en utilisant
I'éguation différentielle vérifiée par Ia fonction g, ,:

ey (7 Lo, 1 @@+
gu,m(“’)'_ g@z,m(z)lm K C(’i(-) i 9 KD(Z)-—@(’M) [
(cf. [11], lemme 4}.

LeMME 3. Notons 2, = —u el g = §,,; alors
©'{2:)

9(51 + 23) _ l
gz g(=e) 2 Z (7)) — (2 —1))(59 () - (ziﬂ))

ois Pon prend les indices modulo 3, et ol le signe = désigne Uégalité entre
Jonctions méromorphes. En particulier

1 { £ (#) + o' ()
D oo —p) | oG —p
Démeonstration. Cf. [11], lemme 5.

LEMME 4. Pour tout entier m > 0, il eriste des polyndmes P,
vérifiant:

gio) — sa“(z)}.

P

et Q.

P,
(1) fu,u(M3) = Fiald) 5 (0(2), 9'(2); o), @' ().

@
(ii) Ces polyndmes sont de degré < cym® et lewrs coefficients sont des
éléments de Z[gs, ga] de taille < eym2, ol ¢, ne dépend que de .
(iti) Soit v un nembre complexe sans torsion distinet de +u modulo
A; alors '
Qe ( (2); @'(2), @(“}7@’(“)) #0.

Démonstration. Récurrence 3 pa,rtlr du lemme précédent (ef.
[11], corel. 6).
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LEMME 5. Soient w un nombre complene sans torsion, et w un élément
non nul de A. Les quatre fonctions

Ple), exp(2imz/w), L= -8, Guu(e)
sont algébriguement indépendantes.

Démonstration, On obtient facilement le résultat en étudiant le
comportement des 4 fonctions aux points z,+ %0’ oll o est une période
de p non colinéaire & w, et 2, est fixé, puis en ntilisant le fait que la fone-
tion p est transcendante. Le résulbat est en fait un covollaire d'un énoncéd
beaucoup phns précis de M. Laurent (ef. [7], lemune B5.5).

Ligynre 6. Soient « wn nombre complexe sans lorsion, ef o une période
non nulle de 3 on nole § = ¢, . Il ewisle une constante ¢, ne dépendant
que de f, 4, w telle que pour fout polyndme P e CLX,, X,] non nul de degré
en X, au plus Ly {avee Lt> 2} et pour tout réel r =1, le nombre n{F,r)
de zéros de la fonction F(z) = Plp{z), g(2)) dans le disque de centre 0 et
de rayon v vérifie

W, 7} < 6Ly +Lp) (L5 +124-log L,).

Démongtration. Les constantes ¢, ..., 6,; ne dépendent que de p,
%, w. En appliquant le lemme de Schwarz (¢f. par exemple [14], chap. 1)
4 la fonction
G(2) = a(e)T1rl2F(2)

on obtient pour Rz
wlF, vy < 0(6, R) < log|@lyn—log |Fin.
Les fonctions o, o*p et og étant d’ordre 2, on a
Bloen < ¢ EF F (P)

ol H{P) est la hauteur du polynéme P. Soit «' une période primitive
de @ noun colinéaive & o, Notons a = g(z- o) /g(?) (indépendant de z).
Pour tout couple (r,, ;) d’entiers vérifiant 0 < ;< I;, posons

o
2(7y, ra) ET+EL et rom
1

ol ¢ est un véel positif agsez petit. Eerivons le polyndme P sous 1a forme
L, I
P= 3 3 (i, ) XnXR
A1=0 dg=0
Alors

Ly

r . 2
Pla{rs, rq)) = 2 q{ig, frl)(afzg (_‘::_;_ %5))
g ) 1
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ol
L
i A
o 1
G{de; 1) = Z.p(ﬂi: da)gp (? T 8) .
=0 *

Or, @' /4 n’est ni zéro ni pole de g, done si & est assez petit (indépendamment
de I, L, et 1), alors
o+ ) |

est majoré par une constante. On déduit alors de la formule d’'interpola-
tlon de Lagrange (cf. .[9], lemme 1.3) que

|
log

L |
z;nax lg {4z, )i < € max [ Plz(ry, ry))].
.ty 7o
Par ailleurs, puisque @’ (2) ne s’annule pas an volsma.ge de w'[4, on & pour
¢ assez petit

| 36
max =L,

n

o n ) o P
D o)l<e, e I NN VDN LS
‘”(4+L1£)|{ “C ,fff!@(4+_r,15) ‘9(4TLK)
1

¥n appliquant une nowvelle fois la formule d'interpolation de Lagrange,
on en déduit que
H{P) = max [p(iy, A)| < P11 max|gq(4y, 74)i
Ay ta.my
d’olt

2
L3+iylog Ly

H(P)< ¢, max |Fz(r,, 15))|-

3 G

D’antre part, le point 2(r,,r,) étant construit loin des zéres de 0, on
a pour ;< Iy ef B> o' |(Ly-+1)

IF 2(ry, 7'2))| = I‘T(z(rl: Tz))—ﬂquL?‘ 'G("’J("'u_rz)) =

eIl |G
Aingi |
H(P) g elrtIaltloslyg o
et donc
(1) < on{(Ly+ L) (L + B+ Ly log I}
d’ot le résultat.

Nous énongons maintenant le critére de transcendance de Gel’fond
que nous ufiliserons pour démontrer le théoréme 1. La démonstration
est esquissée dans [157]; toute autre version classique de ce critére (cf.
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par exemple [14], [3]) scrait suffisante pour la démonstration du théo-
réme 1.

LevMe 7. Soient 0 un nombre compleve et (ty) une suile croissanie de
nombres réels tendomt vers +oo. On suppose quil ewiste une suile ()
de polyndmes de Z[X7 vérifiont

deg(Py) +logH(Py) <ty e log|Py(0)i < —8t%., pour N 2N,

Alors le nombre 8 est algébrigue,

Nous aurons enfin besoin des notion de taille et de type de transcen-
dance. Tout sous-corps ¥ de € de type fini sur Q est de la forme Q(zy, ...

Ty ¥) OU &y, ..., 4, sont algébriguement indépendants gur Q et y
est entier de degré d sur Z[#y, ..., ¢,]. Cela permet d’éerire tout élément
a de & sous la forme (non unique)

2’ Py ou PeZ [ml, - ]

i={

On peut ainsi définir Ia taille ¢(a) d*un élément non nul ¢ de " (relative
an gystéme génératenr a,,..., %, ¥) comme étant la valeur minimale
de max(1+deg, P;, logH (1-"4))

T3 )

Soit v un nombre réel 2= 1. On dit que & a un type de transeendance
<7 sur Q@ #'l existe une constante ¢ dépendant de (w4, ..., s,, y) telle
que tont élément 4 non nul de X vérifie -

loglal = ct{a)".

On montre que cela ne dépend pas du systéme génératenr choigi, et reste
anugsi vrai pour les sous-corps et les extensions algébriques finies de #.
Pour ces résnltats et les propriétés clasmques de la taille, nons renvoyons
a [147.

La démonstration dn théordme 3 atilisera alors Je régultat suivant,
qui découle du théordme O de [5]: ‘

Lesae 8. Soient w wune période non nulle de p, et n la quasi-période

associée. Le corps Q (% ’"Z“) & un lype de transcendance << 36 [11.

5. Les démonstrations. Nous prouvons ici les résultats annoncés au
paragraphe 2. Les démonstrations des théorémes 1 et 3, un peu longues
et techniques, seront d’zbord esquissées. Chacune de ces deux démon-
strations wufilisera un certain nombre de constantes gui- seront. indépen-
damment numérotées & partir de ¢, (et mdépenda,mment des constantes
Oy vy 011y 0 des lemmes auxiliaires). :
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5.1. Démonstration des corollaires 2 ef 4. Pour démontrer
le corollaire 2, notons v = /2. Puisque % est sans torsion, le nombre »
est aussi sans torsion et distinet de « modulo 4. De plus o est encore
un point algébrique de . D’aprés le théoréme 1, le corps engendré par
les trois nombres

i . 1:':.‘ o
) =, e, gy (uf2)

a un degré de transeendance supérienr on égal & 2, Oz,

Guo(8/2) = 1/e, (u)
et

2 ()=~ = (v} 2 ()

d’ont le résultat.
La démonstration du corollaire 4 est analogue, en posant encore
= /2 et en utilisant le théoréme 3; on se sert des égalités précédentes

et du fait que le nombre f(u)-—% u——2(§(’u)—%v) est algébrique
puisque v est un point algébrique de .

Remarque. 11 est également possible de prouver les corollaires 2
et 4 en choisissant » = 2u, ou bien en se ramenant an eas oll 02 ¢4
puis en choigissant o = %+ wf2,

5.2. Démonstration du théoréme 1. Le principe de la démon-
stration est le suivant: on suppose que le corps engendré sur @ par les
cing nombres du théoréme 1 a un degré de transcendance aa plug 1 (donc
exacternent 1 d’aprés un résultat de Choodnovsky) et par suite ost de
la forme Q(z,y) ol o est transcendant et y est algébrique sur @ (wz). On
construit une.suite de fonctions auxiliaives Fy(2) = Py{(#)s gu,0(2) ot
Py est un polyndme non nul & coefficients dans Q(z,y) dépendant d'un
paramatre N, de telle sorte que le degré et les coefficients de Py ne soient
pas trop grands et que Fy ait un zéro d'ordre élevé (fonction de N) aux
points /2 4+ o'+ kv pour beancoup de valewrs de o' ed ef de helZ.
La fonction F ne pouvant avoir trop de zéros dans un disque donné
(cf. lemme 6), on en déduit qu'on peut trouver une valeur y, = FEI (z) £ 0
ot 2, = ©/2+ oy +hew avec une majoration de kg, |wyl, [kl Ce nombre
yo 55 trés petit grice an lemme de Schwarz car Fy o beancoup de zéros.
Par ailleurs, y, est un élément de Q(z,y) de taille majorée (grice aux
majorations de %y, {wql, [Bo] ainsi que du degré et des coefficients de F);
il fournit alors par un argument de norme un polynéme ¢y (o} vérifiant
les conditions du critére de Gelfond (Jemme 7). On en déduit que m est
algébrique, d’of la confradiction cherchée. '
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Nous donnons maintenant la démonstration pius détaillée. II est
clair qu’on peut se restreindre au cas ol o est une période primitive de
¢ (en divisant @ par wn enticr convenable, ce qui ne change pas n/w
et fransfornie ¢77® en mune de ses puissances entidres) et ol u ¢ AGZv
{(quitte & remplacer ¢ par 2me si # = my mod A et & ufiliser le lemme 4).
Omn note A le corps engendré sur Q@ par les nombres g,, g5, @(u), P(v),
E(u) — (] ) u, €72, Gy (V)5 £ (1), @' (9}, fro(@/2), P(ef2). Le corps
a méme degré de transcendance que le corps engendré sur @ par les nom-
bres considérés dans Iénoncé du théoréme 1 {¢f. lemme 1). On suppose
alors par U'absurde que ce degré de transcendance est inféricur ou égal
L un et on cherche 4 obtenir une contradiction. Ainsi %" = Q(»,y) ol
y est entier sur Z[x]. Nous supposerons, sans restreindre la généralité,
que x egh transcendant ou égal 4 1 (on pourrait montrer directement
gue o est transcendant en utilisant le fait gque 'un des deux nombres
@ (n), ¢ (1) — (45/e)uest transcendant (ef, [4]) mais cela n’est pas nécessaire).
On notera alors i(e) Ia taille dun élément non nul a de X" relative an
gystéme générateur (@, y) ou ¥ suivant que x est transcendant ou non,

Pour tout entier N suffisamment grand, on {éfinit les pararmétres
suivants dépendant de N:

K =% L= [N*7], Ly=[¥""],
H, =[N*'], H, = N*, H, = [N**], Hy=N.
Toutes les constantes ¢, ¢y, ... qui suivent sont indépendantes ‘de N,
ainsi que celles impliquées par le signe <.
Remarquens dés maintenant que si ¢ esb une constante > 0, leg

inégalités suivantes sont vérifides pourvu que N soif suffisamment grand
en fonction de ¢: : ‘

(8) LT, > cEH, H,

qui assure que U'on peut construire la fonction auxiliaire ' grice au lemme
de Siegel (résolution d'um gystéme linéaire);

(9) EH H,Hy > ¢(Ly+Lg) (Ly+ Hy + Hy + Hy)?

qui permettra de montrer que F ne peut avoir plug de KH,H, H, zéros
dang un disque de rayon H,--H;+H, grice au lemme 6;

(10) EH,HH, > 6(Ly +Lo) (H, + Hj+ H,): + Elog K)

d’ot 'on déduira grice au lemme de Schwarz que pulsque F a beancoup
de zéros par construetion, la “premiére valeur non nulle de ses dérivées”
est un nombre trés petit, malgré Ia croissance de I et la taille de ses coef-
ficients; : : '

(11) KH,HH, > o(Rlog il + L, H, -+ (I + L) I+

icm
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pour ¢ assez petit (indépendant de V), ce qui montrera que le nmombre
congtruit précédemment est (aprés normalisation) un polyndéme en
agsez petit en fonction de sa faille pour vérifier les hiypothéses du critére
de transcendance de Gelfond.

Nous construisons maintenant la fonection anxiliaive F, polyndéme en
f et g = g, ,. Considérons d’abord les mondmes

Fyle) = pleyrgleys ot A =(A,A), 0< 4 < L.

Nous aurons besoin d’exprimer les valeurs F(ow/24+l,0" +hv) o0 o
désigne une période de g non colinéaire & w. Du point de vae technique
{cf. [107) il est avantageux pour les estimations d’exprimer un tel nombre
comme valeur au point w2 de la k-dtéme dérivée de 1o fonction Fy(z+
+ hyo" + hyv). Nous commengons par étudier cetbe foneion; on notera
a = g(z+w)g(z) qui est une puissance Indépendante de » de gl of
donc est un élément de .

LEMME 9. Sodent 2y, Is, ha, by des entiers naturels vérifiont A, < L,

(i =1.2) et hy< H,. Alors
, [ WY P Jt,h(z)‘E
File+hyo' +1yw) = (g{z)gloyaats)ls —=—
On(2)

oii P, (2) et @y (2) sont des polyndmes en p(w), @' (u) (degré partiel < LyH2);
p), @@ (@p < (Ii+L)H); p) @) (dp. € Lit+Is); 62,0
(d.p. <€ (Ty+L,)HE) et dont les coefficients sont des entiers rationnels dont
le logarithine des valeurs absolues est <€ (Ly+L,)H;. De plus, on peut
supposer que €, est indépendant de A el que @n{w/2) # 0.

Démonstration. X suffit d'ntiliser les formules d’addition et de
mmltiplication des fonetiong @ et g (prop. & et lemmes 3 et 4) et d'utiliser
le fait gque v est sans torsion et que u ¢ ADZv pour montrer que ¢, (»/2)
= 0. Pour voir que ¢, peut &tre choisi indépendant de 2, il suifit de remar-
quer qu’on peut choisir pour @, le produit (respectivement L, et L, fois)
des polyndmes @, correspendant aux couples (i, 4,) = (1, 0) et (Ayy A9)
= (0, 1).

L’éguation différentielle de la fonction ¢ faisant apparaltre des
dénominateurs, il est commode d’introduire la notation suivante (suggérée
par le lemme 2): pour 0 <{ k < K ef avec les notations du lemme précédent,
on note

Paas(e) = 2 (9(2) ~ W) Qa () F (24 Traw + v)
= 2% (p(2) — p(u))* P14 (2) g (2) g (v)"s ).

Leyye 10. Le systéme

Ly Iy
(12) D3 Pl W 9Balw/2) =0
gm0 Ag=0

0<k< K, 0<h<H, (i =2,3)
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admet une solution non trividle p(A) = vk, i) € Z{z, y], vérifiant
tHp(h)) < KlogK.

Démongtration. On éerit d’aprés la formule de Leibnitz
k

VL (2) = (glofedi) ) (2)2k{(§9(5)—fo(W))"Q(Z)“ﬂ}“”l’ﬁ’f{"’(a)-

a=0
Dapreés le lemme 2 et les estimations classigues pour les dérivées de la
fonotion @ (ef. [1], lemme 2) on en déduit que

v ul2) = (9 (2) g (v) 22 P, ;1. (2)

olt P, ;.(#) est un polynéme de degré total < K +(L,+1L,)H; en p(u),
0 (u), p(0), p'(6), P(R), P'(2), £(u) —(n/w)t, g5, Jay b dont les coefficients
sont des entiers rationmels dont le logarithme des valeurs absolues est
< KlogKE + (L, + L,) HI. Par suite, le nombre . ,,(cof‘>) est un élément
de A" qui peut g'écrire

d

Wialoi2) = > Tibsk g

rmcRa

oll d est Jo degré de y sar Qo) et oll Ry, €b Sy sont des polyndmes

en z de taille € KlogK (L, + L) B+ L, H, (66 8, ne dépend pas de

i ni de 2). Le systéme (12) étant clairement équivalent au systéme
8 2 PR e (0)2) = 0

Apdy

le résultat déconle du lemme 4.3.1 de [14] d’aprés I'inégalité (8).
On cheigit alors une telle solution (1) et on définit la fonction

Pla) = 22;@ ) Fi(e).

Ay =t Ig=0
Ainsi, par définition de v, 4, on déduit de la formule de Leibnitz de
dérivation des produits que le systéme (12) équivaut an systéme

FN o +ho +ho) =0, 0<kh<H, 0<k<K,
puisque 2%{p(w/2)—pw)}*Qpl0/2) # 0.
Par aillenrs, la fonction F admet o pour périede. 11 en régulte que

F@2+hotho +hy) =0 powr O<i<E et 0< k< H,;
(i =1,2,3).

Notons h, le plug petit entier positif tel qu'il existe des nombres
entiers hy < I, et &' < K vérifiant

FB (o2 +hio +hv) =0 & E<k
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eb
yo = TN w2 +hgo' -+ Tyv) £ 0

et tels que la distance du point wj2-+T,w & A soit supérieure ou égale
A 6; = Ldist{v, 4) (eetbe derniére condition est nniquement technique
et sans grande importance). Par construction, on & k, > H,. Inversement,
remarquons que pour tout z, I'un des deux nombres z eb 2-o est & une
distance supérieure & ¢; de A; ainsi la moitié an moins des H,H,H, nom-
bres z = w/24+k o+h,0 +ho vérifient dist(z, 4} > ¢,. On en déduit
que A, < H; puisque sinon par périodicité F aurait su moins 3 KH, H, H,
zéros dans un disque de rayon e¢,(H,+H,-H,) ce qui est contraire au
lemme 6 d’aprés Pinégalité (9).

Le fait que F ait beauncoup de zéror va maintenant nouws permétre
de majorer le nombre |y,} grice au lemme de Schwarz. Gonmdérona pour
cela l1a fonction

G{z) = o(e)*t2 F(2).
Cette fonction est entiére et vérifie

G2 +ho+ho +hv) =0
pour 0Kk K et 0L, < H; (i =1,2,3).

De plaus .
il = to(@/2+ Ko+ o) T8 03+ K+ Ryo)
< PERIEAES qa e LR 4 Bl

Le lemmme de Schwarz {cf. par exemple [10], lemme 4.5) a.pphque 3 la
fonetion @ montre que & B = ¢(H,+H,--H;) on a

log 6% (w2 + Mo’ + k)| < 2Klog K +log 16| —3KH H, H,.

Les fonetions o, a?p et-og dtant d’ordre denx, on déduit de l'esbimation
des coefficients p{}.) donnée dans le lemme 10 que

Iog]GjR = cs(KIogK—f-(L + L (H, -+ H, +Hy) 3;
On en déduit finalement (grice & Pinégalité (10))
_ logly,l < —2KH,H,H;.
Notons & = 3 p(A)pf L {0/2) ol k' = thy, hy). D'aprés la minimalité
de ¥ et la formulta de Leibnitz, on a _
£ = 2¥(p(02)—p (W) Qi (@/2)7s # 0.
Ties mémes estimations que celles dun lemme 9 montrent done que

oo < log[&| < 10g el + 04K + (I + Lp) HY) < —KH,H,H,.
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Tes calenls faits an lemme 10 of la majoration des failles des nombres
p(A) montrent que &, est un élément de ¥ de taille

1{£,) < Klog K -+ (L, L) B+ L. Hs.

8i T'on note alors P le dénominatenr de & 1ela,tit' au systéme générateur
(z, v) e zy € Z[2] la norme de P&, sur Q , alors on a {cf. [14], lemme
4.2.20)

t(m:N) < KElog K ++(Ly+ L) Hi + Ly H, <5 N (log N)?

et
logluwy| €« —KH,H,H; = —N'%',

Le critére de Gelfond (lemme 7) entraine ainsi que # est algébrique,
done # .= 1 ¢t my e Z\ {0} d'olt loglny| = 0 qui contredit I'inégalité pré-
cédente. Le théoréme 1 est ainsi démeontré.

5.3. Démonstration du théoréme 3. La méthode de démon-
stration est essentiellement la méme que pour le théordme 1 mis & port
I'argnment final, On suppose que le corps 4, engendré par les dix nombres
du théoréme 3 a un degré de transcendance au plus deux, done est une
extension algébrique de Q(nfw, n/w). On construit une fonction I (z)
= P(p(2), €7/, {{2}—(y/0)2, §,,0(#)) ot P est un polynéme non nul
4 coefficients dans ", de sorte que le degré et les tailles des coefficients
de P ne soient pas trop grands et que F ait un zéro d’ordre élevé aux
points /2’ 4-ho pour beaucoup de valeurs de o € A ot heZ. La
fonction . étant non identiquement nulle (lemme 5), on en déduit une
valeur y, = F®)(z) = 0 pour un nomhre 2, = /2 + w} +h,v. Le nombre
Yo €8t un élément de #', dont on peut majorer la taille (en fonction de
le| ot hy), et montrer grice an lemme de Schwarz qu'il est trés petit
puisque F a beaucoup de zéros. Ces deux estimations contredisent le
fait que o7, a un type de transcendance < 35/11 (lemme §).

Remarguons que contrairement au eas du théordme 1, il n’est pas
nécessaire iei de construire une suite () de fonctions auxiliaires, ni
de savoir majorer &, |wy |, |hy| (“lemme de zéros”) du fait que I'on n'utilise
pas le critére de Gelfond.

Voicl maintenant le détail de la démonstration. De méme que pour le
théoréme 1, il est clair que I’on peut supposer que o cst une période pri-
mitive de @, et que v ¢ A©Zv. On note K le corps engendré sur () par
les nombres g, g5, P(0/2), p(u), p'(u), Pv), P'(v), injo, njo, {{w)—
—{nlw)u, {{v) —(3]w)v, &7, g™, gmHio, G (0 /2); Gy, (V).

Ce corps & méme degré de transcendance sur @ que le corps engendré
par les nombres considérés dans le théoréme 3. Les deux nombres w/e
et 5/ étant algébriquement indépendants (cf. [4]), le degré de transcen-
dance de 2 est au moins deux, On suppose par I'absurde que ce degré
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de transcendance est égal & deux. Ainsi ¥ = Q(x/w, 7/, y) oit ¥y est
entier sur Zfnfo, n/o]. On notera t{a) la taille d’'un élément non nul &
de " relative & ce systéme génératenr. On note v un réel < 35/11 tel
que 2 ait un type de transcendance <t (un tel réel existe grice au
lemme 8).

Pour tout entier N, on définit les paramétres K (N) = [N'logN],
L(N) = [N'logN], H(N)=[N"logN], H,(N)=[NlogN], Hy(¥)
= [N*log ¥].

On fixe alors un entier ¥, suffisamment grand; pour sbréger nous
noterons K = K(N,), L =L(N,), H; =H; (N, (4 =1,2,3).

Les constantes ¢, e, ... ainsi que celles impliquées par le signe < sont
indépendantes de N,.

Remarquons dés mainfenant que si ¢ est une constante > 0, les
inégalités suivantes sont vérifiées pour tout N > N,, pourvu que N, 0
soit assez grand devant ¢:

(13} L' > ¢KHH,
qui perniet de construire la fonetion auxiliaire par le lemme de Siegel;
(14) K (N)H,(N)H,(N)Hy(N) > o{Klog K -+ L{H, (N + H,+ Hi)}

qui montrera que la “premidre dérivée non nulle de F® est un nombre
petit malgré la croizsance de F et la taille de ses coefficients.

(15)  K(N)H,(N)H,(N)Hy(N) > o{ K (N)log E(N)+ IL{H,(N) -+ H(¥)')}

d@’ot. V’on déduira que cette premiére dérivée non nulle est un nombre
trop petit par rapport & sa taille pour pouvoir appartenir & un corps de
type de transcendance < t.

Lia construction de la fonetion auxiliaire se fait comme pour le thé-
oréme L. On nofe encore g = g, ., et ¢ = g2+ w’)/g(z) qui cst un élément
de 2. On congidére les monbdmes

1y 2inzjo 2 i a 3
By(e) = e (e (1)~ o) oy

ol A = (A, Ay, A, &) € N*. Nous nous servirons d’un analogue du lemme 9:

Leye 11, Soient h = (hy, Ry} e N® 6 A = (A, 4, A5, 4,) € N?* tels
gue 0L b, Hy (1 =2,8), 0K A, < L. Alors

Py p(2)
Qul2)

ois P, {z) et Q,(2) sont des polyndmes en @(u), H'(u), p(v}, P (¥) (avec
deqré pa.'rtml < LH3); (=), ' (2) (Lp. € L); Z{v) —(n]w)v {d.p. < L); in/o
(dp. << L3 g, g (Ap. € LH3) et dont les coefficients sont des entiers ration-
nels dont le logarithme des valeurs absolues est < LHG,

Fi. (:Jﬁ h‘z @' + ha’lﬁ) — (gzr‘s,'m 2l“t]1n6 1—1:713}'“1)21(9, (2)g(®)h3 ahz)l,,
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On peut de plus supposer que @y, st indépendant de A et gue @y (o /2) # 0,

Démongtration. Tes arguments du lemme 9 restent valables, en
utilisant de pius les formules d’addition et de multiplication de la fonetion
¢ (cf. prop.' 5 ou plus précisément le lemme 4.8 de [10]).

Pour i = (bs, i) € N, 4 = (Ay Aoy 4y &) € N* ¢t ke N on note
(@) = 2@ () —@ (W) Qu(2) F (2 1+ Ty’ -+ hy) .
La construction de la fonction auxiliaire so fait grice au
Leyve 12. Le systéme

L £ L L
(16) _5_} Z 2 2 (A, Aay gy M) ¥iibe(@f2) = 0

1m0 gm0 Sg—0 220
pour 0 By < Hy, 0K hy <, 0K < k< K admet une solution non triviale
PRy =plhy, Ay Ay A) e dn / s"l!a’sy] vérifiant
{17) t(p(}.)] < KlogK.

 Démonstration. Analogue & eelle du lemmme 10 en montrant gue
"ng L(’:") — (g (z)g (1))71.3 ahz)i.,}(eﬁm,’m Pl e?.i:whajm)llPh.A.k (z)

olt Py, ,(%) est un polyndme de degré total < K+ LH; < K en plu),
O'(0), P(B), '(0), P (&), @ (), nly 57 [0, oy oy L) = ()@}, £ (2) —(nfe)2,
et dont les coefficients somt des entiers ratiommels dont le logarithme du
maximum des valeurs absolues est inférieur & une constambe prés &
KlogK -+ LH; < KlogkK.

Le méme raisonnement gue dang le lemme 10 donme leo régultat
grice & Dinégalité (13).

On choisit alors une telle golution p(1) et on note

= M p(WFy(2).
i

Comme dans le cas du théordme 1, lan congtruction du lemume 12 et la
périodicité de I montrent que si on note

2 =02+ hotho’ +ie ol ho= (A, ha, i)

alors
(18) ¥z = 0 pour
On note S Vengemble des points de € dont la distance & A est infé-
Tieure & ¢; == Ldist{v, 4). Soit alors N’ l'unique entier vérifiant les deux
propriétés suivantes: .
(i} Pour tout b = (hy, ha, bs) tel que &, < H{N') et 2, ¢ § et pour
tout k< H(N'), on a-F¥(z) = 0,

Dé_k-{._.K Oi? Oékiéﬂ-i (’b. m1’2,3)‘
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(i) I existe un A" = (A}, ks, hy) tel que B < H (V') et 2, ¢8 et
il existe wn k' < K (V') tels que

y = F¥(z)# 0

et
PRy =0 pour O0<k<k.

Cet enfier N’ existe puisque la fonetion F n’est pas identiquement nulle
(lemmme 5) et est supérieur & N, daprés (18). On note K' = K(N'), et
H; = H,(¥'). De méme que dans la démonstration du théordme 1, la
condition z;, ¢ § est uniquement fechnique et ne change le nombre de
points considérés dans la condition (i) ci-dessus que par un facteur 4 aun
plus; aingi la fonetion ¥ admet au moing 1K'H H,H, zéres dans un
disque de centre 0 et de rayon ¢, H;, ce qui va nous permettre de majorer

ly| grice au lemme de Schwarz. On se mméne & étudier une fonction
entiére en considérant la fonction

G(z) = o(2)*"F(2)

qui & ot moing autant de zéros que F.

Puisque les fonetions o, 0%, of, og sont dordre deux et gque la
fonction exponentielle est d*ordre un, il résulte done du lemme de Schwarz
et de la majoration (17) gue pour R == ¢ H;, on a

log iGY) (z,)] < 2K’log K’ +log |Gl — 3K ' H  H, H,
< e (K" log X'+ LH ) —3K'H B, H, < —2K'H; H, H;.

Par ailleurs, In condition 2, ¢ 8 et les formules de pseudo-périodicité
de ¢ montrent que

lo(2)} = 67

Puisque
Iyl = lo(p) 6% ()1

par minimalité de &', on. obfient finalement
(19) logly| < —K' H{HLH} = —N"(logN')*.
Par aillenrs, en notant que
y =27 (p(@R) —p ) " Qw27 X p vl 0f2)

grice & la minimalité de %', et en utilisant des estimations analogues &
celles de la démonstration dw lemme 12 aingi que la majoration (17),
on voit que y est un élément de 7 de taille

t(y) < (K log B’ + L{H, + 1))

7 — Acta Arithmetica XLL3
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8oit
(20} 1(y) < ¥ (logN")%

Les inégalités (19) et (20) sont incompatibles puisque le corps
a un type de transcendance <7< 35/11 (lemme 8). La contradicti
obtenne prouve done le théordme 3.
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