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For 1 =0,1,2,..,pub N
|&171+le it D>0,

onf--dgt i D<O.
Then
w = Wngs v — Wepens D20,
" qu—-D; " Wnp? D < 0?

for m =0,1,2,... and » =0,1,2,...

Oleaxly {w,} and {v,} are subsequences of {W;}. Put ¢ = (8—a)x
X (8 — ). Tt is easy o check that the sequence {r'W;} is a non-degenerate
binary recursive sequence and its asgociated polynomial hag positive
roots.

Remarks. (i) In fact the lemma can be strengthened as follows:

Let {u,} and {v,} be non-degemerate binary recursive sequencos.
Suppose that their associated polynomials have real roots. Then the equation
%,, = 9, hag finitely many solutions in non-negative integers m, n if and
only if the system

o™ == ep™,  BE™ = A"

has at most one solution in non-negative integers m, n. Moreover the resuli
iz effective.

(i) It will be very interesting fio prove the lemma when the agsociated
polynomizals of the sequences {u,,} and {v,} have complex roots.
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Meilleares approximations d’une forme linéaire cubique
. par

Tueins DUBors (Jaen) et GumoReEs Rumw (Metz)

I. Introduction, notations. Lo développement d'un nombre réel’
« en fraction continne permet de bien eonnaltre les approximations ration-
nelles de e ou de la formeo lindaire ga—p. 81 p, /g, est une rédnite de o
on @ les propriétéd

(1) ana ""—Pn{ < 1/Q?’H 7= 0!

(i) lga—pl < lgue—2u = 14| > G,

(iii) Le développement esb périodique pour a = ¥D (D entier non
carré). . :

Beaucoup d’auteurs (Jacobi, O. Perron, N. Pipping, V. Brun, G. Sze-
Yeres, ...) ont tenté de généraliser cette théorie 4 plusieurs nombres réels.

 Nous renvoyons & G. Szekeres [5], p. 118-117, pour In, discugsion
des propriétés que Pon peut demander & de tels algorithmes.

Dans cet article nous proposons une nouvelle définition de la notion
de meilleure: approximation de zéro par une forme linéaire cubique,
Pot+ P10z - Pty Nous montrons au paragraphe IE que ’algorithme fournis-
sant ces approximations peut étre congidéré comme une généralisation

: 3__ E
des fractions continues. Le développement de a, = Vm, ap = Ym?, ol
m est un entier naturel distinet d*un cube, est périodique {théoréme 1).
Au paragraphe IV on étudie les propriétés générales de cet algorithme
appliqué & deux nombres réels ay, a, linéairement indépendants avec 1

ot on montre que les approximations de zéro par la forme  linéaire
Po-+Daty - Py o6 les approximations gimultanées de o, €6 g, qui en

résultent vérifient le meillewr degré d’approximation possible.
Sofent ay, a; dews nombres réels supérienrs & 1 (cette restriction
n'est pas fundamentale), po, P1, Po trois entiors. Posons:

Q = (1, g, as), P= (Dos D1y Pa)s
Cp(P) = P82 = pyt+ pai+Pavis,
€(P) = %((ﬁpo —304) 2 (P10 —Pacia)® -+ (peas “’.’Pﬁ)ﬂ*

(1.1)

6 — Acta Arithmetica 40.2
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% (P) peut anssi 8’éerire:
@(P) = (0} -+ ploi -+ pied) —E {p (PN,

F(P) == (Potip10a-+J*Psta) (Po+§2pr0n 5P 202)
ott § vérifie L--§4-j* = 0.

(1.2)
(L3)

PrrwIrIon 1. P est une meilloure approzimation normale (m.a.n.)
de 9 si pour tout triplet d’enticrs P', distinet do P, virifiant:

0< p(P') < p(P) <1
on a €(P) > CP).

Nous conviendrons do runger les m.an. Py de fagon que:
Wy == Y (P ) = P = P Frppa)  (k > 0)
cette suite est finie si et senlement 8i a; ot o, sont rationnels.

En effet daprés (1.2), pour tout s > 0 ¢t 0 > 0 I'ensemble des triplets
dlentiers P véritians 0 < 9(P) < & ot € (P) < O est £ini et done Py, vérifie:
(L.4). @ (P,) = min{#(F)| 0< p(P)< 9(Ppy)} (E=1).

Alorg I1n construction des m.a.n. no g'acedte que si:

Lp(P) P es®, w(@) > 0}

admet un minimum, ce qui équivant & oy ef gy rationnels. Dans le cas
contraire la suite (¢ (P,c)) ko @86 croissante ot d’aprds (1.2) tend vers Pinfini.
Nous supposerons dans la suite que 1, ¢y, a, vérifient

12 @) = o,

(IB) 1l<a <a et 1,a,a linbsirement indépendants sur Q.

De cotte hypothése, il résulte que y(P) = p(P’) si et ‘seulement si
P =2P. 81, a, a sont @ lindairement dépendants, 'étude y(P) peut
ge traiter & Daide dey fractions continues.

DEFINTIION 2. Soient 1, a, ag vérifiant
(Piiwo 1o suite des m.an. de £

Pour k=1 soit &, lensemble des dléwments @ de 2° tels que

(1) 0< (@) < Yoy = P(Prur)s

{iiy Py, @, P,y linéaivemoent indépondants,

(iii) (@) minimum parmi los ¢ vérifiant (i) of (ii).

Boit @, I"6lément de &, tel que gy = (@) soit winimum, On pose
@ = (0,1, 0).

Les &léments de la suibe (Qulimoe Sont appelés les approximations
normales auwiliaires de L. 5

Posons P_, = (0, 0, 1). Pour & = 0 soil &} la matrice dont les lignes
sont Py, Q, Pr,. Nous montrerons (proposition 4) que |del &)==1.
Nous dirons. que 2, est la k*™° base dapprowimation de . :

(L.5), Q = (1, a1, o)
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Soient &, la matrice inverse de #,, 4, = (af, al¥, af), B, = (3,
bR, b, 0, = (P, o, o) ses vecteurs colonnes. :
Nong associons & la gaite des m.a.n. de 2 les nombres

"

(L6) ORI\ O =

4 (P Ic) Y ’ Vi
et Jes mairices A, définies par:

(k= 0)

('7) “‘?IH-I ﬁfik' .-ka (k> 0).

DiFrvrrion 3. Nous appellerons développement de ay, a, la suite
(8", B, et nous dirons qu’il est périodigque si cebte suite Pest.

Définir un algorithme, c’est définir des critdres pour déterminer &
chaque étape les matrices 4, ou Az suivant que l'on étudie les approxi-
mations de zéro par une forme lindaive on les ajpproximations simultances.

Pour I'algorithme de Jacobi-Perron les matrices 43" sont de la forme

¢ 01
A7P =1 0 af®
0 1 af

ot a{® et al® sont les parties entitres de pi, )
Pour lalgorithme de G. Szekeres [5] (restreint & la dimengion 2)
les matrices A7! premner.t quatre formes suivant eertains critéres

010 110 001 10 1]
110, |o1o0f, |o1o0f oo}
00 1 0 0 1 100 00 1

Pour P'algorithme de Minkowa_ki [2] les matrices A5 sont de la forme

a +b Lo
+f g Xk
) 2k 1

ot @, b, ¢ f, g, By 3, k&, 1 sont des entiers positifs. vérifiant

o> max(b,e), g>max(f, ), > max(f,k)

ot olt les signes peuvent prendre' #ix combinaisons (dans chacune d’elles
les coefficients sont astreinty & des indgalités supplémentaires).
Dang notre définition les 4, sont de la forme

w v U
Ay = | v W
1.0 0

oL w, v, w, w', v, 4’ sont des entiers dépendants de Py, @,, Py, et-dela
fonetion ¥ suivant les définitions 1 et 2. '
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I, Restriction de Palgorithme 3 un seul nombre réel. Soit o un nombro
réel irrationnel supérienr & 1. Soit P = (p, q) € Z° ot posons:

@ (P) = ige—pi )

ot définissons les m.a.n. de ¢ parla définition 1 on remplagant los fonchions
v ot ¢ par ol %, _
Habituellement on dit que p/g eit une meilloure approximation de a
gig > 0cbsipourtout 0 < ¢’ < ¢ (p',¢") % (p, 9); onaig'a—p'| > |ga—p|.
Noug allons montrer que ces denx notions sont équivalentoes. Oocl
résulte cssonticllement do ce que %y (F) = |ga—p| = 2|gla —p(P).
ProrostrioN 1. Les m.a.n. de (L, a) défindes ci-dessus sont les couples

. -Pn = ( "'—1)“-"1( —Pp1s QM"'I)?
i Py, ¢, désigne la n¥® péduite du développement en fraction continue dé a.

I1 est clair que le passage au cas 0 << ¢ << 1 ol au cas « << 0 ne pose
pas de difficultd.

Montrons que Py == (1, 0) est la premidre m.a.n. de (1, o).

8iP = (p, g) cst un couple d’entiers, distinet de Py, tel que 0 < ¢, (P)
< (Py) = 1. ¢ =0 e p % L est impossible. p ot ¢ sont donc de signes
contraires et '

w(P) =ga+p et

nz 0,

€(P) = lga—p| = |gla--p| > 1 =€ (P).
Lo denxitéme m.an. de (1, &) est Pélément P, de 2Z° tel quo
%,(Py) = min{@,(h, k)| 0< p,(k, %) = ka-+h < 1}. i
Sik>0 .
Cho= —[ka] ob

€,(Py) = [hal+ka;
Sik<o :
Boe[—hald+l  ob - @ (Py) = [ —kal41l—Fa
ou {w} désigne la partic entidre de .

1 est clair que le minimum est atbeint pour & = 1. Dol Py == (—{a], 1).
On raisoune ensuite par réeurrence.

IIL. Cas des corps cubiques purs (')

Trogoriym 1. Sodent m wn endier positif qui ne soit pas un oube

. J— .
w = Vm, lo développement de w, w? est périodique et fowrnit Punité fonda-
meniwle de Danneau Z (w). : '

) Daprés (1.3) 8 o = w, o5 = w? o® entier, § == 4-+dz = y(P) on 2. ¥(P)
= -} 2, Lo définition 1 des m.a.n, correspond dans ce ¢as & la définition des minima
relatifs de Voronoi ([8], p. 278) exprimée dans un autre réseau. Lo définition 2 esl
différente. 11 en réaulbte que los périodes (cas dir théordme 1) ont la méme longueur.
Les propriétés ¢ approximation obtenues am §IV permettont de meontrer des pro-
pridtés d’approximation de Dalgorithme de Voronoi.
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St U est le groupe des unités de Z[w], on sait qu’il existe 1y, 0 << 7, < 1,
tel que 8i u € T, il existe un entier n tel que % = tug.

S A = N g désigne la norme de l'extension O — K on a daprés
(L3):
(XIL.1) p(P)E(P) = N(p(P)), PeZ.
Occi. permet de montrer que € est injective sur & = {P e 2% p(P)> 0}.
En. effet si #(P) = 4{P’) on a

H (9 (P))

aveo A rationncl. A (p(P)) = A4 (y(P") et dome #(P) = ¢ (P'). Soit
A =1 et avec P ¢t P’ dans Z on a P =P ‘

% induit alors une relation ’ordre total sur 2 par:

PLQ <4 (P)<4(D)-
Ceci permet de définir les m.a.n. eb les approximations anxilliaires par:

@ (Ppy1) = min{&(P)| 0 < p(P) < p(Pp)}, k21,
(1IL.3) ou

p(P') = dp(P')

(TIL.2)

Pra = min{P e Z| y(F)< ?(Euh

F(Qpy1) = min{#(Q)| det(Pyyr, @, P #0, -
: 0< p(@) <p(Py)}, k=1,
(TXT.4) oun i
Qrp = min{Q € Z| det(Priy, @, Pp) # 0,
(@) < p(Py)}-

8i maintenant % est une unité positive de Z [w] corsidérons 1application
m, de Z dany & définie par: :

(TI1.5) pmy(P)) = ny(P),

o~ étant dans Z (@), 4o m,_, st Papplication identique. m, est wne bijec-
tion sur & d’aprés (LIL1) m, est croissante pour Tordre < défini par
(XIL.2). .
Nous avons alors le: .

LEuym 1. § Q est une m.an. de Q e n une wwité positive (=1
ou 1< 1) de Z{w) telle gue np(@) <1 alors B = m,(Q) o8t une m.am. do 2.

Bn particulier si n est une unité positive dams 10,17, P = m,(Po)
avee Py = (1, 0,0) (i.e. p(P) = 7) est uné m.a.n. de Q. ,

Tn effet pour tout R’ dang 2 distinet de B tel que y(B") < p(R)

1
om 8 plmea ) = P(E) < - 9(E) = #(Q)
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Puisque @ est une m.an. et que @ o8t distinet do m,._, (F') on o
¢lm,_,(R")) > €(Q) c'est-d-dire @ < m,_, (R').

m, étant eroissante on a done.m,(Q) = B < R’ soit ¢(R') > €(R).
Oe qui prouve que B est une m.a.n. ¢ la premidree assertion du lemme.
Puisqne L < o< o P, = (1, 0, 0) cat une m.a.n. de Q. Bn effet si Pe %
avee w(P)< 1 on o d’aprés (IIL.1)

1
G(P) 2>l 2 (P;).

Lo deuxidme usgertion du lemme résulte alovs do In premiére.
Soib (P o suite des m.an. Prisgus Pensemuble

(PeZ pP)< 1 ot €(FP) < 1in,}
ogt fini il existe %, tel que zp = (P ) (Lo .P,au = i, (P,)). Alors puisque
pour toute unité positive x on a: '

P(P) < p(P) s plm, (P) < plm,(F)),
_ (P} > €(P) < G(m,(P") > ¢(m,(P))
il est clair avee lo lemme 1 ot (IIL.3) quo o
-Pkﬂ-{-l = Mgy (Py) et -Plco-l-'n i m'fm(“PkD-i-n) C(nz 0) :
De nigme puisque |
Aot (P, @, Py.) # 0 < det(m, (Py), my(Q), i, (Pyy)) 0

(IT1.4) monire gue ‘

Qic0+1 == ’nno (Qll)! 'Q,”uo+n = mﬂo (Q'n) y ('”‘ = 1)
on a done

Yigtn = To%a (N2 0)y  Prppn = fopn (0= 1)
on pour ¢ = 0

o Viegkn o%n (W}:O): Pikgtn = Mo®a (n21)
ot domo pour ¢z 0ot LS < Ry
(agila0+n), age'ko+ﬂ)) - (aSn)’ mgn)) ,
Il en résulte que .
: ‘ A‘ik@’lﬂﬂ =5 A.n, 15;%%709,%:}0-

.. Les suites (6 nz0 (6unor (Apduse sont done périodigues avee
e prépériode de longuear 1. Nous donnons dans lo tableau ci-dessous
la longt_leur Ly do 1o période, qui est aussi le nombre d’étapes pour oblenir
Tanité fondamentale pour 2 < m < 18.
m|2|8 45|67 ]{0]10]n]12}{13|14]25]16]1
R[1[3|3(B(6(2 |t 8] 4] 8| 8] 8| 5[10]

7|18
6] &
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IV. Propriéiés générales de algorithme
- PRrOPORITION 2. Soient ay, a, deun nombres réels vérifiant (L.5), (Prlrmo

lo suite des man. de Q = (1, oy, a5).
Alors ‘

i 18&1(12
Y Tﬂl/g )

Soient Vo = (@100, @ay @)y Vi = (t10ta; —2az, @)); Vo = (a1an]/§’ 0,
—a11/3). {V4, V3, Vg} est une base orthogonale de R relativement & la
forme quadratique %. Son déterminant est 6V3 dted. Solent 0 > 0 ob Ay
Tensemble des points M = (x, ¥, 2) de R® tel que:

@v.y @) < 0, |M-Q1< p(Py) = e
€(M) est défini par (I.1) en remplagant {Po, P1, P) DT (@, ¥, 2}

Soient (X, ¥, Z) les coordonnées de M dans la base {V,, Vi, Va}

les conditions (IV.1) deviennent

(IV.2) 0B (TP + ) < 0, 3,0, K| < wy.

P (Pls)%(Pk-H) é‘@ =

ofy o5 done un comvexe borns, gymétrique par rapport & 0, de volume:

_ o..3.9 =0 2#".75 e E
vol (o) = 6V3aldl b Fasas 5 Ot

T fonction distance associée au convexe &7y est pour M e R?
_ w(M) | M-L
{IV.3) F(M) = max ) .
0 Ve

8 0> 0y, vol(sfy) > 8 et d’aprés le théoréme de Minkowski [1].
of o contient un point P nom nul de Z%. Qe point P = P(0) (en changeant
éventuellement de signe) wérifie: B

o< pP)<y, e EP)<C.

D aprés (L4), pour tout € > 6y, € (Frpy) < C et done 3, % (Praa) < 0.

PROPOSITION 3. Soient oy, a, deuw nombres réels dun corps de nombres
oubique vérifiant (LB}, Il ewiste une comtama.pos@m‘ve 0 = gloy, ay) telle
que pour touts base @ approwimation Ly (k2 0) de 2 = (L, ay, a;) on @it
pour It =0z

18 (Qrd) < 0

Puisque P, est une m.an. de £, pour tout triplet &’entiers P, non
nul, dans &, nous avons |p(P)| < y; et domc, par la définition 1, €(P)
> F(Py). ‘ . :
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D'autre part il existe un entier &> 1 tel que d'al, day Boient des
entiers algébriques. Alors ~(dy(P)) > 1. Solent aj, o' les conjugués de
o pour ¢ = 1,2, et ' et q:” les con]uguéq de 'r,u(P)

8i P = (Po:.’l“ul’a) P = Dok Dy +Pacs, 97 = Po+ P10y +Py0; b il
existe 8, =1 tel que [p'p ”|<61(p0+§91+p2) Dés que 0< p(P)< 1
on a d’aprés (L.2)

(IV.4)

Nous avons ‘done:
P = (PN Iy <

soit avec & = &,d

(IV.5)

Ceci entraine

/e 1 ~1s
F(P) » max (l/ g dtp,ﬁ(l’));(aow’“)

: PR . : :
car inf |max 'l/—m—,_ est atteint pour wm, == 0% (dy, )"
>0 0" whyy /)

Done pour O fixé supérieur & 0/y,

#(P) = pi+ 9} -0
[w(P)} 6, % (F)

Ip(P)16(P) = 67

Mz Ay > (0dp)"

et d’aprés le théordme de Minkowski

(O8py) 2 vol (o) <8 . Toh Ay < 05 (Cpy 0.

Done pour O > B8yl A<l et oy contient trois points de 2°
linéairement indépendants. Parmi ces trois points il en existe up qui
est linéairement ind6pendant avee By, ot Pp.;- On en déduit que pour
tout 0> 6*8*y;t on & ¥(Qpu) < 0. Ce qui prouve la proposition 3 en
posant p = 035"'

ProOPOSITION 4. Soient oy, o, dewn nombres réels a;émfmnt (1.B),

Lo déterminant des bases @approwimation %) do £ = (1, Oy, ag) 6t
dono des &y, of Ay (k= 0) egt dgal & -£1.

Le rvégultat est vrai pour % = 0. Supposons le vrai jusqu’a k.

Solent d = |det(F)q)| > 1 et p un diviseur premier de d.

Nous allons obtenir une contradietion en prouvant Pexistence d'un
pomt

-1
P = 7 (L Pyg1 -+ 1a@par + 1 Pr)

- Meilleures approsimations dune forme lindoire cubique 200

wérifiant
() PeZ® et [p(P) < i
(5) €(P) < €(Pyr) 0 (€(P) < €(Quys) o6 36H(P, Pyyr, By) #0}.
Ecrivons pour simplifier Péeriture:
By = Py = aPp-+ Q40P g,y
By = Q1 = ' Pp+-b' @+ 6'Frs,
RB = 'Pk = “Pk
on a:
d = |det{R,, By, By)| = b6’ —b'e).

Notong & 1a forme bilinéaire symétrique associée & la forme gua~
dratique positive €. On a:

B, By < F(R)¥(E) <
(R < € (Ry) < €(By),
1
$(F) = {10 (Ra) B () + B () 120180, )+
28 (B, o)+ BBy, B

%(R,)®, 4,j dans{l, 2,3},

(IV.6)

P est dans 2° & Iy, 1y, b sont des entiers vérifiant

lla+7;,,a' +T3 = 0(mod p),
Lb+1,b" = 0(mod p),
LTy’ = 0(mod p).

(TV.7)

On obtient dans Z/pZ, un systéme linéaire dont le déterminant est
nul. Tl admet done nne solution non triviale. On peut choisir I, oul, égal 4 1.,
Tl en résulte une solution vérifiant

m[%]gz, < [%], §=1,2,3,

ob [#] désigne la partie entitre de . .
Supposons p impair on a:

LRARSCTESIES

Alors [p(P)] < lhl*i*l;:l-%-lsi 0 < Vi

§i 7, = 0 on o d’aprés (IV.6)

(IV.8) 1+2—-m =P

ce qui prouve (i).

@) < -§; (B -+ 2] + By max(@(By), (By) < €(By)

=
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on peut mettre une inégalité stricte puisque si &7 0, @ (By) < E{R,) ef sl
I, = 0, B < p? Ce qui contredit la définition de Py.,.

8il; 5= 0 P, Py, Py sont lindairement indépendants ot on a d’apres
(EV.6) ‘

1 .
FP)< E;;(llll + (Bl - (] moax {F (By)] ¢ =1, 2, 3} < G(E)
on peut mettre une inégalité stricte puisque 8 Iy 5 0 ¥ (R,) < ¥ (Ky) ot
gily =0, [l| -+l < 14+{p~1)/2< p. O qui contredit la définition de @y,
et prouve I proposition 4 si p est impade.
Sip =2 ot si lun des ; osb égal & zéro nous pouvons faire le méne

Sinon les points Ty = §(By—Ba—Ry)y Ty = §(By—BEy+Ey) et Ty
= }(R,+ R, —R,) vérifient (i). Mais
G (Tq) +€(Ty) +€(Ls)
= Y@ (R,) + G (Ro) + € (Ba)) — H{B (B, B} +B(Byy By) -+ B (B, By))
5@ (Ry) + € (By) 4 % (By) =} € (By - By -+ Rg) 3% (Ry).
Bt done il existe e {1, 2, 3} tel quo %(T,) < ¥ (Ry). Co qui contredit la
définition de Q,., et termine la preuve de la proposition 4.
TetoREME 2. Soient ay, a, deuxr nombres réels vérifiont (L.5), (Pilismo
la suite des m.an. de 2 = (1, oy, ay)y 9 == Py 2 = p(P)
Pour &t = 0 nolons
o o pP
Bl G B
N

aP B o
Gy = |al® BB o],
(bgf) bg’c) O‘gh)

Alors on a:
(1v.9} Wic‘nibx(i"g.k)zs?gm) <1,
(IV.10) B — o] B L, Q=1 2,
ot les constanies dans < sont caleulables en fonckion de oy 6f ag.

Ceci ost, d'aprés W. M. Schmidt [4], lo meillowr degré dupproximation
que Pon peut obtenir loraquo a, ol ey sont algdbriques.

Pour obtenir (IV.9) il suffit d’appliquer la proposition 2 puisque
d’aprés (LV.4) on o €(P) = max(pl, P}, p;) of DPuiBquo ;> ¥,

Par définition de &, on a:
Vi ) 1 |
Pr =Lt |

icm

Meilleures approximations d'une forme lindaire oubigue 207
et dono:
1) ¥
ol =% v
ay Pr—1

goit-wvee ay = 1:
o = o+ b+ Py 5, ©=0,1,2.
Tl en vésulte que:
U — b =y OPal) b9 + s (P B0
= (et )7 —r P+ 9Py ).
» Mais ('1’smpr§'s (i‘f.lé)' pour P, eb Py on @
[B§] == [ —pInD] < €(Py) < (Pyya),

max ( (Jm: P;m) <€ F(Pyqa)s max (+F%, 2Py < F(P,) < € (Pry)

-

et-done d’aprés les propositions 2 et 4 on a:
. o b -l P <1

oo qui prouve (IV.10) pour i = 2. On procéde de méme pour i=1.
THEOREME 3. Soient o, a, deus nombres réele dune extension cubique
non totalement réelle vérifiamt (LB) et pour T3 0, Py, Qs vy 92y of?, af?
définis aux T. Alors la swite (o9, o)., ne prend quun mombre fini de
valeurs. s
* Daprés (IV.4) et les propositions 2 et 3 on a:

A ()l < 51!‘:”3%(-?!«) < 0,0,

()] < 8@al€ (@) < 01l |€(Qi) < Br0

oil 8, 8, p sont les constantes introduites dans les propositions 2 et 3.
Dans ces inégalités les constantes de droibes ne dépendent que de
a, et a, et done les g, et les y, ne prennent gu'un nombre fini de valeurs
modulo les unités de K = Q(a,, ), tolent Z;, 4 =1,..., N une famille
e reprégentants.
D’autre part d’aprids les propositions 2 et 3 et (LV.5) on a;

P = Vi1 _ P € (Py) <08 b ¥ > 1,

Yx € (Pr)

(IV.11)

1 Yk v (@) 5 53 (% (%
o e TETAVE g3 ot o™ < o 04
P g @%@ P
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Soit 5, wne unité fondamentale positive de K.

o = gz =

& uy &
i o = 41 —;'
:f 4

ot €, j, h sont des fonetions de & dans [L, N] eb u;, g des entiers dépen-
dants de k.

Les relations (IV.11) permettent de borner les entiers w, o6 u,. Alors
d? et of® ne prennent qu'un nombre fini do valeurs.
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On a conjecture of R. L. Graham
by
R. J. Smvegon (Adelaide, 8. A., Australia)

~ Graham [2] has conjectured that if ¢, @a, ..., a, is any increaging.
gequence of positive integers, then ’

max =
et (@ %)

Various necessary conditions have been cstablished for a sequence
that falsifies the conjecture. Among these are the following:

(1) Not all the a; are square free (Mariea and Sehinheim [3]).

(2) n is nob a prime (Szemeredi [21). ‘

(3) n—1 is not a prime (Vélez [4]).

(4) If p is a prime, and ple, for some 4, then p < (r—1)/2 (Boyle {1]).

(5) -TIi any e, is o prime p then p = (a;+ a,)/2 for some j, & (Weinstein [B1).
In this note we improve () by showing:

TueosEM. If a,, 6y,

vy @, 45 0 sequence thal falsifies the comjecture,
then no o, i8 o prime. )

Proof. The proof is by contradiction. We agsune the opposﬂ;e and
geparate the sequence in two sebts: (i) thoge integers less than n and (ii)
those which are grester than or equal to =.

By (4), p is a member of the fivst set. It i3 clear that p mugt divide
each wember of the second.

Let kb = [—?—5:—1—], where square brackets denofe integer part, let

B = {b;} be the set of positive integers which are relatively prime to p
and less than #, and let ¢ = {¢;} be the set of integers greater than k
and less than . Note that the number of elements of B and the number
of elements of ¢ are both equal to # —k —1. There are k positive integers
los than » and divisible by »- :



