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Fast konstante Folgen

vou

H. RINDLER (Wien)

%

TIn dieser Arbeit geben wir einen Beweis eines Resultats von Rauzy, [2],
iiber gleichverteilte Folgen modl, der sieh auf den Fall der Gleichvertei-
lung in kompakten Gruppen iibertragen 1334 Wir zeigen ein analoges
Resultat fir B, in Z ist dic Situation anders. Allgemcines zur Theorie
der (leichverfeilung findet man in 11

Bei
M die Menge aller glv. Folgen modl,
¢ die Menge aller Folgen (¢,) mit {z,) e A = (e, +m,} e M,
¢ die Menge aller Folgen (¢,): Ja > 1 mit ¢, = ¢, wenn fir ein ke N

gilb: a7 P < nym < at.

Sei

d(w, vy = min{ly—v—k,kecZ}, u,v s R,

g((ea), (@) =Hm(LN) > @leq, &)

N

TrnoREM 0 (Ranzy). Folgende Bedingungen sind dguivalent

(1) (e,) €05 _ ,

(i) Fiir Ve > 0, 38> 0, sodaf fiir jede Indexfolge vy, mit ng e — @y -
l< a<<1+4d:

Hm(Ljng) 3 inf X

dlen ¥) <
ko0 hk VB g cneng g a

(iii) Ve 0, d(d,) ¢ mit gllen), (@) < &

Die Aquivalenz von (i) und (iii) st einfach zu zeigen. (ifl) = (i} folgt
sofort aus Lemma 1. Der nichttriviale Teil des Beweises ist die Impli-
kabion (i) = (ii). Wir bendtigen dazu Lemmata 2-4.

Tavma 1. O <= C.
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Beweis. Sai h(a) = ™% (g1 (% dann gilt
(L/V) D) Iylo,+,)

N .
= (LN} D (b (0) = Pelenin)) 3 uley) -+ plog) (LIN) 3 by ().
' naN i<n JSN
Der 1. Ausdruck auf der rechten Seite geht gegen ¢, da (c,) e C°. Aus
dem WeyD’scher Rriferinm folgt daher: (1,) € M < (¢, +a,) € M.
LmvwvA 2. Sei M eine Indexfolge, My ; << My, M, /M.~ 1, dann
gili fiir jede Bijeltion p: N — N mit M, ;<n< My = M, < pln) < M,
(i) (mn) € H = (a"p{:ﬂz)) & *Z{[l
(i) {€,) & O (ppy) € 0.
Beweis. Es genfigh (i) zu zeigen:

W) Y bl = WF) 3 hlaggy),  fir  § = My,
neN 7 AN i
fir M, ; < N < My ist der Unterschied beider Summen von der GréBen-
ordnang (M, —M, )M+ 0 (k- oo).
LEMMA 3. Piir 2,2, ..., 2, gelte:
DAz, =t fir 1<t<m,
nEm

dann gibt es eine Permutation p mit: > & (Zy0n)s Bppnay) = B,
L0

Beweig. Sel 8, :t;mﬂ%’nd{zn, 7y, 8y = g ) 2 Az, zm-iﬂ,), dann
. = < . PEG(mM) i<n

gilt 8y = (m—1)!mb und Lemma 3 folgt, do S(m) m! Elemente hat.

Leana 4 (0,) €0 = Um(1/N) ¥ d(e,, ¢,.,) = 0.

naN

Beweis. Slleﬁe [4], Prop. 5 (Dort wurde ein analoges Resultat fiir
kﬂompa‘kte metrische Gruppen Gegezeigh. Fir ¢ = R {2 ist der Beweis
einfach). e ’ '

W}r ﬂehmeln nun an, dab fir eine Folge (¢,) Theorem 0, (if) nicht gilt.
Es‘ gllbt dah_er em ¢ > {0, sodaf fitr alle m e ¥ eine Indexfolge n, und ein %
exisbiert (wir sefzen W,, = iy} mit:

€7 . . ’
@) - inf Z e, )= omyy, Y gilb: 1 << myy fig << 1ok L.

<k YR mpcnug, g

{2) Wi kijnnet_l annebmen, daB N, /¥, —+0 (n - oc).

Wegen Lemma 3 gibt es eine Permutation p,,: n, <5< %;H.i G

- %ﬁ‘gpm(‘n) < %TH-J- mik;

@ o Z‘ a (Gpm(ﬂ-) * Cp ) ?I eN,..

ﬂ<Nm

icm

Fast Lonsianfe Folgen - 191

Definiert man nun p: N =N durch p(n) = po(n), Npo1 k< Nu,
dann gilt wegen (2) und (1)

{4y Hm (1) 3 @ymys Cynsny) = €

N-»oa A<

Lemma 4 = (ey,) ¢ ¢ und wegen Lemuma 2 auch (o) ¢0. =

Ist nun @ eine kompakte metrische Gruppe, sind M(G), C{G, ...
u.s.w. analog definiert (auf & existiert eine biinvariante Metrik), dann
kann man dieselbe Fragestellung wie in Theorem 0 unfersuchen.

TeEworEM 1. Theorem 0 lifi sich auf kompakie metrische Gruppen
iibertragen.

Beweis. Lemma 1 folgt auy dem Weyl’schen Kriterium ([1], €h. 4
Th. 1.2} Lemmsa 2 nnd Lemma 3 gelten allgemein, Lemma 4 siche [4],
Prop. 5; C(6) ist filr nicht-abelsche Gruppen zwar ebwas anders defi-
niert, der Beweis 1a8f sich anter Beniitzung einer invarianten Metrik
sofort tibertragen und wird sogar kiirzer).

Wir betrachten nun die Falle ¢ = R", Z.

Begeichnet M (Z) die Menge aller Folgen ganzer Zahlen (z,) mit
() 18t glv. modm fir m =1, 2,3, ... so zeigh das Beispiel (¢,) = (nl},

. daB hier kein Analogon zn Theorem 1 gilt. Fiir M (R) der Menge aller Folgen

(), mit (x,) ist glv. moda fir alle # > 0 und fir 37 (R"} (analog definicrt)
gilt aber:

THEOREM 2. Die Aussage von Theorem (O bleibt riehilg fir ¢ = R",
wenn d eine beschrdnkte invarionte Metrik {st.

Beweisn (AY » =1: Wir setzten M = M (R), M, = M(RxZ),
x>0, C=0R), O, =CR[zE), diu,v)=mnf{lu—v—ke, kel
@(u, v} = min{ju— o[, 1} und definieven entsprechend ¢((s,), (d,)) bzw. g,-

LA 5. € < O, fir alle @ > 0. |

Beweis. Sei (¢,) € (, (a,) e M, gegeben. I (y,) = M, 9, = v,(modz)
(18], Th. 2). (e,)eC = (e, +m,)eM= {0, +¥,) e M, = {e,+2,) & M.

LEMMA 8. Beiwm Beweis non Theorem & kinnen wir ennehmen (6,) € Z.

Beweis. Sei d, =e¢,—[¢c,], >4, =¢,(mod2) = (d,) €0 (Th.0 )=
= Vo> 0, Ae,) € OF, g5 ((dy), (0,) < & = gl(dy), ()] < & denn d{(d,), (ea))
= dy((d,), (¢,). Da O eine Gruppe bzgl koordinatemweiser Addition ish
(@) € M = (—~ug,) € M} liegt ([¢,]) = (6,—&,) in € und Lemma 6 folg
unmittelbax. :

Leyma 7. 8¢f s, €2, 1<i<m,y 8 %0

A = {z: 02, Y s, 0) <mu/2}

i<m
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dann gilt fir dos Maf von Az
|4| < 6uilogul|.

Beweis. 1) m =1: Sels, =8, 4d,, = {#: (s—u)/n <2 < (s+u)n},
dann gilt A, = A(2u) = UAS 50 [0, 11 Wesentlich sind nur die ,AM

mit % < s/n 1 und es gllt

4] ~2 1/n ~ 2ullogul.
s<n=<zsie

Fir o< fuo gilt daher |4,] < 3u]logul.
2) Fir m>1sei 4; =4, wie In 1). zed =zed, fir mindesten
mf2 der 4,, daher gilt:
(mj2) 4] < D [4;] < 3mlogul .
- :

Wir benétigen Lemma 7 fitr den Fall w = 1/40 (<)
(5) ~Fir w = L1/40 gilt |4|<C 2/3.

Sei nun B, i, =~ {2: 0 <2 < 1, fiir Vi > N, fiir Vamit 1 < a < 1+ 1/m
gibt ez eine Tolge (d,), (Z,L = @; fir a"<n, j<a"™, h=1,2,3,...,
sodall ' d,(c,, d,) < ke gilt}.

sk

Aus Theorem 1, (ii) und Lemma 5 folgt
{6) UEmA e =[0,17 fiir Ve> 0= Ve 0,dm, N: |E, x> 2.

M N

Bei festem a gill: d, =dy, & = E(z, k). Sel

dz(c"n? (Ek) = (wh—{_l — a’h) ’M(Z),

aftn <ahitl
dann gilt filr mindestens (o' —a®j/2 der n:
. z( Gy dk) d%(z)
" Daher gilt fir alle z, 2 B, .=

oy Oz iy) < 20(2) +2u ().
H&lt man. ein. # fest und wihlt man 4, = dy, & = k(2, b) = k(h) folgh:

{7) FurveEmngﬂtZd cn, d,)<5js, =N, L<a<1l+1/m.

ngf

Beachtet man nun, daf 3 d(e,, d,) = 3 d{(e,—d,), 0) gilt, und ¢,
n<k sk

wegen Lemma 6 ganz gewdhlt werden kann, daher aunch d, ganz gewdhlt

werden kann (wie man leicht sieht), ist die Summe gleich der "Anzahl

der (¢,—d,} =0 (die,, d,) <IN und Lemma 7 gemeinsam mit (5)~(7)

Fast konstanie Folgen 193

Tiefert daher

(8) Tir k>N, l<a<l+lpm gt Y de,, d,) < 400k
n<k
Da g > 0 Deliebig war, folgt der Fall (A) aus Lemma 1 fir ¢ = R.

(B) & = B", n> 1: Ist (»,) gleichverteilt in R®, dann gilt fiir jeden
nichttrivialen Charakter & ki(w,) ist glv. in A (R{R")) = M (R|Z), urage-
kehvt gibt es zu jeder glv. Folge in R/Z ein ghv. Urhild ([3], Th. 1, und
Bemerkung am Fnde der Arbeit), daher gilt hie,) e C(R/Z). Betrachtet
man nur jene Charaktere die von der k-ten Komponente von R® abhingen
{1 < k< n), folgh, daBl die Projektion der Folge (c,) anf die k-te Kompo-
nente in C(R) liegt, (A) n-mal angewandt lielert den Fall (B),

Ist & eine lokalkompakte Gruppe und M (@) die Menge aller gleich-
verteilien Folgen im Sinne von Hartman d.h.:

Fiir alle ivreduziblen unitiren, stetigen nichttrivialen Darsteltungen D
von G gilt :

m(1/N) S’ D(x,) =0
N n<N
dann kann ¢in zu Theorem 1 analoges Resultat nur gelten, wenn es fir
jedes » = 1 ein D gibt mit D(x) 5= D{1). &. b. gilt fir die Gruppe aller
projektiven Transformationen: Jede Folge ist Hartman-glv. (es gibb
kein nicht-friviales D).
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