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WHEre oy, ... i, are as before and 0 <Cu, ., < ¥. Arguing asx in the de-
duction of Theorem 1 frem Lemma 7 we can prove

THEOREM 1-A. Let §,-1-iy, be @ zero of C(s}. Then there exisi effective
positive constants F,, B, B, and T, depending only on A such that if v, = ¥,
Y = F,loglogy,, then

S;;ﬂﬂ—j-bl_g:.n > m - B,

Next we can break up the sum over o in 8§, ., into subsums consisting
of zeros o with #/¥ < iy —vl < (n4+1)/Y where # = =0,1,2,3,... and
estimate the subsums for any fixed » and add these subsms together.
We treat 8., similarly. Appraising these subsnms a little we can restate
Theorem 1-A in a nicer form as follows., Let N, (r} denote the number
{counted with multiplicity) of zeros of [{s) in D.(I1-+iv). Next with
0<lis4, Y22 and T =10 let us write

APy =7z Y, V)= max JN ‘l’;j X, () ‘”du}.
Fedgra P44 |
Then we have
THEOREM 1-B. Let fy-+iy, be a zero of £{s). Then there exist effective
positive constants By, Kg, B, and Eg depending only on A such that if y, = B,
¥ = Eloglogy,, then
. _ z,
(’.\ - 2V [ . —
f /0) ]“( fﬂ) Y(J-*ﬁu)
This (with Jensen's theorem for example) leads at once to the zero
iree regioms.

— B,
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Uber Hasses \erallgememerung
~des Sy racuse-Algorithmus (Kakuntanis Problem)

you

HErBERT MOLLER [Mimster)

1. Einleitung. Ist ¥, := {n € N'; 2tn} und §: N;-N5, 2 s (30.+1)/2°
mit eindeutig bestimmtem a = a(2) e N, 80 heiBit die Folge der iberierten
Funktionen (Sk);}exo Syracuse- Algorithmus, weil ein Mitglied der Uni-
versitit Syracuse (USA) die folgende merkwiirdige Eigenschaft dieses
Algorithmus (wieder-} entdeckte: Welche » € N, er anch probierfe, die
Folge (S (n)}h\v war immer periodisch mit der Periode 1. Die Vermutung,
dall dieses fir d,]le n € N, gilt, ist bis heute unbewiesen, aber mindestens
tir w < 2% richtig (Fraenkel). ‘

Obwobkl dieses Problem, das eine Reihe von verschiedenen Namen
trigt (z.B. Kakutani-Problem, Collatz-Problem), von vielen Mathe-
mafikexn untersncht wurde, ist his heute nur sehr wenig dariiber bekannt: (1).

Die {folgende weitgehende Verallgemeinerung des Syracuse-Algo-
rithmus stammt von H. Hasse, der auch erkannte, daB die entsprechenden
Periodizitdtsprobleme mit gewissen Refhenentwicklungen in den (Hen-
selschen} d-adischen Vervollstindignmgen des Ringes der ganzrationalen
Zahlen zusammenhingen.

Sei {(m,d) e N* mit 42 und ggTim, d) =1, Ny:={necZ; dfn}
sowie B, ein vollstdndiges Restsystem modulo & ohne Vielfaches von d.
Dann gibt es zu jedem x £ ¥; genau ein Paar (r, o) € By x N, so daf
(mac — r)jd* € Ny gilt. Damit ist eine Abbildung B = Him, d, B;): N—N,
& (me—r)/d* mit r € Ry, o € N definiert. Die Folge der iterierten Fonlk-
tionen (H*), v wit H° := id und B = HoH’”‘ (k & X,) bezeichnen wir
als Hasse- Algm TRINUS.

Wie bei dem Eakutani-Collatz Problem stells sich die Frage, fir
welche n e ¥, die Folge {H"(n}),..d\-o periodiseh ist, wenn (m, d, R;) vor-

(1) Herrn Profesacr Dr. . Hasse verdanke ich die folgender Hinweize: J. H. Con-
way stellte fest, daB Probleme dieser Art unensscheidbar sein kinnen; Riko Terras
bewies die Existenz einer ,,Velteﬂungsfunktmn die im Cnendhchen den Grengwert
Null besitzt.
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gegeben wird. Fir m < d ist (H*{n)).x, offensichtlich stets beschrankt,
also periodiseh, so dafl fir weitere Unter%uchunoen nur die Fille m > d
interessant sind. Computer-Berechnungen lassen vernmten, daB es eine
nur von ¢ abhingige Schranke D {d) gibt, so dafl { (n))A ox, genan dann
tir alle # e N, periodisch ist, wenn m < D(d) gilt.

In dieser Arbeit bE‘WENQI\. wir den folgenden Satz, der zwar noch
Ieine Antwort auf die obigen Fragen gibt, der aber doch eng damit zu-
sammenhidingt:

Sarz 1. Ist m < a¥9Y, so besiizt die Menge

P =P(m,d, Ry
= {neNnNg Es gibt ke N, so daf H’(Jz) < n ist}Uin e N dn}

die . natiirtiche Dichte 1, d.h. es gilt

1
hm—card{n e¥; na) =1.

=ro0

Wir vermuten, dall anch die Umkehrung richtig ist tnd dall anstelle
der Dichteaunssage sogar die folgenden Emndlichkeitgaussagen gelten:

VERMUTUNG. (i) N\Z ist genau dann endlich, wenn m < ¥ gilt,

(i1) -Die Menge der reinen Perioden ist stets endlich. :

Ist diese Vermmbtung richtig, so folgt sofort, dah D{d) = 4¥@-?
die gesuchte Schranke fiir durchgehende Periodizitit darstellt.

Der Beweis des Satzes erfolgh in drei Schritten, wobel im dritten
Schritt entscheidend die in [2] entwickelte Theorie der ,,#'-Normalreihen?
verwendet wird.

2. Tunpellinge wnd Kongruenzsysteme. Tm folgenden seien m, d
und R, entsprechend den obigen Bedingungen fest gewahlt, Fir n e ¥
bezeichnen wir die Zahl

16, wenn din,

Ln) =y " : .
min {k e N H"(n) < n} sonst,

in nahelisgender Weise als Tunnellinge von n. Mit Z; 1= {n & N3 Lin) = I}
oo
Hir 4 e N; ist dann % = | ] 2.
k=0
Wir zeigen zundchst, dafll &, im wesentlichen aus den Lésungen
endlich vieler linearer Kongruenzen hegteht. Ist o, der Exponent von d
im i-ten Tterationssehritt Hf‘](ﬂ) —~Hn) (4 & N), r,_, der entsprechende

LRest™ aus B, sowie o 1= ,\ v G010 50 folgt mit vollsténdiger In-
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Lo
Lo
P

duktion nach &:
k-1

1 () = (mtn— 3 rmkoimid Hd% i alle ke N,
i o .

Wegen H%(n)e N, gilt
-1
(2) min = 2 w1 mod 47 fiir alle ke N.

(]

o
{(2) ist dquivalent zu der Reihenentwicklung » = Zr,- in der
=0

d-adischen Vervollstindigung des Ringes der ganzrationalen Zahlen;
vel. [1]). ‘

Fiir hinreichend groBes n e N, ist H*(n)< n nur moglich, wenn
&5 > m® gilt, Wir setzen deghalb fiir jedes &k e N,

(3 8t =m]n{sr="\ d8>m}~—[ llzgg?]—{—l.

Beachtet man, daBl wmgekehrt aus o; <8 fir § =0,...,1 H(#)>n

fiir hinreichend groBSes » e N, folgt, so ist es naheliegend, &, mit den

folgenden Losungsmengen linearer Kongruenzen zu vergleichen: ‘
Tob Xy i = {(0gy vy Opy) ENE; 09 < oo < Oy 0 < 85y 8= 0, oy B— 1}

fir ke N, so gel fﬁr jedes ocX, und jedes o = (g, ..., 7es) € RE

F—1
(4) (o, 0) 1= e N mEn = E romF i (mod dsk)][
i=10 ]
sowie .
(Y M= U H(o,0)  Fir kEeN, Myi=Zs.
' ceXy E‘sz
Dann gilt

ATz 3. Fiir jedes ke N, untmscheulm gich £, und &, in hochs!ens
endlich melem HHementen.

Beweis. Fiix k = 0 ist &, = .#,. Im folgenden gel k> 0, Wir be-
rechnen Schranken g, = g, (H, %) und g, = go(H, k), so daB fir jedes
7 e, mit n>g, auch ne¥, baw. fir jedes n e, mit n > g, auch
n &4y gilt, Dazu setzen wu R:=max{}#]; r e R;} und beaehten, daf
(8) fiir ke N zu &% ' < mb < dF Aquivalent ist. _ E

(a) Seil ne.#,. Damn ist o;<s—1 fir ¢ =0,...,k—1, und ed
folgt mit (1)

x-1 F-1

k—1-— i

AFH (n) = m "’"24 A A ” En R wvm ~i it
i= 1,-0

g1
C < wmFn b REnSTL
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Wegen oy, = 5, gilt damit B*(n) < n fix allen e Ny mit 5 > o
—m
Analog folgt fiir e {1,..., 4—1}
dTH (n) = min— Rjm' .
. . . e . Rjmi—?
Wegen o; < §;—1 -Ist alse H'(n) = o fiir alle n e ¥, mit n =
) m—d
Setzen wir
Rim’~t
gy 1= Iax T-m_—l, J=31,.., k=114,
wml —d’ »

50 izt

REm* !

T

g1 1= max-[gg, -
l £ ——-’ﬂ)]"}

eine Schranke derart, dal jedes »n e.%;, mit » > g, auch it Py gehirs,

REmF!
T e L e
PT I,

o; 2 8;; denn aus o; < & fiiv 4 = 0,

(b) Sei ne@,. Ist nz so gibt es {e{l,..., &k} mit

ooy kB wiirde wie oben
AR H ) = mFn— Rk = ad®

folgen — im Widerspruch zu n .9,
Setzenwirnun h:=min{i € N; 5; 2 5}, 80 ist n e . 4. Fiir n > g, (H, k)
folgt dann nach (a), daB # e, gilt. Ist h < & und

w2 g t=max{g {H, h); h =1, ey =13,

30 kann die Voraussetzung u e %, nicht erfiillt sein. Also muf fiir n > g,
k==L gelten. Damit ist

[ Rlem*? \
ffa D= NIAX ng Tf

eine Schranke derart, daBl jedes n g%, mit »> g, anch zu &, gehozt.

3. Disjunktheit. Zur Berechnung der natiirlichen Dichte von . in 4.
benidtigen wir éinige Disjunktheitsaussagen fir .# (o, o).

Sarz 3. Seien %, e N, o€ %y, ¢ e RS sowie o' € Xy, o’ e Ry mit (o, g}
7 (o', o). Dann gilt (o, 0) .4 (¢, o'} = @. Insbesondere ist Myl — B
fiir allc ky le Ny mit k 1.
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Beweis. Wir nehmen an, daB es n €.4(a, p)n#(c’, o) gibb, und

~ zeigen durch Unterseheidung von drei Fillen, daB sich jeweils ein Wider-

spruck ergibt. Ohne Beschrinkung sei 1 <k <Z AuBlerdem sei

k-1
Y £y e ok o k=17 0%
Cr(n)i=m “‘"'E ) dr,
q=0
-1 .
I . 1 " [w1—17 .
O;(ﬂ-).—mu—Zaim i,
i=0
I L
" k, - wenn (Ggs vvs Op1) = (O ervs G4y)s
min{i eN; i< k—1, o; == o}  sonst,

7
wenn {rg, ey Tpo1)s

coms Tpon) = (7,
ri+  sonst.

k,
vi=g o
gmin{i e Ng; i< —1, 7

I
el

- Wegen ne . #(o; 0) und n e .#(c", o'} gilt

() C’k(n) =0 (inod a%)  fir jedes s < s, sowie,
Cy(n)y =0 (mod d) fir < s,
Ferner ist
-1 R -1 S,
7y Op(n) = m’ "0 (n) + Z w2 @ d ) Z Fmt i

i=h . i=l
wobel die letzte Summe fir & = ! verschwindet.
1. Fall: v <u. Damn ist o; = o; fiir ¢ = 0,..., 2 wnd 7, =7 fiir
1 =0,...,0=1 (falls » > 0). Auflerdem ergibt (6) wegen o, < 8. < 3

B

a't +1

C{n) = Cy(r) =0 (mod d
Damit folgt mit (7):
C(n) = m ", —r)d™ = 0 (mod 4™ 7).

Wegen ggT(m,d) =1 miiBte also r, = r, (mod d) gelten, was wegen
Tos r;. € Bg und 7, = r, nicht miglich ist.

. Fall: v u, u < k. Hierist o; = o; und r; —:r;ﬁili—O , %—1.
Ohne Besohmn];ung sel oy, = 0, +1. Wegen o, +1 < s,_ 8, gilt dann it
(6) wnd (7)

07 (n) = mi~I g, d7% == §) (mod (ZG“+Ij s

80 daff dir, wire — im Widerspruch zu r, e ;.
. 3. Fall: 4 =2 = k. Wegen der Voraussetzung (g, ¢) = (¢’, o') muf
nun [ > & gelten. Dann ist o +1 <8, < 8 mnd o) 2 o, 11 fiir 6= k1.
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Damit ergeben (6) wnd (7)
() (n) == —rml k@™ = 0 (mod d*T),

so daBl di, gelten miiBte — im Widersprueh zu ry, € B;.

Als Vereinignng von paarweise disjunlten Mengen .# (o, o} sind .47,
und &5 fiir &, I ¢ N mit k 21 disjunkt. Da .4, fiir & > 0 lelne durch 4
teilbaren Zahlen enthalt, ist auch .#,n.#, = @.

4. Dichten. Ist of < N, so bezeichuen wir im Angchlufl an Ostmann

[3]

NI 1 )
8% (/) 1= lim —card{n e o/; n< o}
&=1,2,... &

als asymplotische Dichte von & und

— 1
8 ()= lim —cmd{ne; n< o)
2=1.2,... ¥
als obere asymptotische Dichie von .
Dann gilt stets .
(3) < 8 < Het) < 1

Ist 6% (/) = 6* (), s0 wird

1
by (&) i= 0" () = & (/) = lim — card {n e #; n < 2}

2ac0 B
natitrliche Dickis von &/ genannt.
Setzen wir ¢, 1= eardi}h fir b eN wnd ¢,:=1, so besitzt .#, als
Vereinigung von ¢, {d — 1)* paarweise disjuniten Kunaruen.zldassen modulo
@** tiir jedes k e X, die nattirliche Diehte 0,(.#;) = 6,(d—1)%d "% Da 2,

sich in hochstens endlich vielen Elementen von .#, unterscheidet, gilt
anch

(9) 8ul ) = 6 (d— 1V A7 fiir jedes & e N,.
AuBerdem folgt fir L‘J,i’k, N e N, als Vereinignng von paarweise dis-
k=0 :
junkten Zahlenmengen
N N ‘
(10) | 5 (U 2y = Y buly).
k=0 k=0

‘Ferner ist Z Qﬂzk Tir jedes N e Ny, und wegen
P = a*(LvJyM a*(gyk)

folgt schlieBlich mit ( ) und (10}

(11) ##) > Eek((z_z)“d"”k

=0 .

fiir jedes N e N,.
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Die Folge ( S'ck d—1)5q" )\E\- st positiv, monoton waehsend und durch

1 nach oben beschvinkt, alo konvergent, und es gil EGk(d—l)‘cZ's"
=0

< 1. Der folgende Satz gibt die notwendige und him‘eiche;de Bedingung
dafiir, dafi der Grenzwert 1 ist.

Barz - Seien m, de N mit 2L d<m und (m, d) = (4, 2),

logm ] . " .
S t= [l‘ Togd ] =1 fir ke,

tp 1= Card {0y ey 1) € VG5 o0 < Gpy,y G <8, 4 =0, ..., E—1)

fiir k e N sowie ¢y := 1. Dann gili

Vek(d 1a ™ =1
IL 0
genan dann, wean m < 4¥ED fgp, _
- Beweis. Wir verwenden die fn [27 entwickelte Theorie der F-Normal-
reithen, wobei eine Funktionenreihe

«
N(F; 2)i= Yo (l—a)y®* fiir ref0,1]

. k=0 :
F-Normalréethe heill, wenn F:= (n;)kg__vu eine monoton wachsende
Tolge (ng.; 2 wy;) natiitlicher Zahlen ist und ¢, dureh ¢ == ¢ (F) ==
card {(mo, ... My_y) € N§; my < oo < my_yy My <My, 4 =0, ..., k—1} fir
ke N sowie ¢p:== 1 definiert wird.

- Mit my, = g, fiir B e Ny und » = 1—1/d ergeben sich die zu berech-
nenden Rethen als spezielle Werfe von F-Normalreihen :

" 1 = I\ O o
N ((gk)ksl\’b; l—E) = EGL- (1—:{) (“d_) w2 E}_“Jek(d_l) a7 %,

k=0

Ist I, o= ([ak]+e)gen, mit e cR, e>1 1md ¢ E.N, so gilt nach Satz 7

lo
in'[2] N(F,; ») — 1 fiir jedes [0, 1/a). Mit a:= % folgt also in
w2 P 1 logd | .
unserem Falle ¥ ¢ (d—1y*d™%% =1, wénn 1< < -——— igb, L. h. wenn
i=6 d  logm

m < VN gilg,

Ahnlidh wie in [2] zeigen wir, daB fir F,mit a e B, a > 1, ¥ (F;2) < 1
gilt, wenn # € (1fa, 1] ist. Fiir « = a/b e Q ergibt sich dieses aus der Dar-
stellung

. |
2y Ve y?t mit yi=a(loz)
2 o

j=0

F; 0) = 5’(1
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die im Beweis von Satz 5 in [2] hergeleitet wurde: Da
flo) =r(l—2)*? Hr 2=[0,1l/a)

streng monoton wachsend wnd fir »e(l/e, 1] streng monoton fallerd
ist, gibt es zu jedem x e (1l/e, 1] genan ein &; € [0, Lia), s0 dal

¥y =al—a)l! =g (l—r)t
gilt. Damit folgt sofort
‘ N{F,; 2) < N(F,; z) =1.

Fiir a € BNQ, a > 1, beweisen wir die obige Aussage mit Hilfe von Satz 6
in [2], der unter anderem besagt, daB N (F'; ) < N (F; x) fir alle z & [6,1]
gilt, wenn 7’ aus # durch VergroBerung eines Folgengliedes von F um 1
entgteht, ohne daf dabei die Monotoniebedingung verletzt wird.

stz e (lje, 1], so gibt es ¢ € Q mit /e < 1/p < x. Damit gilt einer-
seits nach dem oben Bewiesenen N(F,; x) < 1; andererscits ist N (F,; x)
K N(F,; ), da wegen [gk]+e < [ak]+c fir alle keXN, F,in F, iber-
fithrt werden kann, indem man sukzessive jeweils endlich wviele oder
" unendlich viele 'mfeinanderfolgende Glieder um 1 erhoht. '
In unserem Falle ist also Zc,l d— 1)@~ % < 1, wenn 1 - i logd

e (Z logm

dh. m > 3%V gilt, Da der Fall m = a0 nicht eintreten kann, ist
damit Satz 4 vollstindig bewiesen.

Der Beweis von Satz 1 ergibt sich nun sofort aus (11) und Satz 4:

Fiir m < @Y st §*(#) 2 1, also wegen (8) §*(%) = 3*(¥) =1,
5o daf auch die natirliche Dichte von & existiert und gleich 1 ist.

Erginzung bei Drucklegung. Der Beweis des Hauptergebnisses der anfangs
erwihnten Artheif [5] ist fehlerhaft
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Reducibility of lacunary pelynomials, ITI
by

A. SCHINZEL (Warszawa)

1. The present paper is a sequel to {117 and the notation of that
paper is used throughout. All the polynomials considered are supposed
to have integral coefficients tunless stated to the contrary. Redueibility
means reducibility over the rational field Q.

If flwyy ..., @) % 0 is a polynomial then

&
CAN
Flay, oym) = eonst’”fc(mlﬁ vy Y0

means that the pOlVDOlllldl‘! f. are Jlredumble and prime to each other.
H Ofa, .y m) = fl2,, ..., 2) f[ #fi, where f is a poljnomml prime

to @ @, ... @ and «; ave integers, ﬂ1en we set

TP @y, ooy #y) = flag, ooy wy).

- A polynomis 11 g such that

Jghy o @) = gl ..., @)

is called reciprocal. Liet
JD(wy, ..., 2) = const nfﬂ (@gy ooy e

‘We set o
By, ooy tty) = const Il fo(@y, ..., my)fe,

L(ny, ..., 2;) = constILf (@, ..., @), .

where 17, is extended over all f, that do not divide J(#ft ... s%—1) for
any [dy,..., 6zl # 0, [T, iz extended over all f, that are nen-reciprocal.
The leading coefficients of K& and L® are assumed egual to that of Jo.

In particular for k= 1 E®(») equals J@ (x) deprived of all 11ss evclotom_w
factors and is ealled the kernel of @.
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