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_Suites a spectre vide et suites pseudo-aléatoires
paxr

J. Coquer (Valenciennes) et M. MEnDEs-France (Talence)
1. Introduction. Roit F: N—C une suite infinie. On appelle spectre
{de Fourier-Bohr) de F l’ensemble
>
{la notation e(2) représente exp 2inz).
. On dit que F est pseudo-aléatoire st les deux conditions suivantes

gont remplies (voir [1] et [2]): ‘
(i) Pour tout entier p, la limite p(p) de la quantité

sp(F) = {aeR/Z | timsup %

-+ 00

n—1 - ’
;F(k)e(——ak)

n—1

1 .
— X FmF(k+-p)

k=0

existe quand n croit indéfiniment (y s'appelle la cerrélation de I);
—1

{ii) m——Zly (%)% == 0.

Une des pr opmétés remarquables des suites paeudo-aléatoires est gu'elles
sont & spectre vide (dans la théorie de I'équirépartition (mod 1), cette
propriété. porte le nom de ,théoréme de Van der Corput”}. La réciproque
est fausge: la suite ne 8(]/%) est & spectre vide, mais elle n’ést pas pseudo-
aléatoire.

Dans [2], J.-P. Bertandias précise 1e§ différences (et les ressemblances)
entre snite psendo-aléatoire et suite & spectre vide. Dans notre article,
nows nous proposons de montrer gue pour certaines classes de suites,
ilya équwaélence entre les deux concepts pspectre vide” ef ,,pseudo-
a,léatome”

2. Les suites q~mu.lt1phcatwes. Soit ¢3> 2 un entier donné. On dit.



100 J. Coquet ef M. Mendés-I'rance
que Ia suite f: N->R ost g-additive si pour tons entiers ae{0, 1, ..., ¢—1},
ke{0,1,2,...}, be{0,1,...,¢"—1} on a
flag®+b) = f(ag")+f(b)

Une suite F': N—C est dite g-multiplicative si, sous les mémes hypo-
théres, on a I'{() =1 et

Flag"+-b) = F(ag") F(B).

Introduites par Gelfond [6], cés deux familles de fonctions ont été étu-
dites par Bésineau [3], Coquet [4], Delange [5] et Mendés-France [97.
Bignalons que les denx suites n—an &b n->as(n)(s(n) désigne la somme
des chiffres g-adiques de ) sont g-additives, de sone que leurs expo-
nentielles sont g-multiplicatives.

Ces deux derniéres snites font partie d'une sous-famille de suites
g-additives ainsi définies. Soit

n= Nemd,  en)

k=0

e{0,1,...,g—1}

le développement de # en ba,s_é q (ex(n) est nul sitdt que % es{; suffisam-
ment grand). Soit par ailleurs ¢ = (¢,) une suite de nombres réels, A
Pentier n, on associe le nombre

(1) ] -a?, =Zek(n)ck

On d.eslgne par M la famille de suites ¢-multiplicatives e(f,) ol f, est
dn type (1)
Dang cet article, nous établissons le théoréme suivant ot ||z désigne

min jw —n|:
ned

THEOREME, Soit FeM,. Les gquatre affirmaiions suivanies somt éqaii-
valentes : .
(1) F est & specire vide;
(i) & est pseudo-aléatoive;
(iii} 51 e(e,) désigne B (g™,

2, lleia —geyll = + oo
A =0
(iv} powr tout acR|Z,
2 = e = 4 oo,

: On remarquera que dans le cas ¢ =2, la famﬂle M, coincide avec
Pensemble deg suites 2-multiplicatives, de module 1,.en sorte que. tounte
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suite 2-multiplicative, de module 1, & spectre vide est nécessairement
pseudo-aléatoire. Il serait intéressant d’étendre ce résultat an cas ol ¢ > 2.

En observant que
k! ko
op(n) = F —q rat

on vérifie immédiatement
o0 =]
b2
tr(n)e, = E ra (g —9Cx1)
k=0 k=0

oll on a Posé o_; = O et ol [x] désigne la partie entidre de . Le théordéme
admet done la. formulation suivante:
COROLLAIRE 1. 8Soil & = (a,) wune suite infinie de nombres wviels

et 'éoif
[ 7
= o 2] )

Les trois conditions 'suivanies sont équivalentes:
(i) I est & spectre vide;
(iiy # est pseudo-aléatoire;

(iif) Znakuﬂ = +eo.

11 est blen clair, que le théordme précédent admet des apphcatlons
dans la théorie de 1'équirépartition (mod 1) ou (meod m}. En reprenant

. les idées de Bésinean [3], on pourra méme obtenir des résultats concer-

nant plusieurs bases. Om se contentera de n’en citer qu'un seul, sans

-démonstration, lequel généralise une caractérization des nombres de

Pisot-Vijayaraghavan (P. V. en abrégé) obtenue danws [8] par l'un des
aunteurs.

Soient 6, > 1,..., 6, > 1 des nombres réels et ¢, > 2, ..., 0, =
entiers premiers entre eux deux # deux. Soit

=2 des

T = Zem('fb)ﬁ:- eu(n)e{0, 1, ..., —1}

le développement de # en base ¢, (I =1,2, ..., m). -

CororLAIRE 2, Lo suite
" o0
1]
A= Z TZ em(ﬂ) 61
=1 k=0

est éguirépartie (mod, 1) si ot seulement si Pum aw moins des nombres 6y, ..., 8,
n'est pas un nombre P. V. : :
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La démonstration du théoréme se fait selon le sehéina logique snivant:

/ \(n
NS

(iii}

IV

Trimplieation (il)=-(i) a é6é signalée dans l’mtroductlon Il reste donc
& établir les trois antres.

3. Une inégalité diophantienme. L’implication (iv)=-(iii), déwmontrdée
indépendamment par J. Lesca, est conséquence immédiate du lemme qui

suit, dans lequel ((#)) représente le reste (mod 1) du nombre réel,w,
—F< (@) < b

LevvE. Soit ¢ = {cz) une suite infinie réelle et soit

C
““‘“2( qk ) (o1 0).
=0
Pour tout acR,
2] (=) oo .
(010 X e — 00 @1 < 3 lopga —geal < (7 +1)2 Y o — agP.
k=g k=0 - ¥ k=g

Démonstration. Pour la démonstration du théoréme, seule la
premiére inégalité est nécessaire. Etablissons aussi néanmoing Ia seconde
inégalité, Jaquelle est d’ailleurs triviale:

lleaa —gell < HG:;+1 _aqk-!—l” + qllex ‘“‘IQEH

dlol:

g4 Qﬁ'k ?<

(g +1)( o, — og" 2

+ g lley — ag®l®).
Par suite

D e — et < (L) N fop— a2 — (L + g} leg — all?
k=0 =0 :

ad

< (1+9)* 3 lloy—ag¥e.

Jesn

Montrons maintenant la premidre inégalité du lemie. On pose pour
simplifier Véeriture 5, = (¢, —ge_)), de sorte que ¢ = gy + 1t -+ 7,

icm
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w,eZ. Un caleul édlémentaire permet d’établiv par récurrence

' Uy + 7 U+ U+ 1
ck=£/k(“o+770+ Ig -+ 2_()_’3 ol S S kgk k);

done

L Na Mk
G, = +—+-——~+...+—_—') mod 1).

Soit alors

“lq

On a:

: N i
oy — apgll = q’“] > ~—§]

ERES 1
d’ot

| Z [lckwaaéklig = Z (Z 771::'-1‘)
k=0 i=l g

Ng+iTprv
- -g_""‘""
k=0 f=1 1=gi=ci’

2
Nretq Nt Mhritd
= a2 ) R
H q-'lr}“f
k=24
=l =
izl
1
P +2
=1 0&#&7‘—1 r.

1
\/j

M

Z Nellrsd
2(r—Fk)+i
1 g»l 7
Osghsr—1

W

razl J=1 =l

=)

On aupplique Linégalité de Schwarz & la derniére somme:

n 1
_S_’ oy = o D Y > ’ﬁ)
r j=l rzl
_ '_ 1 (
e

)2 ?rl )

=1

b —1

2 5’ > Wr’?r‘-u)

j?l =l
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4. Preuve que (jii) implique (ii). Cette prenve est longue et con-
siste & reprendre les caleuls développés dans ([7], p. 45 & 53), Comme
ces calouls sont presque les mémes, nous nous contenterons ’en signaler
les étapes.
Soit done F, = e(f,) ol, rappelons-le,

oo

folm) = D anes,

k=0

On introduit 'opérateur de translation v qui agit sur e: ainsi ze¢ est la
suite (1, ¢a, ...) et plus généralement, 7"¢ représente la, suite (c,, 6,41, ...). ;
Les relations de récurrences ey (gn-+a) =g (n)+oe (k=1,2,..;
a=1{1,...,¢—1) permettent d'établir lexistence de In corrélation y, de -
I, ainsi que les relations (voir [7], p. 46 ou [3], p. 411):

g.—

@ @
@) v lenta)= 6(a6)Y g1, (n)—l—?e((a—g) e ¥ gepr, (1)

w=01,2..5%k=0L2.;8=01..4-1
Il reste & montrer que sous la condition

(3) Z I|Gk+1 _gck”2 == 4 o,y
ket
ces équations impliquent
. n—1
(4) lim — (T))2 = 0.
lim Z 723

A cet effet, on définit In corrélation Iy de v, dont Vexiztence est assurée
par le théoréme de Wiener selon lequel toute suite définie positive admet
une corrélation. L’équation (4) s’écrit alors I,(0) = 0. Montrons done la

.nullité de I',. Les relations de récurrence (9) se transmettent & I7, sous
forme matricielle.

Soit la matrice ¥ {¢) définie par
64N (e) =
Agt4-2 (2* —L)e( —qe,)
=| 4@ —Defe)) (¢+1)(g+2)e (1 Qco)
gt —1)e{ —co) (g—1)(g—2)e(~
Alors ([7], p. BO)

(g2 —1)e{gey)
(g—1)(g—2)e((1+g)a)
(L+g)e) (g+1)(g+2)e{(g—1)e,)

Lo\ 1,,0)
|rw | =([]F@o) [raw
r-n/

I, (-1)
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Si done [||-]]] représente une norme d’algébre définie sur Palgébre des
matrices 3 X 3, on a pour tout [ =1

-1
ro<||[Jaal),

On ’en déduit i

(8) ﬁ I (e} N (=" o)1)

Choisissons la norme définie p_ar

[I{{ag)ll| = sup Zlaﬁi

I3 F=1

Compte fenn de V'expréssion de la matrice N{e), un calcul simple (mais
laborieux!) montre que

4,
I (7%6) N (+F )| | <1 — = #1070 (€40 — 0Cs)

16 .

< 1_—? g1 — g2
D’aprés 1la condition (3) qui implique la chvergenee vers ¢ du produib
infini, et de 1'inégalité (), I,{0) est nul. F, est donc pseudo-aléatoire. =

5. Preuve que (i) impliqae (iv). Soit F = e(f) une suite g-mul-
tiplicative de module 1. La suite n—F(n)e( —an) est elle aussi g-mul-
tiplicative, de module 1 pout tout a réel. D’aprés des formules établies

dans [5] et [9]
119 .
= i F(ag®ye( —oagh)|.
I[ [ qla;’ (ag*)e( —aag"

Supposons qu’en particulier, I = F,eM,. Dans ces conditions Flagh
== ¢(aeg,) de sorfe que '

M‘ZF ag)

=0

L’hypothése sp(F,)

g—1
1
Jim sup “1 N Ew)e(—ak)
"o

n-roo

ginw(e;, — og =)
gmmr gsinz (o, —ag®)|’

=0 se trf\,dult done par

VaekR, H gsinr(c, — ag")

Gétte méme hypothése sp(F,) =@ a pour conséquence que la suite
nv->F, (an)e( —an) est de moyenne nulle pour tout entier a = 1 et tout
réel a. Choisissant a == ¢’, on en déduit sp(F,.vc) = @. Ainsi :

sinm (e, — ag®) g
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YaeR, Vo 2 0, H

On bien le produit infini diverge vers 0, on bien une infinité de facteur
sont nads. Dans le premier cas

sin 7 ck—aq )q

gsinn (e, — ag )

- sinwg (¢, — ag®)
£ gsinm (e, — ag")
80it
(6) Sle— gt = +oo.

Te=0

Dans le second cas, il .exigte une infinité de & pour Iehquelq

{1 2 q—l}
—a & ey ——
o ¢ g

et de toute évidence, (6) a encore lieu. L]
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