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ACTA ARITHMETICA
XTIV (1873)

Uber die Siegel-Nullstelle der Dirichletschen Funktionen *

von

P. Turix (Budapest)

Zum TE-ten Geburisiag von Carl Ludwig Siegel

1. Die Nichteffektivitdt der sogenannten Siegel-Nullstellen bringt we-
sentliche Schwierigkeiten in der analytischen Zahlentheorie. Ein méglicher
Answeg erschien mir vor vielen Jahren die Frage mit scichen zu ver-
kniipfen, welche direktarithmetisch angreifbar sind. Es bedeute .4 (x, &, 1)
die Anzahl derjenigen natiirlichen Zahlen unter x, welche = Imod% sind -
und deren Primfaltoren alle > ¢'/* sind; es seien ¢y, ¢, ... positive expli-
zit angebbare Konstanten. In einem Brief von Mai oder Juni 1942 teilte
ich B. Hecke den folgenden Satz mib.

Wenn fiir &> &% die Ungleichung

©
{1.1) Ao, k, 1) < 2.20 W

gleichmiifig in 7 gilt, dann kann keine der zu dem Modulus %k gehorige |
Dirichletsche L(s, &, ¥} Funktion auf der reellen Strecke

1 <s€_i

(1.2) 1—7— (logklogloghk)? —

. verschwinden.

2. Tn dem Brief wurde der Satz als eine untere Abschitzung der Klas-
senzahl imagindr quadratischer Xorper angegeben. Ebendort wurde auch
bemerkt, daB fir »> ¢", k> e,, die Ungleichung '

4T e
(2.1) .A(w, ko, Uy << 2.247 - () loga

leicht béwei_sbam ist und Bruns Siebmethode filr 4 > &% die Ungleichung
(2.2) _. Aw, &, 1) < 2.9 o (Riogn

* Eine kurze Mitteflung iiber den Inhalt dieser Arbeit hatte ich in Juli 11, 1973
in Oberwolfach gemacht.
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wirklich ergibt. Da die SBiehmethoden in den letzten finfundzwanzig
Jahren sehr verstivkt wurden, ist der folgende, otwas allgemeinere Satz
auch heute von gewisser Interesse. Es sel

(2.3) 1=a<g

fest und bedeute A, (2, k, l) die Anzahl derjenigen Zalhlen =z, welche

= lmodk und deren alle Primfaktoren 3> 2z sind. By sei forner

(1—adf2 log R

. w29
(2'4} A-l == -A1(a) == ‘ "_’;.”E"i":"l;')-“ [i4)
. . 13
und
: 1-2.10g L-arr
o ‘
5 3 = = | .
(2*3) - 4y = 45(a) : P —7) 7
(1Za)z
. Dann. gilt der
SATZ, Wemz fiir ein beliebig Kleines 8> 0 und & > %y (5, @)
(2.8) > exp (log2kloglogk)
die Ungleichung '
o @
. 1< 2(1+4,+4,—8) —————
(2.7 Ay fe, b, 1 (1+4,-+4,-4d) 7 (hloga

gilt, dann. kann Leine der L(s By g)-Funktionen auf der Strvecke in (1.2}
versohavinden. :

Orlentlerungshalber sei bemerkt, dal fiir fixiertes a in (2.3), fixiertes
(fey?) =1 und @ -» oo mit den Bezelchnux_lgen (2.4) (2 5) die Relation
o
(k)logﬂ

1—
(2.8) Az, &, 1) ~{L+log —!—Al—! A,
ohne Vermutungen gilt: Bs wiire von Interesse die Abschiitzung (2.7) mib
denen von Halberstam—Jurkat—Richert; mit Benutzung von Rechenma-
schinen, fiir das ganze Intervall in (2.3) zu vergleichen. Mit ctwas
graferer Miuhe kinnte man in dem Satz die Strocke (1.2) durch

. ‘ e
2.9 : 1-—<s<
(2.9) " bykxs\l
mit hinreichend grofien ¢, und auch & in (2.7) etwa durch 1/loglogk
ergetzen. _ _

Die Methode dieser Arbeit erlaubt also zu zeigen, daf zB. aus (1.1)

kann man das Nichtverschwinden aller L(s, k,

%) Funktionen mit festem
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k auf der Strecke (1.2} ableiten. Wir bemerken, ohne in Einzelheiten ein--
gohend, dafl ans der bewiesenen, rein arithmetischer Ungleichung (2.2)
man analogerweise beweisen kann, daf die Totalanzahl aller Nulfstéllen
(mit Multiplizitit gerechnet) aller L(s, k, x) Funktionen mit festem %

auf der Streeke (1.2) hOchstens 1 ist (was mit mebr Funktionentheorie
wohlbekannt ist). .

3. Nun kebren wir zum Beweis des Satzes, Wir setzen vorans — im
Gegensatz zu ungerer Behauptung — daB eine Nullstelle 4 mib

i .
3.1 : e < A
(3-1) (logkloglogh)® psi

exigtiert. Es set « auf (2.3) fest und

9

{3.2) k >max(1_3 : es);
wenn abkiirzungswegen

(3.3) exp (logzlgloglogk) =Y,
gesetz wird, dann folgt ans (3.2) die Ungleichung

' 1 loglogy

3.4 e — 2R
(3.4) <3 Togy
Bs sei ferner '

(3.5) ' - flogyloglogy] =

und fir aw<r<< o (» ganz)
{3.6) ' @, =-—,

4. 'Wenn § eine Nullstelle von L (s, &, x,) ist (Wo y, ein reelles Charakter
modk bedeutet), dann nach Titehmarsh und Page (siehe z.B. K. Prachar
Primzahlverteilung, 5. 134) folgt, dall wenn p immer Primzahlen bedeutet
die Ungleichungen :

’) %o(?)logp — N‘<l¥exp (—e, l/logN
Py

JZ‘ 1 (p 10gp.;- ——|< Nexp(—o l/logN
PN
gelten und fiir g 2 x5, 4y '
| | Y (p)logn < Nexp(—c/iogh).

PEN
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Wenn man dies mit N = y™ resp. y™—1 anwendet, folgt daraus setzt, dal
. —— vy tvgtrg ?1+¥a+r,
(4-1)' I Z Xo (p)logp '"('y%‘_?fa"_l) i < 2y“”exp ( —6q l/log ?1’)1 v w —}—yﬁ w 2
o —lepay™ 8-

¢ (k) (loglogy)®
Jyﬂau —_ yﬁ“v——l

vty

< 2y%rexp(—e lflogy) < Gy @ {exp( —6, Vlogy) +

(4.2) I D' nl)ogp+

¥y —lapy™

siosvF |
(k) (loglogy)* §°

. nach (3.3) folgt daraus
und fir g = g0, %

¥1-brgd-vg (A-1 1 +¥gtrg vy-bra-trg
3 — W 1] 1 e
(4.3) i Z (P logy l << Byu”exp( -~y 1/10};’31)- 8 — y 1ty < €y v .
| iyt # (%) (loglogy)? # (%) (logTogy )’
Wenn also a,,, G,,; 4, drei belicbige aus unseren s sind und U, fir Da, wegon unserer Annahmo (3.1) die Ungleichung
¥ = %oy ¥ =y Wnd x = 1o, x1 die Ausdriicke 5, +rg-tvy
4 ’ L — y(ﬁ-—l e < Crp
3 3 : loglogy
(4‘4) (y%j_'y%j_l) ’ '_ Ea H (yﬁa"f_?/ﬂ%f*l)r 0 . . - .
i1 L _ gilt, folgt ans der obigen die Ungleichung
. ) ) ¥1+ratvy y1+1’2+v3
bedeutet, dann aus (4.1), (4.2), (4.3) folgt die Ungleichung l 2y = _ v e
e | <D ) e
¢ (k) (loglogy)® ¢ (k) (loglogy)*
4.B ‘ logp,logpslogp, -~ T
_( ) _ ]y“v,-—é; oy #(PsP2Ps}l0gP110g pe108Ds "I und auch fiir die Anzahl I, , ,, der ganzen Zahlen mit (4.8) die Ungleichung
Mt 2 .
(7=1,2,3) _ . ntvgtvy
< 7y%1+uﬂz+a"3 exp( —e, ]/logy}_ (4 10) z - (1 _ [ ) y ©
| e logIOgy (B} vver, '

Wenn man also die ganze Zahl T go wihit, da
. 5. Jetzt betrachten wir die Anzahl B,(y, @, k,1) derjenigen natitr-

¥y +2gteg=n

(4.6} 2a(l) = —1 lichen Zahlen, welche von der Form p,9.p, mit
dann aus (4.5) folgt die Ungleichung _ - (5.1) \ P, §=1,2,3,
L 1 ' . und = imodk sind. Dann gilt offenbar die Abschitzung
(4.7) ]Z Ingllogpzlc}gpa— (P(]ﬁ)— (Uxo— le) . | . . , -Bs(y’ a, k, Z) 2 2 Ey}ygvg,
. ’ ‘ . ' FOLrySrgly KW o
mytrgvy : ¥y tegtry<e
<y~ & exp(—o Viegy), nach (4.10} also
' S . n .
. wo die Summation auf der linken Seite durch die Forderungen By, a, k,1) > a (1 S ) N y® !
S : . ' (k) loglogy [ L vayy
. aaginaw QO g KM= L
P1PsPs = lmodk, rrbgtrgmn
(4£.8) i o _ und « fortiori o
_ yo<p<ye, j=1,2,3, ' - (B.2)  Byly,a, k, )
eingeschrinkt ist. Aus (4.4) und (4.7) folgt leicht, wenn man kurz - 2 ( Gz ) y—% _ 1 } .
(4.9) : _ y’log’pllogpglogpa _ S p(k) loglogy w—(loglogy)P<nae PO S L
rwad N
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6. Nun betrachben wir die Summe ‘Wenn man # Uberall durch o ersetzi, folgt leicht
1 ’ 1 1 1 :
6.1 8, = M = Z — NES 2 v
(6.1) " P é—; wo T1¥2%s '”1?’2(”“?’1-'7’2)‘,’ 6.3)  Sp=0 w + ¥ (@ ) log o — 2y +
e e L . . @ S 1l-a
vi4rgtrg=n T Lee 5 ]
wo die letzte Summation auf die Gitterpunkte (v, »,) mit 4 v 1 ) L)y
- p og .
(6.2) I R R T TR M) : ‘ L e (e —v) am
sich bezieht, Also miugsen wir die Gitberpunkte deg Dreiecks it den Keken . ; _ )
Dies, mit (5.2) gibt
o {moom nH—ow N— o ‘ 9 \ n
(*é"'v 'é“‘)’ ( 5 5 ), (7 —2am, an) By(y, a, by 1) > - (1_.7 ; 6113, ) JSW v | o (_]-“) I
. (k) vglogy m—(loglag?gzgsz:gm w
betrachten. Daher ‘
¥
s | l 1 H —_—
= 2 5 2 e | ER S z
" n Lo ; a (M — vy —vg) ' ' + wr L v ¥ log ¥ *
7 Srpsn-tan h“‘r}._l Srg<min(ry, n—am—r;) 1oz glza — (l — 1—2—
. 3 o 2w (] 4

1 _ 1 1 ' ¥
-2 b—71) 2 (_,+ )+ | 1 = BT
. My ———

vy —vy — Vo oo Mo ¥ye¥y

=SS T S ‘ : PR .2 : ¥ ¥ T
LN Ll
o1 1 1 | e ®
i i 2.4 Cyy(n—) . Z (E + ”’*1’1“‘?’5) worauy leicht die Ungleichung
=2 <vpsn—ded -;1-1 g (n—aw—w) . : 2 c 1 n
’ 0 - ] . - By(y, e, k1) > 7 () (1“ 10g11;0,y){0(1)+ﬂ1+-‘42} p Z Y=
(dies hat fiir jede der Zahlen = in By(y, «, k, 1) einen Sinn, wegen (3.4)). i - 2 o—(loglogp)2an<e
- Daraus folgt nach einer leichter Rechnung d.h. fiir k> k()
: . ' 6 ¥
o Z Sy {0(1)+ 1} . (6.4) Bs(y,a,?a,l)>2(A1+A2—w‘;) IRy
= S, il = _ 2 "
I . B—ao }'1(’1?;—‘1’1) w ﬂ—:2v1<vﬂ£vi & fO].gt Da fixr ’
s g o 4 ©
) — 1 1 1 By, e, k1) = 2 1
D=t (1 6 D W iz
RO o n(n—r) @ ey o |2 mit g, () = —1 wieder
' o : 8 9
' 6.5 By, oyl 1) > 21— =] ——
=O(Iogm) ) 2 1 Jog ——t 4. | (6-5) (¥ e, %, 1) > ( 2)(;7(}'5)10@3'
w* n 4 M) n—2, : gilt, so ist der Beweis des Satzes beendet, da wir mit (6.4) und (6.3) zu
I : einer Ungleichung gekowmmen sind, die mit (2.7) in Widerspruch steht.
3. . 2 - (nl : )log itk U _ . ' : Tingegangen 2. 8. 1972 , " (309) -
1Ay aw : : . :
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