156 : * Olga, Tansgsly
—-16 5 613 1 oR
2.0m == 291, 4 = 7 16}’ ald, p) = —20A2 425 —6p®.

This a(4, &) represents —6 which is a divigor of 4m, but not of m; however
the form also represents 3 for 1 =3, ¢ = 19 leading o the factorization

i The matrix A corresponds to an ideal clagy of
—4: 1 93 108 . | ‘ « E o) . th 7 < " IRK,

order 4.

The anthor hus been guided by computations baged on Inco's tables on ideasl
in guadratie ficlds and by a program earvied out by G. Hayward at California Institute
of Technology. The example given in I was constmeted by D. lstes and . Risileveky
with whom the anthor also had heipful discussions on carlier paris.
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Quadratische Formen iiher Zahlringen
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Miuztsmarn Prorsgs (Milnster) *

Carl Lwdwiy Stegel cum 75, Geburistag

Jede natiirliche Zahl ist hekanntlich Summe von 4 Quadraten ganzer
rationaler Zahlen. In dieser Note erhalten wir Veraligemeinerungen aunf
algebraische Zahlkirper: z.B. ist in nicht total-recllen Zahlkjrpern mit
ungerader Diskriminante jede tobal-positive ganze Zahl Summe von 4
Quadraten ganzer Zahlen (s Satz 1), Allgemeiner lassen . sich in nicht
total-resllen Zahlkivpern die durch Suwmmen von Quadrasen gﬂ,nzéa: Zahlern.
darstellbaren Zahlen bereits durvell eine Summe vou 4 ganzen Quadraten
darstellen; dieses folgt aus cinem Lo]‘«:n‘lr(}]I.obai'—]j’rinzii), das der gharke
Approximationssatz vermittelt (s. Satz 1). In Orduungen reell-guadratiseher
Zahlkdrper lassen sich die durch Quadratsummen darstellbaren Blemente
bereits durch cine Summe von 5 Quadraten darstellen; dicse Blemente
kann man charalcierisioren (s. Sutz 2). 15 ergeben sich dabei elementare
Beweise fir cinige Dekannte Aussagen itber die Anzahl der Klassen im
Gegehlecht der Form af-+ o] --aj--a7 (s. Satz 3 und Bemerkung 3). Fir
Veraligemeinerungen von Quadratsuminen auf andere guadraticche Formen
F im Talls der rocll-guadratischen Zahlkdrper boedart es bei der hier an-
gewandten Boweisniothodo der Voraussetzung, dal das Geschlesht von
I iiber Z nup eine Klasse enthiilt. In einem Anhang ist cine Tabelle der
primitiven definion gquaditischon Pormen in Diagonalgestalt der Dirnen-
sionen = 4 mit einklasgigom Gesehleeht ihor % aufgetilrt; diese Tabello
wird ausgenubzt fite die chon gonanaten Veraligemeinerangen (5. Sabz 8).

Sars L. In einem nwicht tolal-roollen Zahlkdrper sind gonan @icjenigon
goneon Zatlon duroh eine quadratisohe Form 1, ¥ regulir und mindestons
d-dimensional, davstellbar, fir die das ,lokal iberall” der Fall ist; insbe-
sondere sind gonaw diejenigen gonzen Zahlon als Swummen von Guadraion
ganzer Zahlen darsicllbar, fir dio das lokall dberall” der Fall ist. In einer

% Herrn M. Kueser und Horen O, L. Siogel danke ieh seli fiiv Flinwoiso und lori-
tische Bomurk_ungnn.
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Darstellung als Quadratsumme kommi man mit 4 Quadraten aus. Bei unge-
rader Diskriminante des Zohlkdrpers sind genow die tolal-positiven ganzen
Zahlen als Quadratsummen ganzer Zahlen darstetlbar.

Der Beweis geht analog wie fiir dic Darstellung von — 1 durch 4
Quadrate in [9] nach dem starken Approximationssatz von Kneger:
Wenn eine Zahl ¢ itber den Kompletticrungen R, der Maximalordnung
I des Zahlksrpers K fiir alle Primstellen p won I durch £ dargestellf
wird, so gibt es eine Form. im Geschlecht von ¥, die a iber B darstellt
(s. [8], 102 :5). Nach [6], Satz 1 stimmen die DarstellungsmafBe von
@ {+#0) durch simtliche Formen des Geschlechts von J iiberein, also
wird @ anch von F iiber B dargestellt. Aus [11] erkennt man, dafl cine
Parstcllung von ¢ iiber R, durch Summen von Quadraten, falls sie mielich
ist, immer bereits durch 4 Quadrate mdoglich igh; hieraus folgt die zweite
Behauptung des Satzes. Die letzte Augsage wird von Siegel in [13] bewiesen
{(durch Satz 1 wird das dortige Theorem II verschirtt).

Sarz 2. Sei K =QVd),d> 0 quadraifrei, ein reell-quadratischer
Zahlkorper, By die Ordnung vom Pihrer f in K. Jedes Element in R,, das
sich als Summe von Quadraten aus I, darsiellen LiBt, 16t sich bereits als
Suimme von 5 Quadraten darstellen. Die Menge dieser Zahlen ge< Ry kann
so charakteristert werden: g ist total-positiv,

|90t aufw, _rava),  a=1(9),
go- 20150, va, d £ 1(4)

und 2u g existiert ein ce Z mil ¢y < ¢ ¢ und mit of = g,(2) falls @ = 1(4),
wobei

%(2904-9@2;/37@)) fir @ =1(4),
€0 =
- 1 ‘ o )
24 (g":tl/N(g)) fir @ 5= 1(4).

Die so charakterisierien Zahlen werden aufer durch die Form ¥} 4 o3+ 25+
i ol aueh von den Formen
@} - o +- o3 - o + 2055,
0} - af -+ w§ 4o - 343,
@ - w4 2k - 200 - 2,
o} 4 @+ w5 - 2y +- 3,
iber Ry dargestelld.
Der Beweis henubzt folgendes
LimmvA. Die soehen aufgefihrion finf quadratischen Formen der Dimen-

sion 5 stellen iiber Z alle bindren quadratischen Formen ay; 25y, 2+ cys mit
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a,byeeZ,020,020 und D = ac—022=0 dar, insbesondere also alle
positiv definiten bindren Formen. (Fir die Form o} -zl +ud4 ol 4ol
geht diese Aussage auf Mordell zuriiek.)

BGW?IS des Lemmas. Ty geniigt, die Darstellbarkeit tiber allen
Komplettierongen Z, ond B zu beweisen, denn aus tiberall lokaler Dar-
steltbarkeit folgt die globale dureh cine Form des Geschlechts ([81, 102 : 5,
wnd die 5 aufgefithrten Formen haben nur eine Klasge im Geschleeht (s.
Tabelle im Anhang).

Selp o4 2,3. Naeh {4], Cor. 34a, b, stellt cine bindre Form der Diskri-
minante &, d == 2'3’, iber Z, cine quadratfreie Zahl # genau dann dar,

e ]
wenn p 4 oder pln und (_E;«—) == 1, cine terniire Form dergelben Digkri-

minante stellt jedes # dar. Tine bindire Form (:; 0,) — und aut solche
"

kann man sich wegen p s 2 heschrinken — wird also fir pt» vermbge

10000y /5 0
01000Y [0
g &y O 2 .
(1) (01021‘.0‘3?2’) 00100fl0 w ﬁ(gol)
1" %0007 0f {0 w, '”'
00001 0w,

mit 2425 = 0, wi-+rwl+Hiwd = n' dargestellt.
¥ 3 - " .
Falls p|n und pin, so ist n—1 =227 in Z, loshar und e gilt
f ’ - .
offenbar pin —1—2 oder pta’ —1—22 s liege ersteres vor, dann ist
2 =l -t i 0
# ~1 —z = ruy4-tw; in Z, 19sbar und

2 2 1 00
01 —& wy w,

vermittelt analog (1) die gesnchte Darstellung.

Fiir p = 2, 3 konstruicrt wan Kongruenzlisungen in allen maglichen
Fiillen und erbiilt dic Behauptung vach [4], Theovem 9b.

Fir B ist dic Behaunptung offensichtlich.

Bemerkung. M die fbrigen einklagsigen Formen der Dimension 3
fle.r Tabelle im Anbang gilt die Anssage des Lemmag nicht; man findet
in jedem Fall leicht Gegenheispicle.

Beweis von Satz 2. (a} d = 1(4). Betrachie ein total-positives
gedl;, Der Ansatz

1-+-Vd 1-++Vd 1+vay
g = o+ yuf (“—1‘2“}“) = a4 2bf (“‘“ 1:/‘ ) - af® (*jj/i“) ;

¢
2 2
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also als binfire Form mit

' '1+1/c"1

in den Bezeichnungen des Lemmas, ergibt

JfE—1 .
Fiir dic Diskriminante der biniren Form erhilt man in Abhingigkeit
Yon ¢:
+c(dgy+ 20.0) —4)-
Es ist D(¢) = 0 fiir die Im Satz genannten Werte ¢,,. Offenbar ist nach

dem Lemma eine Darstellung von g durch 5 Quadrate oder die iibrigen
vier Formen des Satz 2 moglich, wenn es ein S

Do) = ae~¥ = 3(—df*c*

(2) ce Z mit o= ¢ ¢ und mit of = ¢, (2)
gibt. Andererseits sei ¢ Summe von s Quadraten aug B, oder allgemeiner

: B8
sei g dargestellt durch- eine positiv-definite Diagonalform > agat

el
&
—1—1/_ )
:% (’.‘H ”‘I*ﬂt{f 7.

also
5

, 0—1
Gp = Z‘-"‘i(m%“{"”'% 1 ):

=1

8

B
= 3 a(@men, - uif).

i=1

Der Wert ¢ = )Ja “% erfiitlt die Bedingungen von (2), denn os ist

gm=1
: 3 5 . 2 '
4D(g’) (3 au@oms - fraft) | ¥ agnd) —( 3 agny(2mi-t- )} > 0
i=1 (L) ‘ L ‘

nach Ga,u(,hy—-SehWMZ
(bY@ =1(4). Der Ansatz

g = go-- 20,0V = a%—%fl/d-%@fz(l/d

fithet analog Zur Behauptung des Satzés.

f =1 mindestens 3
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ZUSATZ ZU BATE 2. 4 Quadrate veichen fir die Darsiellung i.a. nich
aus fiir

d—1
»w——f>4 und d =17,f =1,

afr>1,

falls d =1.(4),
falls d == 1(4},

Bewels. (a) d = 1{4). Di¢ diophantizchen Gleichungen

“.?5'1 2 t't —_l a 3
Z (ﬂl”i M{“ -—4:""‘ ‘7?.‘“0 ) B

il

1
2T,
8

_}_, (2myn; -+ nif) = f

=]

logbar, fir ¢ == 4 jedoch offenbar nicht bei

§
-

gind fiir s =5
d—1
—~——f

Dasgelbe priift man leicht filr die Fille ¢ = 17, 21,29, f = 1. In allen
diesen Fillen st also

3) m_._ﬁf 7+f(1-3-|/d)

durch 5, aber picht durch 4 Quadrate darstellbar.
(b) d 5= 1{4). Die diophanfischen Gleichungen

Mm

(mi+df*n3) = df* -8,

.
it
b

a
D mengf = f

fa]

sindl fiir ¢ w= 5 1oshar, fie s = 4 aber nicht, sofern df2 >

(4) g == 842V
darch B, aber nicht durch 4 Quadrate darstellbar.

Bemerkung 1. In den wverbleibenden Fillen d =6, 7,13 mit
F=1und d = Bmitf == 2 benttigh man mindesteng 4 Q,mclmte fur d =3,
Qu‘xdmte, wie man leicht durch Beigpiele erkennt;

in den Fhllen @ = 2,5 wnd f = 1 kot man immer mit 3 Qumdmﬁen
aug, wie in Bemerkung 2 erliutert.

Dasg Betrachten dhnlicher diophantischer Gleichungen wie beim letzten
Bewels Liefert cinon elementaren Bewels fiir folgenden bekannten

7. Also ist

4 — Acta Arithmetica XXIV.2
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&

. Sa1z 3. Die d-dimensionale Binheiisform By = ai-+oi+os+ai hat

in allen reell-quadiatischen Zahlkirpern Q(V )y, &= b quadratfrei, mehrere

Klassen im Geoschleohi.

Beweis. Es geniigh, ein ge B (der Maximalordmung von o Vay
anzugeben, das von B, zwar iiberall lokal, aber nicht global (iber R
dargestellt wird. Dic itberall lokal dargestellten Elemente von R gind
nach Riehm [11]

fiir 4 = 1(4): alle total-positiven ge BY,

fiir & == 1(4): alle total-positiven ge R der Gestalt a+2b Vi(a,beZ).

14V
)

=

d~1
(n) @ =1(4): g = (_Z_i}’ —1) + ish fir 4213 total-positiv,

wird also lokal iiberall dargestellt; andererseis sind die diophantischen
Gleichungen.
Sy o, d—1 d—1 T o
:,',:J (m;+ -ng) = -1, A\_J (2m;m,;-nd) = 1
i i

offenbar unligbar, eine globate Darstellung also unmoglich.

() d 2 L(4): ¢ = d+2Vd ist fiix d> 4 total-positiv, wird also lokal
fiberall dargestellt, aber global nicht, wie man analog zu {(a) erkennt.

{Tbrigens kamn man offenbar fir 4 > 7, d % 13, auch die in (3) baw.
(4) angegebenen g (mit f ==1) fir den Beweis benubzen.

Bemerkung 2. Die mir bekannten Beweise von Satz 3 {z.B. in [2])
benutzen den Siegelschen Hauptsatz (insbesondere die Minkowski-
Siegelsche MaBformel); letzterer 1486 sich auch beim Beweis der Satz
3 abrundenden Aussage, daf die Geschlechtsklassenzahl

(5) ME) =1 in Q(V2) wnd in Q(V5)

und A(E,) =3 in Q(V/g), vermeiden: nnter Verwendung der ,,Nachbar-
gittermethode” von M. Kneser wurde dies von Salamon [127 durchge-
£t _

Wegen () kann man dic in Bemerkung 1 erwihnte Tatsache, dal
man in @ (¥2) und Q(l/ﬁ) bei der Darstellung der durch Qnadratsummen
darstellbaren Elemente mit 3 Quadraten auskommt, durch lokale Betrach-
tungen, beweisen, wie implizit von Dzewas [2] ausgefihrt.

Bemerkung 3. Der weitergehende Satz von K. Barner [i] {vgl
anch [107), daB in total-recllen Zahlkorpern h(¥,) = 1 genan tiir 9, Q(l/2)
und Q{V5) gilt, 1iBt sich — cingeschrankt auf Eérper mit ungerader
Digkriminante — aus dem elementar, aber trickreich bewiesenen Satz
I von Siegel [13] nach dem Muster des Beweises des obigen Satzes 3
schiieBen.
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ANHANG

Tobelle der primitiven positiv definiten quadreatischen Biagonalformen J} ;77

der Dimensionen 3 4 ither Z mit einer Klasse im Geschlech . i
. t (e8 werden die I -
ten a; der Grifie nach angeordnet aufgefithrt) oaffizien

Dim. 4: 1111 12286
1112 1228
1113 1244
1114 12446
1115‘ 1288
1118 1333
1122 13386
1123 1339
1124 1366
112686 1369
1133 1444 "
1139 1448
1144 1555
1148 1888
1222 2336
12223 28366
1224 23612

Dim, 5: 11111 11444
11112 12222
11113 122234
11114 12228
11122 12244
11123 133328
11144 1333%
11222 14444
11224 236066

Dim. 6: 111111 112222
111112 122222
111113 122224
111122 133333

Dim. 7: 111171112
1111112
12222272

Dim, 8¢ 111311111

Dim. = 9: kolno

. Zur Herstellung der Tabelle ist folgendes zu sagen: Kin Satz von
Eichler [3] besagt, daB ein definites Gitter eindeutig in zmeinander ortho-
gonalc? unzerlegbare Teilgitter zexlegt werden kannj hieraus folgt leicht
dzyﬁ ein definites Gitter mindestens so viele Klasgen im Geschlecht haﬂ;
wie elne seiner orthogonalen Komponenten, Anggehend von einer Tabelle



164 Meinhard Peters

[6] der terniiren definiten quadratischen Formen in Diagonalgestalt
fiber Z mit Klagsenzabl 1 kann man deghalb alle fiir Klassenzahl 1 ,,in Frage
kommenden’® héherdimensionalen Diagonalformen aufstellen: als ein-
klassig koramen nur solche Formen in Frage, deren simfliche orthogonalen
Komponenten einklagsig sind. Die in Frage kommenden Formen lassen
sich mit der Minkowski-Siegelschen MabSformel auf Binklassigkeit testen:
eine Form D ist genaun dann cinklasgsig, wenn M (D) ~ 1/H(D), wobei
M{(D) das Maf und E(D) dic Binheitenanzahl von D ist. Wi die m-di-
mengionale Diagonalform

Do {dyy Aoy oony yyovny ity ooy )
[P ———— (VTR N—
§7-mual Sp-oual

pl:z 1
B(D) = 2%s,1 ... 8,!,

anderverseifs LSt sich der explizite Aungdruck fix #(D) bel Minkowski
([7], 8. 171, 181) finden. Auf diese Weise erhiilt man die Tabelle.
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Dirichlet series with funectional equations
and related arithmetical identities
by

K. OmaAwpRASEEDARAN and . Jorig (Ziwich)
To Carl L. Siegel on his completion of 75 years

§ 1. Imtroduction. Fifty years ago Siegel gave a short proof of
Hamburger’s theorem on the Riemann zeta-function ¢(s). Let & be an
entire funetion of finite order, P o polynomial, s a eompl(ﬁc variable,

and f(8) = G()/P{s). Let f{s) _Ecmm , where
M=

(€} is 0 sequence of complex numbers, and the series convelges abgolutely
for o> 1. Let

written § = o4,

(LL) nm B0 (G8)f(8) = =T 0O DG —ds) g (1 —3),
where g(L—s) = > b, m°", the geries converging absolutely for o <
e

~x<< 0. Then f(8) = ¢;{(s) = g(s).
Biegel’s partial-fraction formula [9]:

N 1 1 ] S -2l
(1.2) 2 sl T e tH (%) :2anme g 0,

me=d, m=1

The proof follows at onece from

where H(t) is a finite sum of terms of the form t*log?s.

Arnold Walfisz in his Gittingen dissertation, published in 1922,
found an identity associated with the Dedekind zeta-function Ii{s) of
an algebraic number field & of degree », from which he deduced an Q-result

o0
for the ideal function. For Kes > 1, fp(s) == N a{m)m™, where a(im)
el
iy the nomber of non-nnll integral ideals with norm m. Walfisz’s identity
[10] rung as follows: for Res > €, we have

1 . wlh 1,
(1.3) ?Z a(’m)é"‘g”‘lm — “”6““-:1{(0)

§
me=1

>"1 ‘-'-- )3 (sm i,

m==1

o -D,b“)'l--l'?‘o —



