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1. Historique. Introduction. Nous nous proposons de démeontrer, par
une méthode élémentaire, la majoration g(4)<'30. Auparavant, nous
allons rappeler Ies résultats obtenus jusqu’d prégent dans le probléme de
‘Waring pour les puissances quatriémes.

On désigne traditionnellernent par ¢g(k) le minimum de 9, tel que tout
entier positid soit semme de p puissances k-idmes (entiers positifs on
nulg. Historiquement, et si on excepte le théoréme des 4 carrés de La-
grange, le cas des puissances quatriémes a été le premier oh I'existence de
g(k) fut établie: Tdouville ([7], 1859) démontra Pexistence de g(4) eb
donna la majoration g¢(4)< 53. Nous allons tout d’abord rapporter sa
méthode, car elle est & la base de celle gque nous utiliserons dans notre
démonstration.

On considere Pidentité

6@+ a+a+a = D (a+a)'+ Y (a,—a)* = By,
<y i<j
en désignant par B, un entier qui est somme de p bicarrés (en fait, l’!identité
que noug donnong ici est duee & Luecas, mais celle quutilisait Liouville lui

est équivalente). Comme tout entier est somme de 4 carrés, on obtient
ainsi

6a® = B,,, pour toub a,
puis _
_ B = 6 (a4 b2+ 2+ d%) = By, Dpour tout m,
et enfin, comme tout entier # est de la forme 6m4-h-11 (avec h = 0,1,
ciey BY ‘
f o ,853,‘ pour tout n, ie. g(4)<b3.

Les améliorations de la majoration de g{4) obtenues jusqu's présent

. par des méthodes élémentaires utilisent essentiellement deux remarques:
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— certains entiers a penvent wGerire ¢ = af + af 4-2a}, de rorte que
6a? = Byy;

— certaing entiers m peuvent s'éerire comme zonnne de 3 carrds,

On & pu ainsi améliorer considérablement ls majoration de Liouville.
Les valeurs successives ont é66 47 {(Réalis [107, 1878), 45 (Lucas [8], 1874),
41 (Lucas [9], 1878}, 39 (Fleck [5], 1906), 38 (Lundau [6], 1907) et enfin 37
(Wieferich [11], 1909).

Ensuite Dickson ([2], 1933) wtilise la théorvie de I Tardy et Littlewood -

pour établiv g(4)< 35, La théorie asymplotique Ini fommit Je résulbat;

. . % .
tout » supérienr & 109 est B,
P _ 35

et il démontre que les entiers inférieurs sont également f3,,.

Puis nous-méme ([3], [4], 1970} avons démonird g(4) = 34 en repre-
nant la méthode élémentaire de Licuville et en v ajoutant I'idée nouvelle
(que nous retrouverons dans cet article sous le nom de “lemme du biearré
arbifraire”) qui permet d’éorire, non seulement 6a® = B, pour certaing
entiers @, mais encore 6a® = k*+4 By,, ol k* est soit un biearrd arbitraire,
soit un hicarré arbitraire de parité fixée (ce qui accroit conridérablement
la liste des nombres gui sont By,).

Signalong pour lterminer lo minoration g(4) == 19. Des tables numé-
rigues ont été faites jusqu’d 158 000 (Breitschneider, puis Chandler),
Les seuls nombres dans ces tables qui néeéssitent 19 bicarrés sont 79,
159, 239, 319, 398, 479 et 509; en ountre, de 13 800 & 158 000, tous log nom-
bres sont By Quoique tous les spéeialistes soient convaineus que la
valeur exacte de g¢{4) est 19, il n’y 2 aucun espoir de le démontrer en
utilisant les constantes fournies par la théorie asymptotique et actmelle-
ment connues: Auluck [1] a établi que:

tout # supérieur & 10" ek B,,.

1

2, Prmclpe de la démonstration. Btant donné un entier N
nous Péerivons

V cueloonguo,

N o= AL By,

avec certaines conditions sur 4, B et r qui seront explicitéos ultérieure-
ment. Utilisant ensuite lo lemme du bicarré arbitraire indigué dana Pintro-
duction, nous pouvons écrire 64%4-68? comme une somme de 24 bicarrés
dont 2 peuvent &tre choisiy & notre convenance,

Nous employons alors une identité que I'on trouve dans la 1éa01111,1011
du “probléme facile de Waring” (éerire tout entier sous la forme --2f4...

. +#5), et qui permet de remplacer leg 2 bicarrés arbitraives par 2 fz.utles,

moyennanﬁ un certain terme correctif que nous utilisons pour “presque
tuer” le regte 6y,
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Nous arrivons aingi & un résnltat intermédiaire essentiel: pour une
certaine valeur de T, tout intervalle de longueur T contient un enfier
qui est B,, (et méme deux ou trois dont Ia valeur modulo 16 est en outre
connua). La démonstration se termine enfin en trouvant T/16 valeurs
congécutives de ¢ telles que 16f+p, pour u =1,2,..., 6, soit B,. La
recherche de ces 7'/16 valeurs consécutives a nécéssité de longs calculs
sur ordinateur et le principe du programme utilisé fera I'objet dhun appen-
dice & cet article.

3. Lemmes préliminaires.
Luvmye 1. Tout entier N supérieur ¢ 9 400 peut §'éerive

N = (2a+1)2+(2b+1)2+7
aveo [2a+1[, 12b+1] > 0.4V2N & |r| < 2% W%

Démongtration. On commence par considérer le plus grand carré
congri 4 0 ou 2 modulo 4, inférieur on égal & 3N, of on pose
2N =p*+op
avec p = 0 ou 2{(mod4) et 0 < o < 12N,
Outre Pinégalité sur p, on remarquera que
ip| = VaN — g > VaN —4V2N > 0.985 V2N

lorsque N est supériewr & 9 100.
Puis on fait la méme chose pour p,-4 des détails prcs de congruences,

goit

o = q*+2r
avec
2 st p = 0{modd),
4= 0 s p=2(modd} .

et 127] < 4V p < 2% V%,
On remarquera entin que

gl = Ve—2r < VI@NF+2%NT < 0185 V2N

lorgque N est supérieur & 9 400.
Le lemme 1 résulte des ecalculs précédents, en notant que

N = p4+q?+2r

v () (75

2 2

peut s’écrire
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et que (p+g)/2 =2a+1, (p—¢)f2 = 20+1 aprés lex conditions de
congruences modulo 4. Il est ensuite immédiat de constater que les inéga-
lités établies lorg des ealeculs emfrainent celles énoncdes dans le lemme.

Lenve 2. Toul endier N supérieur & 10 750 peut #éerire
N = (2610 (4b42)
avee 12a-+1], 14b+2] > 0.4 V2N et Jr| < 3-2%NE,
Démonestration. Similaire & celle du lemme 1; on pose
2N = p'p

avee p =1,3,5 ou 7T(mod8) et 0 < ¢ <4 VEN.
Outre inégalité sur ¢, on remarquera comme préeédemment que

Ip| > 0.985 Vo N

lorque N est supérienr & 9 100.
Puig on pose ‘

o = g*+2r
avec
| 3oub- sip=1oun 7(moeds),
" l1our s P =3 ou 5(mod8)

(il y a chaque fois deux possibilités modulo § pour ¢; on choisit eelle qui

rend 2r minimum en valeur absolue) et [2¢] < 6V < 3-2% N%,
On remarquera enfin gue

gl = Ve—2r < VANV 1325 N < 0,185 VB F

lorsque N est supérieur & 10 759.

La fin est également comme précédemment, en notant que I'un des
deux entiers (p+¢)/2, (p—q)/2 et de la forme 2a-+1, Pautre de la forine
4b 2.

LemMe 3. Tout entier N supérieur & 15 900 peut sderirve

| N = (2a-p1)* + (8B +-4) 47
aves 12a-+1], |8h-+4] > 0.4 V2N ot || < 7-2% N4,
Démonstration. Similaire toujours & celle du lemme 1; on pose
2N =p*+e

avee p =1,3,5,7,9,11,13 ou 15(mod16) et 0 < o < 4 V2N,
- Outre Vinégalité sur p, on remarquera comme précédemment que

[p| > 0.985 V2N
lorsque N est supérieur & 9 100, '
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Puis on pose :

0 = g*-+2r
avec

Tou 9 si

5 ou ll si

1 3oul3 =i

lon 15 s

P =1 oun 15(mod16)},
P =3 ou 13(modl16),
P2 =5 ou 11({mod16),
p =7 ou 9(modlh)}

{on choisit chaque fois la possibilité qui rend 2» minimum en valeur ab-

solue) et (27] < 14Vp < 7-2% N,
On remarquera enfin gue

lgl = Vo—2r < V42N +7-2% N* < 0.185V2N

Iorsque N est supérieur & 15 900. ‘

La fin est également comme précédemment, en notant gque l'un
des deux entiers (p +4q)/2, (p —¢)/2 est de la forme 2a-+1, autre de la
forme 8b4-4. .

Ligvme 4. Tout entier N supéricur & 87 600 peut $'éorire

‘ N = (da-+2Y+ (412 +r
aveo |da-+2|, [4b+2| > 0.4VAN et || < 2% NE

Démonstration. On applique le lemme 1 & N /4.
Levye 5. Tout entier N supérieur & 43 000 peut $'éerive

N = (40 +2¥ L (8 +4) 7

avee |da 2|, 18b 4] > 0.4V3N et |r| < 3.2 N%,
Démonstration. On applique le lemme 2 & N /4.
- 11 nous sera commode d’utiliser les cing lemmes qui précédent sous
la forme unifiée snivante:
Levme 6. Tout entier N supérieur & 43 000 peul g'éerive

N =A"+B +r,

le couple (A, B) pouvent Gire choisi sous Pune quelconque des formes sui-

vantes:
(Z_a +1, 2b41),

)
(2a-+1,4b42),
(2a--1, 8b+4),
(4a+2, 45 +2),
(4a+2, 8b-+4),
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et Tes mombres A, B, v vérifiant les inégalités
|41, (Bl > 0.4V2N, || < 3-2%N%
Nous terminerons ces résultats préliminaires par le lemme, ou plutét
les lemmes “dn bicarré arbitraive”.
LEMME 7. Pour tout entier de la forme == 2a-4-1, ¢f pour lowt enbisr
wérifiont B - Vom, on &
Gom® == R4 13y,
Démonstration. Comme A2 <2 4a -2, on peut devive da 12 = 0| b2
avec % = 1 ou 2(med4). Alors % cst gonune de 3 carrds, woib
da+2 = @t oyt g%l bR
On utilise alors lidentité de Liouville:
 Sh(da--2) = 24 (@A g2 b 22l Y
wo {py g B by b Y (e 2R R
Ao fu gy Ll WYl (b — = B (gL R
(o — 2| (e R (20 (290 -
+ (2t (20
= (2h)* 4 By,
On constate que tous les bicarrés qui figurent sont pairy, ce qui permet
de diviser par 2 et d’obtenir le résultat cherché.
LeuME 8. Poyr tout entier de la forme m = da+2, et pour toul ewdier
i verifiandt 2k-+1 < Vom, on a
Gmd = (2% 1)1 Byy.

Démonstration. Similaire b celle du lenune 7; on peut cerive S| 4

Pidentité de Liowville donne:
24 (8 4-4)F = (4K 4-2)' - Byy.

On constate comme précédenment que tous les bicarrés qui figurent
dans lidentité sont pairg, ce qui permet de diviger par 2* st d’ohtonir
le résultat cherché. '

LevME 9. Pour tout entier de la forme m == Ba-+4, ot pour lout entier
pair vérifiant 2k < Vom, on o

6m? = (2k)* + Byy.

Amdlioration de la majoretion 143
Démonstration. On applique le lemme 7 & m/4, puis on multiplie
par 16.

4. Démonstration. Partie théorique. Tont entier 6N supérienr a 258 000
peut donc s'éerire
6N = 6A42+6B"-+6r,

avec les conditions et inégalités donnéer an lemme 6. En vertu des lemmes
“du biearré arbitraire”, nouns pouvons ensuite écrire

6A* = 2%+ By,
6B* = y*- By,

moyennant d’éventuetles conditions de parité sur « eb y, et sous réserve
des inégalités

| < V24, |yl < V2B,
inégalités qlii seront vérifies si on inipose
@], [yl < VO.BVEN = yN* (y = 0.8%2% = 10636 ...).

Nous utilisons maintenant une identité que l'on trouve dans la réso-
Tation du “probleéme facile de Waring”:

(20 +1) 4 (n—8)* = (2m—1)* -+ (n+8) — 4080n,

‘e posant @ = 2n 1, ¥ = »—8, nous obtenons

6N = 643682 +6r = (2n+1) 4 (n—8)" -+ By +6r
= (20 —1)' + (n+8)" + By, +6(r —680n).

Laissons tomber trés provizoirement les conditions d’inégalités.
Choisissant pour # Pentier le plus voisin de /680, nous obtenons le régultat
brut suivant: il existe totjours un entier qui est By, dans Pintervalle
[6 —2040, 6V +2040[, oun dans Pintervalle [6N —4080, 6N +4080[ sl
intervient pour » une condition de parité provenant dun des lemmes du
bicarré arbitraire.

Réglons tout d’abord le probléme des majorations impogées o |z| et
Iyl e b 2041 et in—8|. Comme 2% est un entier gui sera dans certains
cag obligatoirement pair ou impair, et qu'il faut le choisir le plug voisin
de /680, on a done '

ul

< 1
i.ﬂ" 630 +1,

ce qui entraine, compte tenu de |r| < 3.9 N = 20181 ... N, que les

deux inégalités
o nl 41 < yN¥5 et |inl+8] <y
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sont vérifides lovsque 6N est suprieur & 34 500, valenr inférieure & la.

horne inférieure fixée auparavant pour 6N {(qui était 258 000).

Avant d’énoncer le résultat complet, remarquons enfin gue 'entier
B,, dont Vexistence a été affirmée plus haut a méme valenr modulo 16
que 6112—1—6132

— Ut efrme? By, de la fm'ma L6» +12,

— un entser By de lo forme 1bp-+14,
et tout intervalle de longueur 8 160 = 16510 contient
: — um enitier By de la forme 16p,

— wn entior By, do lo forme 16p-|-6,

— un ewtier By de la forme 16p--8.

Démonsatration. Apréx ce gue nous. avens déjh exposd, il nons
suffira, pour les ntervalles an-deld de 258 000, d’énumérer les couples
{4, B) du lemme 6 gue nous utilisons pour les différentes valeurs mo-
dulo 16:

16p-+12: (2e-4-1,2b-41

F1) ef o guelcongue,
16p 414 (2e-+-1, 4b-+2) et o quelcongue,
16p: (da--2, 45 --2)
16946 @ (2a--1, 85 -1-4)
16948 @ (4u-+2, Bb--4) et n pair.
Quant aux intervalles avant 238 000, il est immédiat de vérifier directe-
ment gue tous les nombres quily contiennent sont B, (et méme B,,,
aingi qu’il résulte des tables connues).

el » lpair,

sy 9 pailr,

5. Démonstration. Caleuls numériques et fin., Les caleuly effectués
sur ordinateur (et exposés dans Vappendice qm suit eet article) fournissent:
le résultat nwmérique suivant:

Levme 10. Pour chaque valewr de u, 1< p <56, il ewisle un ontier
1, < 0.83-10° tal que les Bl0 mombres 160, p, 1604, L) -+p, ...,
16 (8, 4-609) 4 u sodent B,.

TriorTME. Tout entier n 2= 1.328-10" ast By,

Démongtration. Quelle gue soit la valeur de » modulo 16, il existe
toujours u, L < u < 6, tel que n — (16¢+ x) soit de la forme Lép -0, 6, 8, 12
ou 14. De plus, cet entier sera positif si ¢ < 0.83-10°. Nous prenony alors
pour ? les 510 valeurs conséeutives t,, ¢, -1, ..., t,-+B00; d’aprés le théo-

réme établi au paragraphe précédent, n — (16¢-+u) est B,, pour 'une des

valeurs données & I, et comme 16¢+ p est By, n est bien By,.
COROLLAIRE. g(4) < 30

Démonstration. T suffit d’ajouter an théordme précédent que
tout entier n < 1.328-1.0° est By,. Une vérification directs ne pose aueune
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diffieulté. On peut aussi bien s'en référer anx tables exiztantes (cf par
exemple dans Dickson, “Modern elementary theory of numbers”: tout
% < 13 800 est Byy, tout » de 13 800 4 3.5-10™ est By,).

APPENDICE
PRINCIPE DU PROGRAMME UTILISE POUR DEMONTRER
LE LEMME 10 SUR ORDINATEUR

{par Fromgois Dross eb Jean Hardouin Dupare)

1. Position du probléme et méthode. Si & est pair, &' = 0(mod16)

et 81 & est imnpadr, k' = 1(mod16). Rechercher des sommes de 6 bicarrés

qui soient do la forme 16{--u (u =1,2,..., 6) revient alors & chercher
des entiers qui soient sommas de 6 — u termes (2%)* et de u termes (2h +1)%
Pour gimplifier on divisera par 16 et on travaillera sur ¢ an lieu de 16¢+ u.
Posant

& == (1Y) = (0,1,16,81,...) .
#.= ([(2 +1)*/16]) = (0, 5, 39, 150, ...)
nous arrivons a I'étude des 6 ensembles ‘
U, = (6 —p)od +ud

at & la recherche, pour chacun, de la premiére plage de 510 entiers con-
séountifs.

Deux méthodes peavent étre envisagées:

— lIa méthode analytigue ol Fon recherche Sl un entier donné est
un élément de U;

— la méthode synthétique oi Von construit les éléments suceessifs -
de U.

Le travail par tranches que nousy avons adopté requiert la seconde
méthode, ot le temps de calenl ne varie que trés lentement en fonction
de la longueur de 1o tranche, tandis qu'il varie quasi-linéairement dans la
premidcre.

2. Programumation. Lo programme a 666 éerit d’abord en langage
PL1/DOS; Ia souplesse de ce langage a permis une mise aun point trés
rapide cependant que I'exécution. restail trop lente.

Aprds traduction, partie en langage Fortran, partie en langage Assem-
bleur 360, nous wvons obtenu un programme permettant de traiter des
tranches de 760 000 nombres aveec un temps de caleul raisonnable (30
& 200 minufes par franche).

Girice b ce programme il & 66é facile de traiter le cas de U, puis, par
ordre de difficulté croissante, de U,, Us, U, et U,. Mais il est apparu que
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les temps de caleul deviendraient prohibitify pour Us, ot nous avons di
découper ce dernier ensemble en 5 parties; utilisant pour cela les pro-
priétés de congruences modulo 5 des b; = (2] -1)M18] (eongruences
correapondant aux congruences modulo 8() des bicarrés impairs). On,
8 byy. = 4(modb) b by, = by = = by 1y = bmm O(mOdT‘)) e qui
conduit 2 effectuer une partition de # en B = by, ) eh 4#', ensemble
complémentaire. On effectne également une pa,rtitiun de Ty en U,
ensembles des te U, qui vérifient ¢ == i{modb). Tosunt

!

V, = 8" |- (6~

on constate que

Ueg = Vs UV,

U, = Vi
U = Vas
Ues = Vi
Ugy = ViUV,

La suite #* comportant relativement pew d’ dléments, o’est le sous-
-ensemble Ug, = ¥, qui risque d’8tre le plus pauvre et done de condi-
tionner lexistence des plages de 510 entiers consécutifs (hypothése con-
firmée par I'expérimentation dans les tranches inférieures: les séquences
d’entiers conséeutifs de ¥, sont de plus en plus fréquemment ]111111Jéeh
par Pabsence & chaque extrémité 'un élément de Us 1)

Nous avons alors écrit un programme spéeial poar rechercher parmi
les éléments de U, des plages de 102 valeurs consécutives. Apréy avoir
obtenu les 6 premiéres plages, nous avons commencé d constroire les
ensembles V,, V,, V, et V, correspondant (& Pexclusion de Vi et Vo),
et nous avons arrdté cette construction dés que nous avons constaté qua
la quateidme plage étaient associds BLO entiers { conséeutify de Us. I
gensnit que la valenr mamérique que nous indiguerons n’est peut-dtre
pas la plus petite (de trés peu en tout C'AH), Mais NOUN e Pouvions pas
nous payer le luxe de le vérifier!

3. Résultats. Les calculs, effectuées sur ULB.M. 360-44 de la Faculté
des Sciences de Bordeaux, ont demandé environ 500 heures. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci-dessous qui indigue pour chaque valeur
de x la premitre des 510 valeurs consécutives de ¢ ainsi que la longueur
réelle ‘de la plage trouvée (sanf peut-étre pour x4 = 6, cette valeur de ¢
est 1a plus petite qui soit guivie d*une plage d’aw moing 510).
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=1 117= 14536972 [l = p64
2 3 004 976 594

1620 025 554

3 369 789 524
22 802 918 b34
820 232 751 | = H10

Tt g O

[~

Le lemme 10, avec sa majoration f, <
ment de ce tableau.

0.83-10% déconle immédiate-
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