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ACTA ARITHMETICA
XIV (1968)

Sur I'équirépartition de certaines suites (z4,)
par
F. Dress (Paris)

1. Exposé des résultats. Le but de cet article est de démontrer
deux résultats complémentaires relatifs & Déquirépartition des suites
(w4y) lorsque (4,) est une suite monotone d’entiers (que nous pourrons
supposer non déeroissante sans restreindre la généralité).

TafoREME I. Soit (4,) < NN une suite non déeroissamte dentiers véri-
fiant 2, = o(logn). Il Wexiste alors aucun mombre réel @ tel que lo suite
(@) soit équirépartie.

TrfiorEME II. Soit f(n) une fonction réelle définie sur les entiers
positifs. 8¢ le rapport f(n)[logn tend vers Vinfini avec n, il ewiste alors une
suite non déoroissante dentiers () eN™ vérifiant Jy, = O(f(n)) et tolle que la
suite (wdy) soit équirépartie pour tout nombre irrationnel .

Remarque. Ces deux théorémes sont & rapprocher d’un résultat
(M. Mendés France [1]) montrant que le théoréme I cesse d’dtre vrai
dés que 'on n’impose plus 4 la suite (4,) d’stre monotone.

2. Notations: suites d’entiers par blocs. Toute suite non décrois-
sante d’entiers 4 = (4,) peut &tre considérée comme composée de bloes
ol chaque entier p est répété k&, fois (%p > 0):

=(0,0,...,0,1,1,...,1,...,9,0,...,0,...).

kg ky - 75,,
Nous définirons la fonctions sommatoire K, = 2 k; et nous noterons
que, lorsque &, 5= 0, A, = p (il existe, bien sfr, une infinité de tels p).

3. Demonstration du théoréme I.
Lemvs 1. 8¢ 4, = o(logn), on a alors:

k
limsup—2 =1.
P—=>00 v/

En effet, si on supposait que:

ky K,—K
 limsup f(_. = lim mup o e Lot

D0 n n

=1l—e<l1,
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on en déduirait:

N

liminf —2=%

Pr00 »

= &;

par suite, il existerait deux constantes, (>0 et a>1, telles que lon
ait I, < Ca”. On aurait alors, pour une suite (tendant vers V'infini) de p
tels que &, #0, l’inégalité:
P =g, < hoay = o(log(Oa”]) = 0(p),
ce qui est impossible, et démontre ainsi ce lemme.
Congidérons alors wune suite non décroissante (A,)eNV vérifiant
Jn = o(logn), et prenons une sous-suite (p;} d’indices telle que:

k
lim —2 =1.

T—oo Mp;
Etant donné un nombre irrationnel x, calculons:

K%.

limsup

j—o0

2 exp2ingrly,| (geNT).

P h=0

Nous décomposerons cette somme de Weyl en:
Kp; Epy—1 Ky,

7

1’1 Apj_l-)-l

La premiére somme est majorée en module par - -~ qui tend vers 0.

1K,
X,

La seconde est égale &:

ky,
—2L_ exp 2inqup;,
Ky,

qui tend en moduale vers 1. Nous avons aingi démontré que:

Kp;
. | 1 '

limsup | —- E exp2ingad, | = 1,
Js00 I(I]J frpmr

"
et par 1la méme que, les sommes de Weyl —Zexp 2imqul;, ne pou-
n i ’

v:‘mt:, tendre vers 0, la suite (24,) n’est paséquirépartie. Nous avons
ainsi démontré le théoréme I.
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4. Démonstration du théoréme II.

LEMME 2. 8% (A;) eNYN est une suite non décroissante vérifiant:
kp? k?)--17 =0,
D00 ALy
wlors les sommes de Weyl:
1 n
» . N
*‘Z expingwl, (qeNT)
n
h=0

tendent vers 0 pour towt x irrationnel.
Remarquons tout d’abord que I'hypothése k>
existe des entiers m; positifs ou nuls tels que 'on ait:

ky = Mo+ My .0y,

Btant donné un nombre irrationnel #, posons alors 2ngr = a (nous
avons donc expie % 1). En désignant par p Vindice qui vérifie ’inégalité
E,<n < Ky, (indice bien déterminé car les k; sont non nuls & partir
d*un certain rang), nous décomposerons la somme de Weyl en:

— 2 expials,

kp_, entraine qu’il

ko = My, ki =me+my, ...,

8,4+ 8, = -—Zexpwzh—i— Z expialy.

Kp+1
La premiére somme peut s'écrire:
1 & Ky 1 &
8 =— E E expiaj = — E k;expiaj,
N d n 4
7=0 “Kj_1+1 7=0

d’ot:

1 .
= [myexp 0+ (my+ my)expiat ...+ (Mot my+ ...+ My)expiap]

1 1—expi 1 expia— expio 1
=—[mu P a(zf+ ) my Pia P _(p+ >+._‘Jr
n 1—expia 1—expia
expiap —expia(p-+1)
+ My Pl T ’
—expia

ce qui permet d’obtenir, en majorant par 2 le module des numérateurs
et en notant que |my| = my;:

18] < 2 ) Wog=- My ...+ My
U 1~ expia n
2 ky 2 Iy

o(1).

= - v — —
|1 —expia| = [1—expial K,
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Quant & la deuxiéme somme, elle vérifie:

n—K Fepia _

» -
=
n K

kpia

Ky +0(Kpyy)

[8,] = =0(1),

et le lemme 2 est ainsi démontré.

Nous serons en fait amenés & utiliser ce lemme sous une forme un
peu plus compliguée:

LEMME 2 bis. 85 (A,)eNN est une suite non déoroissante vérifiant:

il existe des entiers m; = 0 et 6; = 0 ou —1 tels que

by = mo+mqy+ ...+ m;+ 6
et
kl
Im—=2 =0 et

ky -> oo,
D00 Kp

D00

alors les sommes de Weyl:

1 v :
. Z exp2ingel;, (geNT)

h=0

tendent vers 0 pour tout © dirrationmnel.
En effet, avec la méme décomposition, nous avons toujours:

v
1 .
S, =7{j§0 kjexpiaj, 8, =o0(1).

Posons alors:

8y = S’H" S;

1
w [megexp 0+ (mg+ my) expiad-...+

P
1
+ (Mot my)expiap] -+ W Z diexpiaj.
&

v U . . .
Nous avons vu gue §; = o(1) lorsque # est irrationnel. Enfin, comme
les k; tendent vers V’infini avec j, nous avons:

K, 1 v
—— = k; — oo,
P P = oo
ce qui montre que:
T
=< =
’ li\ n = Kp 0(1)}

et termine la démonstration.
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Lemye 3. Soit f(x) une fonction réelle définie sur la demi-droite » = 0.
8i le rapport f(x)/logx tend vers Vinfini avec ®, il existe alors une fonction
g(z) possédant les propriéés suivantes:

g(@) = O(f(x)) et g(a)=o(w),
g () est une fonction concave,
le rapport g(x)/logw est non déeroissant et tend vers Vinfini avec m.

Posons tout d’abord f,(x) = min[f(x),log2z] (le choix de log?z
n’est pas essentiel). La fonction g(x) que nous allons construire satisfera
I'inégalité g(z) < f (@), elle vérifiera par conséquent les propriétés O(f(w))
et o(z). Observons enfin que le rapport f;(z)/logs tend également vers
Pinfini avec .

Définissons maintenant la suite d’abscisses z (k =1,2,...) par:

o, = inf{w| fi(y) = (k+1)logy pour tout y = x}.

Les z, existent (car f, (x) /logz — co) et forment une suite non décroissante.

La construction de la fonction g(x) sera basée sur les résultats élé-
mentaires qui suivent et que nous ne démontrerons pas. Désignons par
(Cr) les courbes y = klogx. Nous avons les propriétés suivantes:

toute tangente & une courbe (Cy) en un point d’abscisse # rencontre
la courbe (Cy,,) en un point unique d’abscisse v > u,

quel gue soit le nombre »,, 1’abscisse u peut tre choisie assez grande
pour que v = 0,,

sia < u < v<b,la fonction y(x) définie sur (a, b) par son graphe:
(Ox) sur (a, u), la tangente & (Cx) sur (u, o), et (Oryq) sur (v, d), vérifie:

y(z) est une fonction concave,

le rapport y(x)/logz est non décroissant.

Utilisant 1a suite u, nous pouvons alors définir par son graphe une
fonction g(z) satisfaisant aux conditions du lemme: sur (0, #,), la tangente
en #; & (C,), puis (Cy) sur (v, %,), ’abscisse u, étant choisie de sorte que
la tangente & (C,) en %, rencontre (C,) en une abscisse vy > %,, puis cette
tangente sur (u,,v,), et on répéte indéfiniment ce processus (fig. 1).

yA
(Ck+1)
—— (Cy)
s I
o
N Y .
0 U X VX
Fig. 1
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme II. Nous prolon-
geons tout d’abord la fonection f(n) définie sur N en une fonetion f(x)
définie sur la demi-droite > 0 en posant f(x) = f([#]), puis nous con-
sidérons la fonction g(#) dont le lemme 3 nous assure l’existence.

Définissons alors la suite (A,) <NV par:

= [g(n)].

Nous avons 4, = 0(g(n)) = O(f(n)) et il sutfit de vérifier que (1,) satisfait
les conditions du lemme 2 bis pour montrer que la suite (21,) est équi-
répartie pour tout nombre irrationnel .

Les blocs de la suite (4,) vérifient 'indgalité k, ., = k,— 1. Supposons
en effet que k, =r+1 et que k, ., <7—1. Si nous écrivonsy K, = R,
nous avons R—r = K, _;+1et R+7 > K, ,+1, de sorte que:

ZR—-T =P, AR =P, AR»M = ]3+3

Comme 2, = [¢(n)] et que la partie entiére vérifie 2 < [#] < -1, nous
aurions alors:

g(B—~r)y=p, gR+7)=p+2,

et
R— R+r
g(R) < p+1< 9 )}’15.25'.).,

ce qui est contraire au fait que g(x) est concave.

On se convaincra alors que la premiére condition du lemme 2 bis
(Pexistence des entiers m; >0 et §; = 0 on —1) est équivalente & 1'iné-
galité k,,, > k,—1 pour tout p: on prend 0; = —1 gl existe un
indice ¢ < j tel que k; = k;—1, et &; = 0 si ki =k pom tount indice ¢ < j;
la suite %;— §; est non décrombante, et les entiers m; = 0 existent done.

Si la h'mite pour p infini du quotient %,/K, n’était pas nulle, cela
signifierait qu'il existe 5 > 0 tel que, pour une infinité de P, on ait &y > nK,.
Or on a:

lx,,wkzﬁ.l =p, etdone g(K,—nK,) =gHy—Fkp+1)>
le =p, et donc ¢g(K,) <p+1
On en-déduirait alors:
g(Ky— "7K13L g(Kp)— =
log(Kp—7K,) = log K,+log (1—1)
- g(K,) . g(Kyp)— .‘](Kﬂz)_
log K, g(Hyp) _i;é;g)
g(K 7:)4"1—‘]}; og(1—mn)
g(Ky) . iy
car Tog—la—log(l—m < —1 pour K, assez grand (en effet Hl‘]&(vg_};',)j tend

vers infini avec p).
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L’inégalité:
J(]Ll,— ;/1\ ,,)

log(K,— )7]\,,)

(/(1\,,)
long,,

étant contraire & Uhypothése ¢(#)/logae non déeroissant, il g'ensnit done

. ky
que lim ~—=- = 0.
D00 »
Nous terminerons en remarquant que la derniére condition du lemme
2 bis, k, — oo, est une conséquence triviale de Phypothése g(a) = o(x).
D00
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