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ACTA ARITHMETICA
VIII (1962)

Uber totalprimitive Folgen
von

A. BirEdzY (Budapest)

1. Unter einer Folge verstehen wir im weiteren eine aus mnicht
negativen ganzen Zahlen bestehende, monoton wachsend geordnete
Folge.

Bezeichnen wir die Anzahl der in dem Intervall [0, 2] gelegenen
Elemente der Folge % = {a,, a,, ...} mit A (x). Die Funktion A (z) nennt
man die dnzahlfunkiion der Folge . Die Folgen werden wir im weiteren
mit groBen Frakturbuchstaben, ihre Anzahlfunktionen mit den ent-
sprechenden groBen lateinischen Buchstaben bezeichnen.

Es seien A = {ay, a,, ...} und B = {p,, by, ...} beliebige endliche, oder
unendliche Folgen. Dann versteht man unter der Summe A+ B die
Folge von Zahlen, die in der Form a+b; (1=1,2,.; j=1,2,..,
geschrieben werden konnen. Sind zu einer gegebenen Folge U solche,
aus mindestens je zwei Elementen bestehende Folgen B und € vorhanden,
fiir die B+ € = U gilt, so wird die Folge A reduzibel, anderntalls primitiv
genannt.

Die Folgen % und B heien asympiotisch gleich (W~ B), wenn fiir
geniigend groBe =

A~ [n, +o0) =B ~[n, +oo)
gilt.

Eine primitive Folge heilt totalprimitiv, wenn alle zu ihr asymptotisch
gleichen Folgen primitiv sind.

H. H. Ostmann gibt in [1] eine Ubersicht aller die primitiven und
totalprimitiven Folgen betreffenden Ergebnisse (auch die erwihnten
Definitionen habe ich aus [1] entnommen); neuere Ergebnisse sind in [2]
enthalten.

2. Herr Professor P. Turin warf folgende Frage auf: wird eine
beliebige Folge U = {ay, a,, ...} angegeben, kann es durch Verénderung

von o(4(n)) Elementen der Folge stets erreicht werden, daB die veréin-
derte Folge totalprimitiv sei? In dieser Arbeit werde ich aus diesem
Problem ausgehend folgenden Satz beiweisen:
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..} eine beliebige unendliche Folge.

! = {0y, Agy +
Suzs L. Bs i Folge & = o, S eine solche totalprimative Folge

Man kann aus dieser Folqe stets
B = {by, by, ...} erhalien, fiir die

log2

n 222\ =¢~1,31

(1) limsup f;‘ﬁni <wol/ 10g2<1+10g1+m0> '
Vloglog A(n) 2

erfiillt ist, wo fa(w) die Amzahl der im [0, z] Ime'rv('zll gelegenen vem%nczerte;z,
Blemente ist (das heift, aus [0, @] ~ U gelangen wir zum [0, 2] ~ m’c:
Zuschreibung und Weglassung von fmsgesqmt f,i(a:.) _.E‘Zememefn), flﬁme]r s
o~v1,31 der (bei der Abszisse wo 1,17 erreichte) Minimalwert der Funktion

g(@) = w]/logz(l + EE}%%%M) .

Beweis. Es wird eine Faﬂunterscheidung durchgefiihrt.
1. Fall. Nehmen wir an, dag fiir unendlich viele natiirliche Zahlen »

¢A(n)
ist.

Wihlen wir aus den die (2) befriedigenden natiirlichen Zahlen. eine
golche unendliche Teilfolge My, Mgy ..vy Mgy -y Tlir die

(3) Alm)>3miy (£ =2,8,..)
gilt.
Es sei B:
B = (U(2mk—|—1)) w (:Lj’{(zmk-l— ]/A ('mk), m;H_l] ~ QI})
k=1 =1

(wegen A (my) > 1 ist 2my+1 < 2mz+ VA (my) und wegen (3) ist 2my -+

+ VA () < Mpyr). )
Zunsichst wird (1) bewiesen. ]
Betrachten wir eine beliebige natiirliche Zahl n > m,. Es gibt Zahlen
mx und myyq, fir die mp < n < My gilh.
Dann ist wegen (2) und (3) fiir genﬁgend grofe n

Fa(m) < fal2mp + V Emra) + [ a2 +1) — fal2mis + VA ()] +
+ [ a(mpeg1) — fa( 210 1))
< 3mg—1+ (Vﬁ—g—-—ﬂ){—ﬁ +1) + VA (my)
cA(n)

<V e o
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(da im Intervall (30, +oco) die Funktion «fy/loglogw monoton wachsend
ist), woraus sich (1) schon leicht ergibt.

Gehen wir nun auf den Beweis der Totalprimitivitit der Folge B tiber.

Nehmen wir an, daB im Gegensatz zur Behauptung solche
€ = {6, ¢, ...} und aus mindestens ‘je zwei Elementen bestehende
D ={d,d, ...} mnd € = {ey, ¢,, ...} Folgen und eine Zahl M, existieren,
fiir die

C=D+€

und

€~ [, +00) =B [, +o0)
erfilllt ist.

Wiihlen wir & so groB, daB mg > ny, /A (mz) > 1+ max {d,—dy, ea— €}
erfilllt wird. Dann existieren wegen 2mx+1 ¢ € Zahlen d; D und ¢; e G,
fiir die d;-¢; = 2my+1 gilt, ferner ist wegen (my, 2mz] ~ € = (mr, 2mE] ~
~ B =0 offensichtlich d; =d; oder e; =e,; es ist anzunechmen, da8
d; = d, ist. Dann ist d;+¢; € € und 2mp +1 < dy+e; = (2mg+1) +(dy— dy)
< 2mx+ Y A(mz), obwohl der Konstruktion gemiB  (2my+1,2mp -+
+ VA(me) ~ B = (2me+1,2m+ VA (mz)) ~ € =0 ist; das heiBt, aus
der Behauptung, daB B nicht totalprimitiv ist, sind wir zu einem
Widerspruch gelangt.

2. Fall. Nehmen wir an, da8 fiir n>n,

(4)
gilt.

Auch in diesem Fall werden wir einen kostruktiven Beweis durch-
fithren. Zunichst wollen wir folgendes Lemma bestitigen:

LevvA. Bs sei W = {a, ay, ...} eine beliebige unendliche Folge, fiir
die bet n = ny (4) erfiillt ist. Bs sei ¢ eine beliebig Tleine (aber & < #,—1),
w eine beliebig grofe positive Zahl. Bs gibt dann eine Zahl ny(e, w) so, daf
fiir m = ny(e, ) solche natirliche Zahlen p und q existieren, fir die

A@n)—A@n)»>—240)
v loglog A (n)

(8) ntte <p < ,,7,(”‘)(”103(14—#;)(?‘1:;(—2“)) ,

(6) p<g< (249,

(7) A(p) > wd(n),

(8) A(2+e)p)—A(p) <mA(p)

und :
A(g—mn)

(9) (a+2m)— A=) < e

erfillt ist.
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Beweis. Aus (4) folgt, daf fir n > no, A(n)>30
[log n/log 2]

A > (A(zkn)__A(zk—ln)) > ¢4 (n)

[logn]
yloglog A {n) [log2

k=1
und so fir n = na(e, o)

A(n2) > oA (n)
gilt. )
Nun soll bewiesen werden, daB fir » > max({2, a} eln(.a Zahl p
existiert, fir die (5) und (8) erfiillt sind. Nehmen wir an, daf eine solche
Zahl p nicht existiert. Dann ist fir jedes (5) befriedigende p A(2+e)p)—
—A(p) > v, A (p) erfillt, und so fir

(2+e)logn l 1 8t 0
log(1+2,)—log(2+¢) + gn),
((2+8)k—l%2+n) >CGOA((2+E)IG~1%2+B)

1<k<[

A2+ a)knz“) — A4

gilt, das heiBt

A(24e)n*t) > L+ a) A2+ 70

ist. Daraus folgt, daB

(2-[-8)”(”)%2“ > A((2 4 a)v(n)n2+s) > (1+w0)g(n)

woraus @te)l
+¢&)logn
9" S 15T g —Tog (B 1 o)
ist, was der Definition von g¢(n) widerspricht.

Nun werden wir auf indirektem Weg bestitigen, daB zu einer Zahl p,
die (5) und (8) befriedigt, fir » > ny(e, o) immer ein ¢ zu finden ist, das
(6) und (9) befriedigh. Wenn niimlich ein solehes ¢ nicht existierte, so
wire—da im Intervall (30, -+oo) die Funktion /j/loglogz monoton

wichst—fir » > e, o) bei beliebigem 2p < i< (2+¢)p—n offenbar
R . A7) A (2p)
A(i+83n)—A@) 2 ——e e 1 > ———
(i+-3m)— A4 () > oy loglog A (7) o Vloglog A (2p)
A(n)

o loglog 4 (n)
erfiillt. So wiirde aus der Behauptung fir n > nge, w)
A([(2+¢)pl—n) > A([(2 +&)p]—n) — A(2p)
[(sp—mn)/3n]
> D (A(2p+3kn)— A4 (2p+3(k—1)n))
P
( A (n) _ [sp w ( A(n) _q\[emtte—mn
~ \oyloglog 4 (n) ) 3n } Vieglog A(n) )[ 3n

] > plts
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folgen und so wire fiir n > ne, o)

Al[(2+2)p]—n) pits 3 qi+e
1"'loglogA([(2 +&)p] -—Nj I'loglognt+e Y log(1+¢)+loglogn
> 3on > o{A([(2+6)p]+207)— A([(2+2)p]—n)},

die Zahl ¢ =[(2 +¢)p] wiirde also den Voraussetzungen (6) und (9) geniigen
und so sind wir tatsaehhch zu einem Widerspruch gelangt. Damit ist
das Lemma bewiesen worden.

Nun gehen wir auf die Konstruktion fiber. Wir werden eine Teilfolge
angeben, auf der die Konstruktion beruht. Diese Teilfolge werden wir
aus ,,Blocken“ zusammenstellen.

Die Definition des ersten Blockes ist die folgende:

Bs sei m{” = max {n,({5, 10), aye} (WO my(e, @) die im Lemma de-
finierte Funktion ist). Die Zahlen m{, m{", ... s Mpteys Werden wir
durch Rekursion definieren. Nehmen wir an, daB mﬁ?l (1 =2,3,
(m{"Y +1) schon bekannt ist. Wenden wir das Lemma, mit & = {5 2= 10
und » =m{’, an, und bezeichnen wir das minimale p mit p{, das
zugehorige minimale ¢ mit ¢f°;. Es sei 0 <y <m® das Reprisen-
tantelement jener Restklasse modm® (wenn es mehrere gibt, einer von
ihnen), die aus den Restklassen modm{® die wenigsten Elemente des
Durchschnitts (p1; g2, ] ~ U enthilt. Bs sei m® = ¢+, Damit
sind die Elemente des ersten Blockes definiert.

Die Elemente des k-ten Blockes (k¥ = 2, 3,...) sind mit der folgenden Re-

kursion zu definieren: es sei m{” die kleinste Zahl, fir die m® > 911(1/10", 10%)
und A(ml )) }max{(mimm 1),.+1) 10 } erfallt ist. Nehmen wir an, dal
m®, (1=2,3,.. (mﬁ"))‘—|—1) schon bekannt ist, und definieren wir m(’“’
auf folgende Welse wenden wir das Lemma mit & = 1/10%, » = 10 und
n =m{? an, und bezeichnen wir das minimale p mit p{®;, das dazuge-
hoérende minimale ¢ mit q( Es sel 0 < r"‘_)l < mf') das Reprisentant-
element jener Restklasse modm{® (wenn es mehrere gibt, einer von ihnen),
die aus den Restklassen modm{® die wenigsten Elemente des Durch-
schnitts (p{1; ¢i%] ~ U enthiilt, Bs sei m{® = ¢fP +r.

Nun sind wir in der Lage die gesuchte Folge B zu definieren. Es sei

%(k) ( [m(k) (k):”

(m(k))x ¢
w{% A U {n: pP <n <ml—m®, n £ (moam{®))} v

mr @ ®. 0
w( U me ))V{QI’“( U (mixa+mi”; pria )}U
(k+1)))

vl A (m(m(k))zﬂ—{—m(m(m)a m (k=1,2,..)
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" und
+oo
=) 8®".
B

Zunichst beweisen wir (1). Beginnen wir mit einigen einfachen

Bemerkoungen.
Wie erwihnt, ist im Intervall (100, -oc) die Funktion- zfylogloga

monoton wachsend. So ergibt sich aus der Konstruktion auf Grund (9)

und A (m®) > A mP) =100, das

A (g —mi®)

10"V 1oglog A (" — md)
( mg]n) )2)

10)  fa(mfs +m)—fa(mf—m{’ —1) <
A m® —m{) (
107 loglog 4 (m{ —m{®)
ist:
Ans der Konstruktion auf Grund (8) und A4 (m{®) > 4 (m{") =100
148t es sich leicht beweisen, daB

B=1,2,8,.;4i=1,2, ..,

Nin: ne¥ p¥ <n <mfy—m;

A= AP _ a4 @)
i mid

n =7 (modm{”)}

(k=1,2,3,.;i=1,2,.., ")
(die linke Seite bedeutet die Anzahl jener ganzen Zahlen n, fiir die n e,
2P <n<m® —m® und n =r® (modm®) erflillt ist), folglich ist

A(Pi )

(11) Falm®s—m® 1)1 4(pP) < B e

(k =1,2,3,.;1=1,2,.., (mih))z) .

SchlieBlich soll erwiihnt werden, daB—da A (m{®) > 10% ist und
im Intervall (100, +o0) die Funktion /}/loglogz monoton wichst—
tir m{? <y und 4(y) < 4(2)/10° gilt offensichtlich

Ay) 4 (2)[10%
(12 Vioglog A (y < Vl1oglog (4 (2)/10%)
= A@R) 4(2)
~ 10%y/log (log 4 (2)— log10%)  10%)/Tog (3 log 4 (2))
— A(2) 4.(2)
10k Toglog A.(2)—log2 ~ 10%y/}loglog A (2)
___246) (6 =1,2,..).

10%)/Toglog 4 (2)
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Es sei nun # eine beliebige natiirliche Zahl, fir die n > m® erfiillt
ist. Dann gibt es eine mnatiirliche Zahl %, fiir die mo‘) < n < mfFTY (k=2)
ist. Fithren wir eine Fallunterscheidung durch.

®, Dann ist

a) Bs sel n < pi
(18)  falm)

(k—1) (ke—1) (k1) RCN N
< Mmif=nye11+ m(m(b-n)s-l—l < 2m(m<k-n)a+1 < 2]/A (m ) < 2]/A (n)

(k—1) (k—1)
= fA(ml ) < ]‘A('m,(m(k—n).ﬂ + M(m(b—l))x) +1
1 1 .

Es sei n> p® und es sei der groBte Index 4, fiir den noch p{¥ < n
ist, d,.

b) Nehmen wir an, daf p{ <n < md ) —md ist., Dann ist auf
Grund von (7), (10), (11), (12), (13) und A (m{?) > A (m{) > 100

(14)  Faln) < famf®) + T(u m®—m® —1)—f.(p)) +

1
ig—1

+ Z (7 a4+ mfP) — fa(mfy — m® —1))

VI, SeAwf) N A mf)
(]
<B4+ 2 O‘) % 10* VloglogA (mf’ﬁl —miy

A(p(k)) 1 (k)_,m(k)_ )
<21/A By 4 o ( ) iy
2 e 2 10% vV loglogA(m(k) )

=0 M1 (10) 10 =0 —Miy—1
® 1 A(pd) 1 A(pR)
<2V A(mP)+ e
1— 1/10" m{® 10%(1—2/10%) 1loglog A (%)
4 (n) A (n)
2Y/4( U/
< (m)+ (1— 1/10")m +(10k—2)]./10g10gA(n)

%) s
¢) Nehmen wir an, da8 i, < (m{®)* und m&kll-m.fn) <n<pd, ist.

Dann ist auf Grund von (10), (14) und A (m{®) > A(m) = 100

(18)  fa(n) <Falm@Pr—mP —1)+ (fa(mfPh +mE) — fa(mPr—m —1)
<(21/m L BAEE) 4(p%) )
(1—1/10%)m® (10" — 2)yloglog 4 (p7)
' AP —mP)
lokl/loglogA (m®, — mg,‘))

A(n) . 1 (1 1 ) Aln)
@ 1/10" 10" " 1—2/10%/ YloglogA(n)

<2yYAm)+
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28 A. 8arkézy
d) Bs sei mﬁ,,f(k))z+1—nz(,,f<k>)z<n<m§"+l) Dann kann in Analogie
zum Beweis von (15) bewiesen werden, dafl

(16) f.‘i < fal m(m“")"—!—l + m(m(k))z)

(m(k))a) + 1 (1 1 ) A(%)
<2VAMm+ (1— 1/10k)m<"> 10* 1—2/10%/ yloglog A(n)

2/10"

SchlieBlich ist es leicht ersichtlich, daB mfP, < 4p® (& =1,2,3, .;
i=1,2,..,(mP)? ist. Infolge von (3) ist also

(( L )(1+ log (2- 1/10%) ))(m(lk))z
10%

2 ) (1 e
K log (1+x0)—log (2 1/10%) (5]
(4’”’L£ )) o (1+2) ¢ > ﬂl(m;k))n+1 5

woraus sich ergibt, daf fiir ein beliebiges ¢ > 0 bei & > k(¢)

(17)
(k) l—e¢

mi
log (2 +1/10%) >
]/1°g (2 +10k) (1 T og(l +a,) —Tog (2 + 1/10%)
gilt.

Aus (13), (14), (15), (16) und (17) folgt (1) schon leicht.

Gehen wir auf den Beweis der Totalprimitivitit der Folge B iiber,
wobel wir einen indirekten Beweis durchfiihren werden. Nehmen wir an,
daB eine solche Folge € und aus mindestens je zwei Elementen bestehende
Folgen D und € existieren, fiir die

€ [y +o0) =B ~ [y, +00)

1/ 1oglogm{Em, s

und
C=2+4+€C
erfiillt ist.
Wihlen wir & so groB, da m{® > max{n,, d,, 6;} sei. Wir konnen
dann infolge von m{® ¢ € zu einem beliebige Element m{® (i = 1,2,
(m{®f*+1) solche Zahlen d,, und e, finden, fir die dy <D, G und

;
dy + b5y = mv(, )

gilt.
Wir werden beweisen, daB fiir j = I von
&y = dy, (mod m®)
und
65 S €5, (modm{™)
mindestens das eine erfillt wird. Dies wiirde offensichtlich einen Wider-

spruch bedeuten; modm{? kémnen nimlich nur (m®)* inkongruente
Zahlenpaare existieren.
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Ist
m$ £ mP (modm®),
so ist die Behauptung trivial; es geniigt daher sich auf

m$? = m{® (modm{®)
zu beschrinken. Ohne Beschrinkung der Verallgemeinerung ist anzu-
nehmen, daB j <17 ist.

‘Wiire

dyy = d,, (modm{®)
und

by = g (modm("))
80 wire von

(18) &y > dny
und
(19) 03y > b,

mmdestens das eine erfullt Wegen d,,+ e, = mf® > 2p®, ist nimlich
aus d, > pl ), und g > p;_l mindestens das eine erfallt es ist anzunehmen,
daf das letztere erfiillt ist. Dann ist e,,,—l—d’,j > p1_1 s €yt dey € B und

&
sty =¢y+d, = miP =, (modm¢ ))

und daher e,,.,+d,,>-m§") = ey+dy; mithin wire (18) wirklich erfillt.
Nehmen wir an, daf von (18) und (19) (18) erfiillt erd Dann
existiert wegen m{ >d, eine Zahl d;,, fir die d,e[O mP) AD und
i # dy,, gilt. So ist di+es ¢ B, d;—.—es,¢d,,+em =m{® und |( s+ e5,) —
P |=| (@ e0) — (dry+-€5,) | =~ | < m§ <mf®; ; der Konstruktion gema
ist aber B A [m{” —mf?; m{P +mf®] = mf®, und so sind wir tatsichlich zn
einem Widerspruch gekommen.

3. Mit Hilfe einer #hnlichen Idee, aber auf wesentlich einfachere
Weise ist der folgende—teils schwichere, teils stirkere—Satz beweisbar:

Sarz II. Es sei A = {ay, ap, ...} eine beliebige unendliche Folge. Dann
kann  durch Verdnderung von O(W—l%iﬂ) Flementen der Folge stets
erreicht werden, dap die verdnderte Folge totalprimitiv sei.

Beweis. Wir geben einen konstruktiven Beweis.

Zunichst definieren wir eine Teilfolge, auf welcher die Konstruktion
beruht. Die Teilfolge werden wir aus Blécken zusammenstellen und die
Definition derselben durch Rekursion durchfithren.
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Die Definition des ersten Blockes lautet: es sei m® = 10. Es sei

D .
P = [mP1logm®;] und m® = ([2p2y/m"] +1)m{ (1=2,3, ..., m{ +1(’1)
Die Definition des k-ten Blockes (k =2,3,...,) lautet: es sei my

_ @ ¢ @ W _ (o 1.0 )
= (a2, Bs sei 2P, =Im® logm;2 ] und m;” = ([2p;7,/m,"]+1)m,
1

1—1
(i=2,8,., mP+1).
Es sei nun

B® = ~ [mP; p¥1) ©
m®

o %A (U 2P < n<mi—m{P, n =k 0 (modm)})} L
=1

41 mi®—1

V) ( U mgk)) ) {?I ~ ( :szl (m@(‘l-c|21+m§k), 195’?-)1])} “

(0] k+1)
)

v {lA (mﬁ,’:imHerm;m; my (k=1,2,..)

und
B =) 8".
k=1
Es ist unschwer zu ersehen, daf die Anzahl der verdnderten Elemente
0(’%’%‘%@) ist. Die Totalprimitivitéit der Folge B kann mittels des—

bei dem Beweis des ersten Satzes angewandten—Verfahrens bewiesen
werden.

4. Ebenfalls mit der Methode des ersten Satzes kann der folgende
Satz bewiesen werden:

Sa1z IT1. Es set U eine beliebige unendliche Folge. Durch Weglassung
von o(A('n)) Hlementen der Folge kann man stels erreichen, daf die dibrig-
gebliebene Folge totalprimitiv sei.

Dagegen ist folgende Verallgemeinerung des zweiten Satzes nicht
stichhaltig:

Es sei U eine beliebige unendliche Folge und U* eine beliebige un-
endliche Teilfolge derselben. Man kann aus U eine passende Teilfolge
von U* so weglassen, daf die tibriggebliebene Teilfolge von U totalprimitiv
sei. In der Tat, wihlen wir fiir % die Folge der natiirlichen Zahlen, fiir
A+ die Folge der durch drei teilbaren Zahlen. Es ist leicht ergichtlich,
daB wie auch immer aus 2 eine Teilfolge von A* weggelassen wird, die
ibriggebliebene Teilfolge stets eine Zerlegung der Form. {0,1, 3,6, 9, ...,
3k, ...}+ B aufweist (wo B eine passend gewihlte Folge ist).

" ~Auch folgende Behauptung—die in gewissem Sinne die Umkehrung
des ersten Satzes wire—ist nicht stichhaltig: ist eine beliebige, unendliche
Folge U angegeben, man kann durch Verinderung von o (4 (n)) Elementen
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der Folge stets erreichen, daf die verfiinderte Folge reduzibel sei. In der
';[‘at, sei A ={1,3,3...,8%..}. Es ist offensichtlich, daB wie auch
immer o(4 (n)) Elemente dieser Folge verindert werden, die Folge total-
primitiv bleibt.

SchlieSlich mochte ich Herren Professoren P. Erdss und P. Turdn
fiir ihre wertvollen Bemerkungen bestens danken.

Literaturverzeichnis
[1] H. H. Ostma,nn," Additive Zahlentheorie, Springer Verlag, 1956, S. 1.21.
- [2] B. Volkmann, Uber die Klasse der Summenmengen, Arch. Math. 6 (1955),
. 200-207.

Regu par la Rédaction le 7. 4. 1962


GUEST




