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Streszczenie

W przypadku niesynchronicznego probkowania sygnatu okresowego,
widmo uzyskane za pomoca dyskretnego przeksztatcenia Fouriera (DFT)
obarczone jest bigdem tzw. przecieku widma. W pracy zaproponowano
oryginalng modyfikacj¢ DFT (metod¢ MDFT) polegajaca na dopasowaniu
czgstotliwosei funkcji bazowych do czgstotliwosci podstawowej niesyn-
chronicznie probkowanego sygnatu. Przedstawiono poréwnanie wynikow
MDFT z wynikami DFT oraz metody najmniejszych kwadratow LSM.

Modification of discrete Fourier
transformation for more precise
spectrum determination

Abstract

In case of non-synchronous sampling of periodic signal, the spectrum
obtained from the discrete Fourier transformation (DFT) is deformed by
a spectrum leakage phenomenon. In this paper an original modification of
DFT is proposed. The basic function frequency is matched with the
frequency of the non synchronous sampled signal. Some results of MDFT,
DFT and low square method (LSM) comparison are presented in fig. 2 and
in fig. 3. The MDFT method is better then DFT and LSM methods in case
of poly-harmonic non synchronous sampled signal analysis.

1. Wstep

W coraz powszechniej stosowanym cyfrowym przetwarzaniu
sygnatow, podstawowym narzedziem do wyznaczania widma
sygnatu, jest dyskretne przeksztatcenie Fouriera (DFT) realizowa-
ne zazwyczaj w postaci szybkiego algorytmu FFT. Problemem
zblizonym do analizy widmowe;j jest potrzeba wyznaczania zespo-
lonego stosunku sygnatdéw sinusoidalnych, np. do wyznaczania
immitancji dwdjnikéw lub do wyznaczania charakterystyk wid-
mowych uktadéw przetwarzania na podstawie pomiardw.

Algorytm DFT pozwala na bezbledne wyznaczenie amplitud
zespolonych sktadowych harmonicznych pod warunkiem réwno-
miernego i synchronicznego probkowania. Brany do obliczen
zestaw probek musi obejmowacl calkowita liczbe okresow bada-
nego sygnatu. Niestety czesto jest tak, ze trudno przewidzie¢
ksztalt i czestotliwos¢ badanego sygnatu, wtedy probkowanie
odbywa si¢ w sposob przypadkowy. W takiej sytuacji uzyskane
widmo zazwyczaj obarczone jest bledem tzw. przecieku widma.
Poprawe doktadnosci daje stosowanie okien sygnatowych, za-
geszczanie widma przez dopisywanie zerowych probek lub aprok-
symacja fragmentow widma [1].

Metodg identyfikacji amplitudy i fazy sygnatu sinusoidalnego,
odporng na problemy z prébkowaniem jest metoda najmniejszych
kwadratow LSM [2]. Pozwala ona na doktadne okreslenie parame-
tréw sinusoidy nawet na podstawie zestawu probek obejmujacego
tylko czes$¢ okresu, zebranych niesynchronicznie i nieréwnomier-
nie. Metoda ta wymaga doktadnej znajomosci pulsacji badanego

sygnatu, w przeciwnym razie wyniki obarczone sa znacznymi
btedami.

Przedmiotem niniejszej pracy jest oryginalna modyfikacja dys-
kretnego przeksztalcenia Fouriera majaca na celu popraweg jej
doktadnosci w przypadku niesynchronicznego probkowania.
Zazwyczaj, w takiej sytuacji nie da si¢ wyodrebnié zestawu pro-
bek obejmujacego calkowita liczbe okresow sygnalu. Wynik
klasycznego algorytmu DFT bedzie obarczony bledem przecieku
widma, proponowana metoda pozwala na znaczne zmniejszenie
tego biedu.

Obok wyjasnienia sposobu modyfikacji DFT, przedstawione
zostang wyniki licznych eksperymentow pokazujacych wiasciwo-
$ci tej metody w porownaniu do klasycznego DFT oraz do algo-
rytmu LSM.

2. Przeglad wybranych metod identyfikacji
harmonicznych

Szereg Fouriera to aproksymacja sygnatlu okresowego, spetnia-
jacego warunki Dirichleta, za pomocg kosinusoidalnych funkcji
bazowych:

2cos (kwyt) = eI kow) 4 gmitkant), ey

postaci:

x(1)= i et @

k=—o0

gdzie @, =27 /T - pulsacja podstawowa sygnatu. Wspodtczynniki
aproksymacji wyznacza si¢ ze wzoru:

to+T

71 — jnayt . (3)
=7 t;[ x(r)e "™ dt

Amplitudy zespolone poszczegdlnych harmonicznych okresla si¢
na podstawie zaleznosci:
X,=2c, dla n#0, X;=c, C)

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera wyprowadza si¢ na podsta-

wie szeregu Fouriera poprzez dyskretyzacj¢ wzoru (3) [1], przy

nastgpujacych zatozeniach:

- probki pobierane sa ze statym odstepem Tp,

- okres sygnatu jest catkowitg wielokrotnoscia okresu probkowania:

T =NTp> (5)
w zwigzku z tym:
o2 ©)
NTp

Warunek ten gwarantuje okresowo$¢ sygnatu sprobkowanego
x(n+N):x(n)- @)

Zastepujac calke (3) suma (catkowanie metoda prostokatow) [1]:

2
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cp = Zx(nTP)e Y
NTP n=0
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otrzymuje si¢ rownanie analizy DFT:

N-I 2
o =L S k(e V" ©)
n=0

Algorytm LSM, opierajac si¢ na aproksymacji zestawu probek
przebiegiem sinusoidalnym, prowadzi do identyfikacji amplitudy
i fazy poczatkowej sygnatu sinusoidalnego [2]:

A=4CE+C2, (10

(pzarctg%-k[l—sgn(Co)]%' an

Liczby C, i C, wyznaczane sa jako rozwiazanie rownania:

ATA o) AT (12)
G
sin wt, cos i, x(19)
in wt 1, t
gdzie: A= SOk oS , b= x( 1) - wektor pro-
sinwty_; coswity_ x(1y)

bek zebranych w chwilach 7y, 7,...,¢y_; .

Podstawg realizacji algorytmu jest wczesniejsza znajomo$¢é pul-
sacji identyfikowanego sygnatu.

W przypadku sygnatéw okresowych o dominujacej podstawo-
wej harmonicznej, mozna identyfikowaé okres i czestotliwo$é na
zasadzie zliczania probek przypadajacych na okres sygnatu, mig-
dzy miejscami przejscia sygnalu przez zero. Dla zwigkszenia
doktadnosci stosuje si¢ aproksymacje¢ liniowa sygnatu migdzy
probkami.

3. Modyfikacja dyskretnego przeksztalcenia
Fouriera

W wyniku niesynchronicznego prébkowania, na okres sygnatu
przypada niecatkowita liczba okresow probkowania. Stosujac
algorytm DFT pojawia si¢ zjawisko tzw. przecieku widma, utrud-
niajace doktadna identyfikacj¢ sktadowych harmonicznych. Pro-
blem wynika z niedopasowania, w procesie aproksymacji, pulsacji
funkcji bazowych do pulsacji sygnalu. Stad pojawit si¢ pomyst
modyfikacji DFT.

Zaklada si¢ niesynchroniczne probkowanie, tzn.:

NT,#T, N'Tp=T, 13)

gdzie: N — liczba probek (liczba catkowita), N’ — ilo$¢ okresow
probkowania przypadajacych na okres sygnatu (liczba rzeczywi-
sta). W przypadku synchronicznego probkowania N=N".

Pomimo prébkowania sygnatu okresowego x(¢+7)=x(r)
uzyskany sygnal cyfrowy nie jest okresowy x(n+N)#x(n),
spelniona jest jednak zaleznosé:

x((n+N"Tp)=x(nTp)- (14)

Pulsacja badanego sygnatu okreslona jest wyrazeniem:

2z (15)
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Wprowadzajac t¢ pulsacje i zastepujac catke (3) suma:

N-I k2,

nTP N, Tp» (16)

otrzymuje si¢ rownanie analizy modyfikowanego DFT (MDFT):

N-1 2

RN ROt a7

n=0

Przeksztatcenie MDFT okreslone wzorem (17) zapewnia lepsze
dopasowanie funkcji bazowych do sktadowych harmonicznych
analizowanego sygnatu. Ide¢ modyfikacji pokazano na rys. 1.
Przedmiotem analizy byl sygnat sinusoidalny o czestotliwosci
100 Hz. Rysunek 1.a) pokazuje pokrywajace si¢ widma uzyskane
metodami DFT i MDFT w przypadku synchronicznego prébko-
wania, tzn. 107 =1017,. Widoczny tutaj efekt przecieku widma
zostal sztucznie wywolany metoda dopisywania zerowych probek,
aby lepiej poréwna¢ widma. Badana sinusoida jest dziesiatg har-
moniczng sygnatu i zostata wyznaczona bezbtednie, podobnie, jak
inne widoczne tu harmoniczne o numerach: 7, 8, 9, 11, 12, i 13
(odpowiednio o czgstotliwosciach 70, 80, 90,110,120 i 130 Hz),
ktérych amplitudy wynosza zero. Rysunek 1.b) pokazuje wynik
stosowania metod DFT i MDFT w przypadku niesynchronicznego
probkowania, tj.: 107 =101,17,, tzn. ilo$¢ okreséw probkowania
N'=101,1 aliczba prébek N =102 . Na widmie wyznaczonym za

pomoca DFT widaé wyraznie przeciek (nie tylko ten wywotany
dopisywaniem zerowych probek). Brakuje prazka dla czgstotliwo-
$ci sygnatu, czyli 100 Hz, natomiast w okolicach czestotliwosci
innych harmonicznych (o zerowych amplitudach) wszystkie praz-
ki maja niezerowe wartosci. Metoda MDFT pozwolita okresli¢
amplitude¢ badanej sinusoidy z btgdem wynoszacym -0,0095%.

MODUE AMPLITUDY

00-, | . B , B . : \
00 7500 8000 8500 e %500 100,00 108.00 11000 11800 12000 128,00 13000
CZESTOTLWOSE (Ha)

1.0

03y

08

MODUIE AMPLITUDY

:,jﬁlllﬁlllllllﬁll ==

00 o wo N 0 12000 125,00 13000
zEsTmuwnst [Hal

Rys. 1. Poréwnanie wynikow dziatania metod DFT (kolor jasnoszary) i MDFT
(kolor ciemnoszary). Badania sygnatu sinusoidalnego o czgstotliwosci 100
Hz w przypadku: a) synchronicznego probkowania 107 =1017),

b) niesynchronicznego probkowania 107 =101,17.

Niesynchroniczne prébkowanie oznacza nierdwnomierny roz-
ktad probek w zakresie okresu (lub okresow) badanego sygnatu.
Utrudnia to usrednianie zgodnie ze wzorem (3). W metodzie
MDFT, wzér (17) sumowanie obejmuje N sktadnikdéw, co odpo-
wiada przedziatowi czasu NT,. Wynik sumowania dzielony jest
natomiast przez N’, co odpowiada innemu, zazwyczaj krétszemu
przedziatowi czasu réwnemu okresowi (lub okresom) badanego
sygnatlu. Okazuje sig, ze taki sposob obliczen daje najmniejszy
btad, jezeli kosinusoidalny przebieg badanego sygnatu ma faze
poczatkowa ¢ =+ /2. Wyjasnia to ponizsze obliczenia zrealizo-

wane dla czasu ciaglego, dla pierwszej harmonicznej.
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Stosowany jest podobny sposdb usredniania, jak w MDFT, tzn. dtu-
gos¢ przedziatu catkowania rdzni si¢ od okresu badanego sygnatu
o wartos¢ A.

Rozpatrywany jest sygnat:

x(t)=cos(wt+¢), w©=32. (18)
Amplituda zespolona sygnatu wynosi:

X, =1/’ =cosp+ jsing- (19)

Mozna jg obliczy¢ na podstawie wzoru:

X, =(a,-jb)> (20)
gdzie:
T+A
a=2% f cos(wt + @) cos(wt )dt = @1
0 2
. s 02 A
sin(2@A sin” (27 &
= + ( )cosgo— ( T)sin(p
20T oT
T+A
b=2 J cos(wt +¢)sin (ot )dt = 22)
] .
T+A . N sin(2wA) sin® (27;%)
=———sin sing — cos
T ¢ 20T ? ¢

Korzystajac z przyblizenia dla matych wartosci ¢ :

sina~a, (23)
dla ¢ =7x/2, otrzymuje sig:
-2
A
oo SRTR) 24)
oT r
bl:_T+A+sm(2a)A)z_T+A+é:_1. 5)
T 20T T T

Uzyskany wynik obarczony jest niewielkim btedem (przy zato-
zeniu A0 T, gdy liczba probek jest wystarczajaco duza), ktéry
ma wplyw przede wszystkim na btad fazy. Liczne eksperymenty
obliczeniowe, wedtug wzoru (17), potwierdzity osiaganie naj-
mniejszych bledow dla ¢ =+7/2. Uzyskiwane wyniki potwier-
dzaly tratho$¢ przyblizen (24) i (25). Bledy byly tego samego
rzedu, réznity si¢ jednak, co do wartosci, ze wzgledu na dyskrety-
zacjg.

4. Poréwnanie metod LSM, DFT i MDFT

Na rysunku 2. pokazano poréwnanie wynikéw dzialania metod
przy wyznaczaniu amplitudy zespolonej sygnatu sinusoidalnego.
Sygnat poddawany byt préobkowaniu w taki sposob, ze jego 10
okreséw obejmowane byto przez 70 do 120 okreséw probkowa-
nia. Pulsacja sygnatu okreslana byta na podstawie probek z wyko-
rzystaniem aproksymacji liniowej migdzy probkami, w miejscach
przejscia przez zero. Blad wyznaczenia pulsacji powodowat
zwigkszenie btedéw analiz, jednak taki sposob postepowania jest
bardziej zblizony do identyfikacji sinusoidy na podstawie pomia-
réw. Wykresy 2.a) oraz 2.b) to pordwnanie bledoéw, odpowiednio,
modutu i fazy dla trzech metod. Bledy algorytmu DFT sg wielo-
krotnie wigksze niz btedy pozostatych metod. Wykresy 2.c) oraz
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2.d) to zblizenie poprzednich wykreséw dla metod LSM i MDFT.
Metoda LSM daje kilkakrotnie mniejszy blad amplitudy, bledy
fazowe sa w przyblizeniu takie same.
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Rys. 2. Poréwnanie wynikow identyfikacji amplitudy zespolonej sygnatu
sinusoidalnego, metodami: LSM — kolor szary, DFT — kolor jasnoszary,
MDEFT - kolor czarny.

W przypadku podobnego badania sygnatu sinusoidalnego z na-
lozonymi harmonicznymi (harmoniczna nr 2 o amplitudzie réwnej
10% amplitudy harmonicznej podstawowej i fazie poczatkowej
/6, oraz harmoniczna nr 3 o amplitudzie 20% i fazie poczatko-
wej 7/12), doktadniejsze wyniki amplitudy daje metoda MDFT
w porownaniu z LSM. Wyniki pokazano na rysunku 3.
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Rys. 3. Poréwnanie wynikow identyfikacji amplitudy zespolonej sygnatu
sinusoidalnego z natozonymi harmonicznymi, metodami: LSM — kolor
szary, MDFT — kolor czarny.

5. Podsumowanie

Zaproponowano oryginalny sposéb modyfikacji dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera w celu doktadniejszego wyznaczania
sktadowych harmonicznych sygnatéw probkowanych niesynchro-
nicznie. Metoda MDFT, w poréwnaniu do metod DFT i LSM,
daje mniejsze biedy analizy w przypadku sygnaléw wieloharmo-
nicznych.
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