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Streszczenie

W literaturze naukowej problem lokalizacji uszkodzen istnieje od dziesiat-
kow lat. Polega on na rozwigzaniu zadania odwrotnego, czyli przyblizone-
go okreslenia lokalizacji uszkodzenia na podstawie funkcji i warto$ci
wilasnych operatora w zadanym obszarze [1]. Algorytmy, przy pomocy
ktorych okresla si¢ potozenie uszkodzenia wymagaja skomplikowanych
obliczen [2]. Autorzy niniejszego artykutu chcieli w bezposredni sposob,
przy uzyciu wartosci wiasnych operatora Laplace’a dla kwadratu
[0,1]%[0,1] znalez¢ przyblizone miejsce w ktorym jest uszkodzenie.

Stowa kluczowe: lokalizacja uszkodzen, operator Laplace’a, wartosci
wlasne.

The Approximate Location of Imperfections
in Fixed Domain Using the Spectral Theory

Abstract

In the following article we will try to find the dependence between the
location of imperfections in a square measured [0,1]%[0,1] and the spectrum
of the Laplace operator for this square. In theoretical considerations
concerning the problem of the location of the imperfection for the fixe
bounded domain we will take advantage of spectra theory results and,
more precisely, the conclusion of the spectra thorem for compact and self-
adjoint operators, which says that all eigenvalues of the Laplace operator
on the bounded Q€ R? domain are positive have finite multiplicities and
+oo is the limit point of eigenvalues. These eigenvalues are dependent on
location and size of the imperfection. However, we are interested in the
inverse task which consists in localizing the imperfection of the domain
on a basis of the spectrum of the operator. In the practical part we will
determine the spectrum of 81 samples whose imperfection is placed in
different points of domain. On a basis of numerical studies we will
hypothesize about the dependence between the spectrum of the Laplace
operator of the [0,1]%[0,1] square and the location of the imperfection.

Keywords: location of imperfections, Laplace operator, eigenvalues.

1. Definicja problemu dla obszaru bez
uszkodzenia

Niech dany bedzie obszar Qc R?,2 = [0,1] x [0,1]. Dla ob-
szaru Qi k=1,2,... definiujemy problem
Aud(x,y) = 2ud(x,y) w )
ul(x,y) =0 na oM

gdzie A jest operatorem liniowym A:H3(Q)—H 3(Q) takim, ze
operator -4 jest operatorem eliptycznym, a operator odwrotny do
A tj. ATL12(Q) —L*(Q) jest operatorem zwartym. Wartosci
i funkcje whasne (A%,ul (x,¥)) uktadu (1) odnosza si¢ do obszaru
bez deformacji.

2. Definicja problemu dla obszaru
z uszkodzeniem

W obszarze Q wprowadzamy uszkodzenie (deformacje) D.
Uszkodzeniem jest dziura o nieregularnym ksztalcie. Moze to by¢
szczelina, otwor lub inne znieksztalcenie odpowiadajace fizycznej
deformacji obszaru powstatej na skutek uderzenia, nacisku czy
innych sit fizycznych. W praktyce jako obszar 2 mozemy przyjaé
metalowa blaszke w ksztalcie kwadratu, w ktorej na skutek ude-
rzenia powstata nieregularna dziura. Zaklada si¢, ze powstata
deformacja jest mata (pole powierzchni deformacji jest bliskie 0)
i znajduje si¢ wewnatrz zadanego obszaru Q. Oznaczmy przez 2p
obszar 2 z opisanym uszkodzeniem. Dla obszaru Qi k=1,2,...
rozwazamy nastgpujacy problem spektralny

{Auk(xr ¥) = A (x,y) w2p @
u(x,y) =0 na d(2p

Rozwigzaniami powyzszego problemu jest nieskonczony ciag
par (A, ur(x,y)) dla k=1,2,..., gdzie ), sa wartosciami wlasnymi
oraz u(x,y) sa funkcjami wlasnymi. Wartosci wlasne zaleza od
potozenia i wielkosci znieksztatcenia D.

3. Definicja problemu odwrotnego

Glownym celem naszych badan begdzie rozwiazanie zadania
odwrotnego, ktore polega na lokalizowaniu wspotrzednych (x, y)
znieksztatcenia D w kwadracie [0,1]%[0,1], na podstawie widma
o(A) operatora Laplace'a dla tego kwadratu.

a(4) = (x.y) 3)

4. Symulacja komputerowa

Symulacje komputerowa przeprowadzaliSmy w programie
MATLAB uzywajac pakietu PDE Tool. W modelu matematycz-
nym za operator eliptyczny przyjeliSmy rownanie Laplace'a okre-
$lone dla obszaru Q=[0,1]x[0,1]

92 9?
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Celem symulacji numerycznej jest zaobserwowanie jak zacho-
wuje si¢ (charakterystyka) widma operatora Laplace'a dla kwadra-
tu [0,1]%[0,1] gdy uszkodzenie znajduje si¢ w roznych punktach
tego kwadratu. Nastgpnie na podstawie charakterystyki widma
sprobowalismy okresli¢ potozenie uszkodzenia w tym kwadracie,
czyli rozwigza¢ problem odwrotny (3). Trudnym zadaniem jest
badanie widma operatora Laplace'a dla kwadratu [0,1]x[0,1]
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z uszkodzeniem w kazdym punkcie tego kwadratu, dlatego aby moc
stworzy¢ charakterystyke tego widma wybraliSmy siatke punktow
rozmieszczonych w jednakowej odleglosci od siebie (rys. 1).

] " - - - ] - - * -
oa- - » . W o - - - "
@ ¥ ] - 4 - - . 1 "
s * ] - L - - - ] "
- M - L . - - & - g
- * ] * - o " - L] "
- . — L - ¥ e " . -+
ak I

[&] sl [E] ad s 1k 17T 1k 1k

Rys. 1.  Siatka punktéw w ktorych umieszczalismy znieksztatcenie
Fig. 1.  The grid of points which the deformation was placed in

Dla kazdego punktu (uszkodzenia) powyzszej siatki stosowali-
$my ponizszy algorytm, aby otrzyma¢ wartoSci wlasne i funkcje
wlasne mu przypisane.

Algorytm: 1

1. Zadajemy obszar bez uszkodzenia (kwadrat [0,1]%[0,1]).

2. W zadanym obszarze umieszczamy uszkodzenie.

3. Obszar z uszkodzeniem pokrywamy siatka Mes (triangulacja
obszaru z uszkodzeniem).

4. Wybieramy rodzaj rownania i jego specyfikacje (Eigenmodes,
a=1,0, ¢=0,0, d=1,0).

5. Otrzymujemy warto$ci wlasne i funkcje wlasne.

Za cel naszych badan postawili§my sobie lokalizacj¢ uszkodze-
nia na podstawie widma. Z uzyskanych danych mamy jego zakres,
czyli warto$¢ najmniejsza (Ayin) 1 najwieksza (A,q,) wartosci
wlasnych dla uszkodzenia znajdujacego si¢ w poszczegdlnych
punktach. Do dalszej analizy danych postuzylismy si¢ wykresami,
ktorych argumentami sg wspodtrzedne x kolejnych punktow,
w ktorych byto uszkodzenie. Rzgdnymi natomiast sa warto$ci
maksymalne widma A4, uzyskana dla tej wspotrzednej. Kazdy
wykres odpowiada innej wartosci y. Dokladniej, stosujac nasz
algorytm dla prostej o rownaniu y=0.5 i kolejnych punktoéw na tej
prostej (0.k; 0,5), gdzie £=0,1,...0,9, charakterystyka wartosci
najwiekszych A,,,, widma jest krzywa potozona najblizej osi
odcigtych na rys. 2.

Rys. 2. Charakterystyka warto$ci najwigkszych A,,,, widma operatora Laplace'a
dla kwadratu [0,1]%[0,1] z uszkodzeniem

Fig. 2.  The characteristic of maximum values A4, of the spectrum of the
Laplace’s operator for the square [0,1]x[0,1] with the deformation
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Charakterystyki widma przedstawione na rys. 2 sg splinami ku-
bicznymi wygenerowanymi w programie Matlab.

Na rys. 2. mozemy wyrdzni¢ cztery rodziny krzywych. Niech
pierwsza rodzing bedzie najnizsza krzywa, ktora odpowiada pro-
stej o rownaniu y=0,5. Jej wartos$ci 4,4, mieszczg si¢ w przedzia-
le [81,3; 81,53]. Rodzing numer dwa bgda krzywe wykreslone dla
prostych o réwnaniach y=0,1, y=0,4, y=0,6, y=0,9. Tutaj wartosci
Amax przebiegaja przedziat [81,53; 83,67]. Za rodzing trzecia
uznamy krzywe uzyskane dla prostych y=0,2, »=0,8. Wartosci
Amax dla tych krzywych mieszcza si¢ w przedziale [81,29; 86,62].
Ostatnia, czwarta rodzing sa charakterystyki majace najwyzsze
piki. Proste jakie im odpowiadaja, to y=0,3, y=0,7. Wartosci A4
dla tej rodziny nalezg do przedziatu [81.45,88.7].

Pomystem autorow jest wyrdznienie czterech przedziatéow, do
ktorych moze naleze¢ A4, 1 na tej podstawie wyznaczenie obsza-
réow kwadratu [0,1]%[0,1], w ktorych moze znajdowaé si¢ uszko-
dzenie. Niech przedzialem pierwszym bedzie J;(Ay,q,)=[81,3;
81,53]. Przedziatem drugim J,(A;nqx)=[81,53; 83,67]. Dwa na-
stgpne przedzialy, to J3(A;q4x)=[83,67; 86,62] i J4(Aax)=[86,62;
88,7].

Rysunek 3 przedstawia graficzng ilustracj¢ obszarow, w ktorych
znajduje si¢ uszkodzenie. To znaczy, jezeli A4, nalezy do prze-
dzialu J,=[81,53; 83,67], to uszkodzenie lezy w obszarze D,.
Ogolnie, jezeli Ayq, nalezy do przedziatu J;(Apay), gdzie
i=1,2,3,4, to uszkodzenie lezy odpowiednio w obszarze D;, gdzie
i=1,2,3,4.

Rys. 3. Graficzna ilustracja obszaréw Dy, dla i=1,2,3,4, w ktorych znajduje si¢
uszkodzenie

Fig. 3. The graphic illustration of domains D;, for i=1,2,3,4, where the deformation
is located in

Taka sama analizg przeprowadzimy dla warto$ci najmniejszych
Amin Widma operatora Laplace'a. Rysunek 4 przedstawia charakte-
rystyki dla poszczegdlnych punktow, z tg jednak roznica, ze o$
pionowa to zakres warto$ci najmniejszych A,,;, jakie pojawiaja
si¢. w widmie operatora Laplace'a dla kwadratu [0,1]x[0,1]
z uszkodzeniem. Podobnie jak w przypadku wartosci najwigk-
szych tu rdwniez wyréznimy cztery rodziny krzywych. Pierwsza
rodzing beda dwie krzywe lezace najblizej osi poziomej. Odpo-
wiadaja one prostym o réwnaniach y=0,1 i »=0,9. Ich wartosci
Amin mieszcza si¢ w przedziale [19,94; 20,51]. Druga rodzina to
dwie krzywe lezace ponad dwiema pierwszymi. Odpowiadaja one
prostym o réwnaniach y=0,2 i y=0,8. Dla tej rodziny zakres warto-
Sci Ay nalezy do przedziatu [20,09; 21,74]. Rodzina trzecia to
charakterystyki wartosci najmniejszych widma punktow lezacych
na prostych y=0,3 i y=0,7.

Dla tych krzywych zakres warto$ci A,,;;,;, nalezy do przedziatu
[20,3; 23,9]. Ostatnia, czwarta rodzina to krzywe uzyskane
z warto$ci najmniejszych widma dla punktow lezacych na pro-
stych y=0,4, y=0,5, y=0,6. Zakres ich wartosci A,,;;, nalezy do
przedziatu [20,4; 26,1]. Podobnie jak w przypadku A4, tu réw-
niez wyréznimy cztery przedziaty, do ktorych moze naleze¢ A,y
i na tej podstawie wyznaczymy obszary kwadratu [0,1]x[0,1],
w ktorych moze znajdowac si¢ uszkodzenie.
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Przedziatem pierwszym bedzie J;(Ajnin)=[19,94; 20,51]. Prze-
dziatem drugim J,(A;i)=[20,51; 21,74]. Dwa nastgpne przedzia-
ty, t0 J3(Amin)=[21,74; 23,97 1 J4(hnin)=[23.9; 26,1].

Rys. 4.  Charakterystyka wartosci najmniejszych A,,;;,, widma operatora Laplace'a
dla kwadratu [0,1]x[0,1] z uszkodzeniem

Fig. 4.  The characteristic of minimum values A,,;,, of the spectrum of the
Laplace’s operator for the square [0,1]%[0,1] with the deformation

Rysunek 5 przedstawia graficznag ilustracje obszaréw, w ktorych
znajduje si¢ uszkodzenie. To znaczy, jezeli A, nalezy do prze-
dziatu J;(Mpin)=[19,94; 20,51], to uszkodzenie lezy w obszarze
K;. Ogolnie, jezeli A, nalezy do przedzialu J;(Apin), gdzie
i=1,2,3,4, to uszkodzenie lezy odpowiednio w obszarze K;, gdzie
i=1,2,3,4.

Kiedy mamy charakterystyke widma, mozemy na podstawie
jego zakresu Ayin 1 Amgy podaé obszary, w ktorych bedzie uszko-
dzenie. Obszarami tymi begda czgéci wspodlne zbioréw D; i Kj,
gdzie 7, j=1,2,3.,4.

0

Rys. 5.  Graficzna ilustracja obszaréw K;, dla i=1,2,3,4, w ktorych znajduje si¢
uszkodzenie

Fig. 5.  The graphic illustration of domains Kj;, for i=1,2,3,4, where the deformation
is located in

5. Whnioski

Jak pokazuje symulacja numeryczna, na podstawie widma ope-
ratora Laplace'a dla kwadratu [0,1]%[0,1] z uszkodzeniem, moze-
my okresli¢ obszary, w ktorych znajduje si¢ uszkodzenia.
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