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Metody analityczne projektowania helek
zespolonych drewniano-szklanych

Mgr inz. Konrad Rodacki, prof. dr hab. inz. Kazimierz Furtak, Politechnika Krakowska

1. Wprowadzenie

Szkfo mimo swoich licznych wad coraz czesciej znajdu-
je zastosowanie jako materiat konstrukcyjny. Obok kon-
strukcji typowo powierzchniowych, takich jak stropoda-
chy przezierne czy elewacje szklane budynkow, coraz
czesciej pojawiaja sie rowniez nosne elementy pretowe
(belki, stupy) zbudowane ze szkta. Zaletami takich kon-
strukcji jest gtownie efektowny wyglad, a w przypadku
potaczenia szkta z innymi materiatami rowniez bezpie-
czenstwo konstrukcji.

Szkto, podobnie jak beton, charakteryzuje sie wysoka
wytrzymatosciowg na sciskanie (wytrzymato$¢ chwilowa
szkfa zwyktego to nawet 800-1000 MPa), za to bardzo
niskg wytrzymatoscig na rozcigganie osiggajgcg wartosc
chwilowg rzedu 45 MPa (warto$¢ wytrzymatosci dtugo-
trwatej to ok. 7 MPa). W celu realizacji bezpiecznych kon-
strukcji szklanych, o ktérych nosnosci decyduje wytrzy-
matos¢ materiatu na rozcigganie przy zginaniu, pojawito
sie kilka pomystéw wzmocnienia strefy rozcigganej be-
lek z wykorzystaniem szkta. Pierwsze pomysty, podob-
nie jak w przypadku konstrukcji zelbetowych, polega-
ty na zbrojeniu biernym lub czynnym strefy rozciggane;j
belek [1-6]. Kolejnymi sposobami wzmachiania belek
zbudowanych przy uzyciu szkta byto zespalanie $rod-
nikdw szklanych z pasami wykonanymi z innych mate-
riatow, jak zelbet i strunobeton [7] oraz stal [8] (rys. 1).
Najswiezszymi i jednoczesnie dajgcymi nadzieje na ta-
nie i bezpieczne belki zbudowane ze szkfa sg belki ze-
spolone drewniano-szklane.

2. Przeglad wybranych badan helek drewniano-
-szklanych

Pomyst tego typu belek pojawit sig w 2000 r. i do tej pory
byt obiektem licznych projektow badawczych w euro-
pejskich o$rodkach naukowych. Pierwsze powazne ba-
dania oraz analizy tego typu belek, w ktorych szklany
srodnik potgczony jest z drewnianymi pasami wykonat
J. Hamm [9, 10]. W swojej pracy badat on wptyw ze-
spolenia belki szklanej z doklejonymi listwami drewnia-
nymi w gornej oraz dolnej partii belki (rys. 2). Podczas
badan zaobserwowano dwie gtbwne cechy tak przygo-
towanej konstrukcji, a mianowicie: rownomierny odstep
migdzy rysami w szkle, rowny ok. 250 mm (rys. 2) oraz
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Rys. 1 a) i b) Belki ze szkta zespolonego zbrojone lub
sprezone elementami stalowymi [3-8], ¢) belki dwuteowe
ze szkfa zespolonego zespolone z pasami strunobetonowy-
mi [9], d) belki dwuteowe stalowo-szklane [10]

znaczng nosnosc¢ rezerwowa, pokrytyczng takiego ele-
mentu rowng ok. 200% sity rysujacej szkfo.

Kolejnym badaczem wykorzystujgcym pomyst konstruk-
cji belek zespolonych dwuteowych drewniano-szkla-
nych byt Kreher [11, 12]. W badaniach uzyt on trzech

listwa drewniana

_$rodnik szklany

Rys. 2. Przekroj belki wykonanej przez J. Hamma (u dotu)
oraz widok zniszczonej belki (u gory) [11]
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Rys. 3.. Stropodach nad salg bankietowg hotelu Palafie

w Szwajcarii [14]

roznych rodzajow szkia: float, péthartowanego oraz har-
towanego. Badania prowadzone byty w probie zgina-
nia czteropunktowego quasi-statycznego belek zespo-
lonych. Wnioskiem ptyngcym z badan byto odrzucenie
szkta poddanego obrdbce termicznej (pothartowane
i hartowane) z konstrukcji tego typu belek ze wzgledu
na bardzo gwaftowny, wybuchowy charakter zniszcze-
nia. Zwienczeniem wspomnianych badan byfo zapro-
jektowanie i wykonanie stropodachu w hotelu Palafitte
w Szwajcarii podpartego na belkach zespolonych drew-
niano-szklanych [13] (rys. 3).

Nalezy tutaj zwroci¢ uwage, ze ze wzgledu na brak ob-
szernych badan tego typu elementéw belki zostaty za-
projektowane w sposob bardzo asekuracyjny. Chodzi
tu gtéwnie o fakt, ze dla stanu SGU analizowano cata
belke zespolona dwuteowa, natomiast w SGN element
analizowano tylko i wytgcznie ze wzgledu na nosnosc¢
na zginanie gérnego pasa belki.

Podobny pomyst konstrukcji belek drewniano-szklanych
zaprezentowali badacze Cruz i Pequeno [14]. W cza-
sie badan zaobserwowali oni, ze dla sztywniejszych po-
taczen klejowych (polimerowych) rozktad zarysowan
w szkle jest bardziej rownomierny, a skoki na krzywej
obcigzenie-przemieszczenie tagodniejsze. Prowadzi
to do wniosku, ze dla obcigzen statycznych doraznych
najbardziej niebezpieczne, bo prezentujgce najbardziej
gwattowny charakter zniszczenia, sg pofgczenia sztyw-
ne drewna ze szktem.

Inny pomyst konstrukcji belek drewniano-szklanych za-
prezentowali badacze Blyberg i Serrano [15-19]. Rozni-
cg w stosunku do poprzednich badaczy byfa konstruk-
cja samego pasa drewnianego, ktéry w tym przypadku
nie sktadat sie z dwdch listew naklejonych po obu stor-
nach szyby, ale z jednego kawatka, a szyba wklejona
byta w przygotowany rowek (rys. 4).

Kolejne badania, prowadzone przez Koztowskiego i in.
[20-22], skierowane byty na zbadanie no$nosci po-
krytycznej belek zespolonych dwuteowych drewniano-
-szklanych. Dla uzyskanych wykresow ugigcie-sita (rys.
5) autor zaobserwowat, ze klej bardzo sztywny, jakim jest
zywica epoksydowa, prowadzi do nagtych przeskokow
na wykresie (nagtej redukcji sztywnosci), w odrdznie-
niu od innych klejow, dla ktérych to elementy zachowu-
ja sie bardziej ciagliwie. Autorzy zalecaja, aby do kon-
strukcji takich belek uzywac klejéow o umiarkowanej

pas drewniany

[ﬂ

‘M ~._Srodnik szklany

Rys. 4. Przekrdj belki badanej przez Cruz’a i Pequeno [14]

sztywnosci (akryle), ktére zapewniajg dobrg ciagliwosc
ustroju po pierwszym zarysowaniu oraz czgsciowe ze-
spolenie przekroju.

Powyzej przytoczono jedynie giéwne badania omawia-
nych elementow wraz z ogolnymi wnioskami. Szczego-
towy przeglad dotychczas badanych i zrealizowanych
belek drewniano-szklanych czytelnik moze znalez¢
w [23].

3. Sposoby analizy nosnosci helek zespolonych
drewniano-szklanych
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Rys. 5. Przekroj poprzeczny belek wykonanych przez
Koztowskiego i Serrano [1,21], wykres zaleznosci ugiecia
od sify dla réznych klejow (E - zywica epoksydowa, A — klej
akrylowy, S - silikon) [1,21]
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Zachowanie elementu zespolonego, w ktérym zespole-
nie odbywa sie przez warstwe elastycznego spoiwa nie
moze by¢ analizowane przy zatozeniu petnego zespo-
lenia elementow sktadowych, tak jak pozwala to czy-
ni¢ norma PN-EN 1994-1-1 [24] dla elementow zespo-
lonych stalowo-betonowych. Nawet przy zapewnieniu
nosnosci spoiny klejowej dla elementu w petni zespo-
lonego musimy liczy¢ sie w tym przypadku z pewnym
poslizgiem w pofgczeniu. Poslizg ten bedzie genero-
wat wzrost naprezen w srodniku szklanym, co jest zja-
wiskiem wysoce niebezpiecznym ze wzgledu na brak
zdolnosci szkta do jakiegokolwiek uplastycznienia miej-
scowego.
Analize no$nosci na zginanie dwuteowych belek ze-
spolonych drewniano-szklanych mozna przeprowadzi¢
jedng z 3 metod:
* analizy numeryczne (ABAQUS, ANSYS),
 analiza analityczna belek ztozonych zaproponowana
w normie PN-EN 1995-1-1 (metoda vy) [25],
* analiza analityczna belek ztozonych zaproponowa-
na przez Pischla [26].
Pierwsza ze wspomnianych metod, najbardziej ogolna,
pozwala — przy znajomosci parametrow poszczegol-
nych materiatéw — przeanalizowa¢ zachowanie elemen-
tu zespolonego. Ze wzgledu na duzg czasochtonnos$é
metody mozna przypuszczac, ze nie znajdzie zastoso-
wania w praktyce projektowej. Pierwsza z metod anali-
tycznych, znana jako metoda v, zostata zaproponowana
do projektowania belek drewnianych ztozonych, w kt6-
rych czesci potaczono podatnie za pomocg tacznikow
mechanicznych [25]. Ideg tego podejscia jest uzalez-
nienie rozktadu naprezen w czesciach sktadowych bel-
ki zespolonej jedynie od sztywnosci potaczenia miedzy
nimi. Metoda opracowana przez Karla Méhlera dla be-
lek drewnianych ztozonych zostata nastepnie adapto-
wana dla belek zespolonych drewniano-szklanych [21]
oraz belek zespolonych stalowo-szklanych [27]. Dla ba-
danych belek zespolonych drewniano-szklanych uzy-
skano bardzo dobre zgodnosci wynikdw metody z eks-
perymentem [21, 28], natomiast dla badanych belek
stalowo-szklanych zgodno$¢ ta byta nieco gorsza.
Lepsza zgodnos¢ wynikéw z eksperymentem dla be-
lek zespolonych stalowo-szklanych uzyskano dla dru-
giej z wymienionych metod opracowanej przez Pischla
[26]. Metoda ta zostata opracowana, podobnie jak me-
toda y, dla belek drewnianych ztozonych. Podstawowg
réznicg w stosunku do poprzedniego podejscia jest uza-
leznienie rozktadu naprezen i sit wewnetrznych w po-
szczegolnych elementach od schematu statycznego
belki, a nie wyftagcznie od sztywnosci potgczenia mie-
dzy elementami sktadowymi. Jak dotgd metoda ta nie
byta stosowana do analizy dwuteowych belek zespo-
lonych drewniano-szklanych. W badaniach prowadzo-
nych dla belek zespolonych stalowo-szklanych w prébie
czteropunktowego quasi-statycznego zginania autorzy
uzyskali bardzo dobrg doktadnos¢ naprezen wyznaczo-
nych metodg Pischla w odniesieniu do eksperymentu
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Rys. 6. Zaleznosc nosnosci belki od sztywnosci lepiszcza
opracowana przez Ungermann i Pickewinkel w pracy [27]
na podstawie rozwigzania analitycznego z pracy [26]

(rys. 6). Na wykresie autorzy poréwnali nosnosci belek
w odniesieniu do sztywnosci kleju taczgcego elementy
sktadowe. W kazdej z badanych belek pierwszy ulegat
zniszczeniu $rodnik szklany, tak wiec posrednio wykres
obrazuje zgodnosc¢ naprezen maksymalnych w srodni-
ku uzyskanych w toku analiz, a naprezeniami rzeczywi-
stymi w materiale [27].

4. Weryfikacja doswiadczalna

W celu przeanalizowania stusznosci obu podejs¢ anali-
tycznych zaproponowano analize dwoéch belek zespolo-
nych drewniano-szklanych o identycznych gabarytach
(rys. 7), roznigcych sie jedynie schematem obcigzenia.
Belki zostaty poddane analizie numerycznej Metoda
Elementow Skonczonych w programie ABAQUS CAE,
a nastepnie przeprowadzono dla nich analize analitycz-
nag z wykorzystaniem metody y oraz metody Pischla.
Pasy belki zostaty zbudowane z drewna jodtowego
klasy C22 o parametrach zaczerpnigetych wprost z nor-
my [29]. Srodnik szklany to szyba ze szkia sodowego
typu float, a catos¢ potaczona zostafa klejem poliure-
tanowym Sika®PM, szeroko omoéwionym w opracowa-
niu [31]. Najwazniejsze parametry materiatow zesta-
wiono w tabeli 1. Drewno, jako materiat anizotropowy,
zostato zaimplementowane do programu obliczenio-
wego za pomocg trzech modutow Younga, trzech mo-
dutéw Kirchhoffa oraz szesciu wspoétczynnikdw Poisso-
na zgodnie z [32], natomiast w tabeli podano jedynie
najistotniejszy z punktu widzenia prowadzonych analiz
modut Younga wzdtuz wtokien.

Tabela 1. Parametry stosowanych materiatow

Drewno C22 Szkto float | Poliuretan PM
10 GPa
Modut Younga (wzdluz widkien) 70 GPa 4.65 MPa
Wspt?’fczynnik § 0.2 0.498
Poissona
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Rys. 7. Przekrdj belki zespolonej drewniano-szklanej pod-
danej analizie

5. Analiza nosnosci belek obcigzonych dwiema
sitami skupionymi

Pierwszg z analizowanych belek jest element obcigzony
W sposob charakterystyczny dla badan laboratoryjnych,
ktéry w teorii zapewnia brak wptywow sit scinajgcych
na zniszczenie elementu, a mianowicie czteropunkto-
we zginanie. Wymiary belki oraz doktadny schemat sta-
tyczny przedstawiono na rysunku 8.

Model numeryczny belki zostat zbudowany jako model
przestrzenny o rzeczywistych wymiarach wszystkich
elementow sktadowych. Wielkos¢ zastosowanego ele-
mentu skonczonego dla pasow oraz srodnika szklane-
go to 5 mm, natomiast dla 2 mm warstwy kleju — 2 mm
(rys. 9). Uzyto elementdw izometrycznych szesciennych
0 20 weztach z hybrydowym sformutowaniem réwnan
wewnatrz elementu skonczonego. Ukfad zostat obcig-
zony dwiema sitami skupionymi (rys. 8) o wartosciach
2 kN kazda. Ze wzgledu na podwodjng symetrie ukfadu
analizie numerycznej poddano jedynie ¢wiartke mode-
lu przy zatozeniu odpowiednich wiezow odwzorowuja-
cych symetrie uktadu.

Po przeprowadzeniu analizy numerycznej belki zgina-
nej zaobserwowano, ze mimo iz moment globalny mie-
dzy sitownikami ma statg wartos¢, to rozktad naprezen
normalnych na tym odcinku nie jest staty (rys. 10, rys.

1000

3100

Rys. 8. Schemat statyczny belki

12). Na mapie naprezen widac, ze najwieksza koncen-
tracja, a co za tym idzie maksymalne naprezenia normal-
ne nie sg state na odcinku statego momentu globalne-
go. Naprezenia w przekroju krytycznym szkta pokazano
na wykresie (rys. 11). Maksymalne naprezenie wyniosto

Rys. 9. Widok modelu numerycznego belki

Rys. 10. Naprezenia normalne do przekroju poprzeczne-
go belki

dla badanego przypadku 31 MPa (wartosci odczyta-
na w punktach Gaussa, a nastepnie ekstrapolowana
do krawedzi srodnika). Lokalng koncentracje naprezen
normalnych w srodniku belek zespolonych drewnia-
no-szklanych poddanych zginaniu czteropunktowemu
potwierdzajg rowniez badania eksperymentalne takich
elementow [17, 20, 21]. We wszystkich wspomnianych
badaniach pierwsze rysy w szklanych srodnikach poja-
wiaty sie zawsze pod ktéryms z sitownikow po stronie
wibdkien rozcigganych.

W celu znalezienia optymalnego rozwigzania analitycz-
nego problemu skorzystano z dwéch metod. Metoda
v, ktorej istotg jest obliczenie sprowadzonej sztywnosci
gietnej catej belki, wzory podano wprost w normach [25]
oraz metody Pischla, kt6ra uzaleznia rozktad naprezen
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Rys. 11. Rozkfad naprezeri normalnych w przekroju bez-
posrednio pod sifownikiem (wartosci odczytano w punk-
tach Gaussa)
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Rys. 12. Poréwnanie rozkfadu sity osiowej i momentu zginajagcego w pasach drewnianych. Wykres czerwony przedstawia
wartosci policzone metoda Pischla, wykres niebieski wartosci policzone metoda y
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Rys. 13. Porownanie rozktadu naprezenia scinajgcego w spoinie i momentu zginajgcego w Srodniku szklanym. Wykres
czerwony przedstawia wartosci policzone metoda Pischla, wykres niebieski wartosci policzone metodag vy

w przekroju rowniez od schematu stycznego elemen-
tu. Na potrzeby analizowanego przypadku wyprowa-
dzono wzory dla rozktadu sit wewnetrznych oraz na-
prezen (rys. 12irys. 13).

Poréwnujac powyzsze wykresy z wynikami analizy nu-
merycznej, wnioskowa¢ mozna, ze metoda Pischla nie-
co dokfadniej przedstawia rzeczywisty rozkfad sit we-
wnetrznych w elementach sktadowych belki. Lokalny pik
momentu zginajacego w srodniku odpowiada za mak-
symalne naprezenie rozciggajace w tym miejscu. Dla
przekrojow krytycznych, tj. w miejscach przytozenia sit,
stworzono rowniez wykresy rozktadu naprezen normal-
nych (rys. 14). Wida¢ na nich, ze mimo takiego same-
go rozktadu momentu globalnego w elemencie warto-
Sci naprezeh w srodniku z metody Pischla sg znacznie
wigksze od tych wyznaczonych metodg y. Wartos¢ mak-
symalna naprezenia wyznaczonego metodg y wynosi
28,8 MPa, co daje zanizenie wartosci wzgledem modelu
numerycznego o 7,1%, natomiast wartos¢ naprezenia dla

metody Pischla wynosi 31,8 MPa, co daje przeszacowa-
nie wzgledem modelu numerycznego rzedu 2,6%.

6. Belka obcigzona rownomiernie

Druga analize przeprowadzono dla belki o identycz-
nych gabarytach i sposobie podparcia, ale obcigzone-
go w sposob rownomierny. Podobnie jak poprzednio,
belka zostata poddana analizie numerycznej Metodg
Elementow Skonczonych w programie ABAQUS CAE,
a nastepnie przeprowadzono dla niej analize analityczng
z wykorzystaniem metody y oraz metody Pischla.

Model numeryczny o takich samych parametrach jak
poprzednio przedstawiono na rysunku 15. Uktad zostat
obcigzony obcigzeniem réwnomiernie roztozonym o in-
tensywnosci 1,778 kN/m. Wartos¢ obcigzenia zostata
dobrana w ten sposoéb, aby pola powierzchni pod wy-
kresem momentow dla przypadku z dwiema sitami sku-
pionymi oraz dla obcigzenia rownomiernie roztozone-
go byty takie same. Ze wzgledu na podwdjng symetrie

4/2016



0.125

0.075

0.025

- B.025

o
=
A

Wysokos¢ belki [mm]

=015

-288 =193 ~05.8 ] 7.6 19.2 8.8

Naprezenie [MPa]

0.075 - :
B
£ paoes
=
[
Ke]
o - 0.0}
B
[e]
4
2
@ - 0.075
=
- 0125 :
=3LE -7 -108 O 06 212 318

Naprezenie [MPa]

Rys. 14. Rozkfad naprezer w przekroju pod sitownikiem (1/3 rozpietosci belki) dla analizy metodg y (lewa) i metoda Pischla

(prawa)

uktadu analizie numerycznej poddano jedynie cwiartke
modelu przy zatozeniu odpowiednich wigzow odwzo-
rowujgcych symetrie ukfadu.

Dla przeprowadzonej analizy przedstawiono mape na-
prezen normalnych po dtugosci elementu (rys. 16).
Naprezenia w przekroju srodkowym belki pokazano
na wykresie (rys. 17). Maksymalne naprezenie wynio-
sto dla badanego przypadku 28,1 MPa (warto$ci sczy-
tano w punktach Gaussa, a nastepnie ekstrapolowano
do krawedzi $rodnika).

Rys. 15. Widok modelu numerycznego belki

Porownujac powyzsze wykresy z wynikami analizy nu-
merycznej, wnioskowa¢ mozna, ze obie metody anali-
zy belek zespolonych drewniano-szklanych w popraw-
ny sposob opisujg rozktad naprezen w elemencie pod
obcigzeniem réwnomiernie roztozonym. Dla przekro-
ju srodkowego belki stworzono réwniez wykresy roz-
ktadu naprezenh normalnych (rys. 10). Widac¢ na nich,
ze obie metody analityczne dajg podobne wartosci na-
prezen maksymalnych w elemencie. Wartos¢ maksymal-
na naprezenia normalnego w $rodniku wyznaczonego

Rys. 16. Naprezenia normalne do przekroju poprzeczne-
go belki

Wysokos¢ belki [mm)]

Naprezenie [MPa]

Rys. 17. Rozkfad naprezen normalnych w srodku roz-
pietosci belki (wartosci odczytano w punktach Gaussa).
Na potrzeby analizowanego przypadku wyprowadzono
wzory dla rozkfadu sit wewnetrznych oraz naprezen (rys.
18, 1ys. 9)

metoda y wynosi 28,8 MPa, co daje przeszacowanie
wartosci wzgledem modelu numerycznego o 2,5%, na-
tomiast wartos¢ naprezenia dla metody Pischla wynosi
28,1 MPa, co daje pethg zgodnos¢ z wartoscig wyzna-
czong Metodg Elementéw Skonczonych.

7. Podsumowanie

W artykule zaprezentowano metody projektowania
dwuteowych belek zespolonych drewniano-szklanych
ze szczegolnym naciskiem na metody analityczne.
Otrzymane wyniki analiz analitycznych skonfrontowa-
no z wynikami obliczen pakietem MES oraz wynikami
badan doswiadczalnych, bedgcych podstawg do we-
ryfikacji metod projektowych.
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Rys. 18. Poréwnanie rozktadu sify osiowej i momentu zginajgcego w pasach drewnianych. Wykres czerwony przedstawia
wartosci policzone metoda Pischla, wykres niebieski wartosci policzone metodag vy
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Rys. 19. Pordwnanie rozkfadu naprezenia Scinajgcego w spoinie i momentu zginajgcego w srodniku szklanym. Wykres
czerwony przedstawia wartosci policzone metodg Pischla, wykres niebieski wartosci policzone metodg y
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Rys. 20. Rozkfad naprezen w przekroju srodkowym belki dla analizy metodg vy (lewa) i metodg Pischla (prawa)

Obie z zaprezentowanych metod analitycznych pro-
jektowania dwuteowych belek zespolonych drewnia-
no-szklanych pozwolity na uzyskanie dobrej zgodnosci
wartosci naprezen z wartosciami uzyskanymi z badan

i analiz numerycznych. Nieco lepszg doktadnos¢ wyni-
kéw uzyskano metodg Pischla, a mianowicie wykaza-
no, ze btad tej metody w stosunku do modelu nume-
rycznego to ok. 2,5% dla obcigzenia w postaci dwdch
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sit skupionych. Dla obcigzenia réwnomiernego metodg
Pischla wyznaczono identyczne wartosci naprezen jak
podczas analizy numerycznej. Dla tych samych przy-
padkow obcigzeniowych naprezenia wyznaczone me-
toda y okazaty sie niedoszacowane dla obcigzenia sita-
mi skupionymi (btad ok. 7%) oraz nieco przeszacowane
dla obcigzenia rownomiernie roztozonego. Metoda v,
ze wzgledu na prostote znalazta dotychczas szersze za-
stosowanie w projektowaniu belek ztozonych, a jej inter-
pretacja pojawita sie rowniez w normie Eurokod 5 [25].
Autor uwaza, ze metoda ta jest odpowiednia do analizy
belek zespolonych drewniano-szklanych obcigzonych
w sposodb réwnomierny. Mimo duzej wartosci materia-
towego wspotczynnika bezpieczenstwa dla szkta (wg
projektu normy europejskiej wynosi 1,8), elementy ob-
cigzone punktowo zaleca sig podda¢ doktadniejszej ana-
lizie, ze wzgledu na mozliwos¢ pojawienia sig lokalnych
konsternacji naprezen rozciggajacych w szkle, szcze-
golnie niebezpiecznych dla tego materiatu.
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