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I. W artykunlach, ogloszonych w ,Rozprawach o Sprawozdaniach®
Akademii Umiejetno$ei w Krakowie ) staralem sig wyjasnié metode rozwia-
zywania réwnan, nazwang przez Wronskiego teleologiczng, i wykaza-
lem, ze tak metoda ta, jak i analogiczne metody innych matematykéw -(B u-
ler, Lagrange, Fourier, Jacobi, Stern, Fiirstenau, Ni-
gelsbachSehrdder,Konig, Runge it.d),jest rozwinigciem mydli,

zawartéj w metodzie Daniela Bernoulli’eg o (1782) obliczania najmniej-

szego pierwiastka réwnafi przy pomocy wiasnosei szeéreg6w  zwrotnych.
Wrofiski wezeniéj od innych doprowadzil te metode do zupelnego wo-
golnienia i rozwinigeia 2), i, gdyby dzieta jego byly czytanemi, to pomimo ukry-
cia dowodu zasady i skomplikowanego znakowania, metoda teleologiczna po-
zyskalaby w swoim czasie nalezne uznanie. Przy niesprzyjajacych atoli
warunkach, stato sig inaczéj; praca Wronskieg o pozostata nieznana, stad
tez Jacobi i péiniejsi matematycy, doszedlszy niezaleznie do rezultatéw
analogicznych, mogli metody swoje podaé za nowe $).

') »0 metodzie teleologicznéj Hoene-Wrofiskiego rozwigzywania réwnai
algebraieznych w Tomie XIX (1889) uraz ,Dopelnienie” do powyzszego artykutu w Tomie
XX* (1890).

%) Szkic swojgj metody w zastosowaniu do réwnad stopnia b-go oglosit Wronski
W r. 1827 w dzietku ,,Canon de logarithmes*, ale prawdopodobnie w posiadaniu j& byt dale-
ko wezesniej. Obszerne rozwinigeie mevody téj stanowi traktat ,,Résolution générale des
équations algébriques de tous les degrés®, 1847 w daiele: ,,Réforme absolue etes.

?) Rozprawa Jacobi ego p.t.,,Observatiunculae ad theoriam aequationum per-
tinentes” ogloszona zostata wr.1835. (Crelle, tom XIII). Pésniejsi matematyey, jak
Fiirstenau i Nigelsbach oglosili swojerozprawy w kilkanadeie lat po wyjein
z druku traktatu Wroiskiego.
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2. TUzasadnienie metody teleologicznéj moze byé uskutecznione rozmai-
temi drogami. . Mozna, jak to uczynit Hanegr a e ff (1854), wyjsé z rozwi-
niecia odwrotrodci funkeyi danéj wedlug poteg ujemnych zmiennéj, Iub, jak to
czyni Bukaty (1878) w sposéb wyjasniajacy jak nam sie zdaje, niedosta~
tecznie metode Wronskiego, stosujac zwyezajne dzielenie funkeyi danéj
przez czynnik stopnia pierwszego, réwny réznicy pomigdzy zmienng a stosun-
kiem dwdch kolejnych funkeyj alef. Za najprostsza wszakze uwazamy droge,
polegajaca na zastosowaniu metody Jacobi'ego. Pozwalamy tu sobie po-
whérzyé ten wywoéd, dawniéj przez nas podany.

Niechaj : ‘

f@) =am — A gnt - 4y a2 — . (1) A = 1)
Dbedzie rownaniu daném. Pierwiastki jego, poczagwszy od majacego warto$é
bezwzgledna najmniejsza i uporzgdkowane wedlug wartosei rosngeych, oznacz-
MY Przez &y, Ly, .. Tn,. -+ Tn. Postaramy sie otrzymaé czynnik stopnia
n-go danego réwnania. Czymik ten napiszmy pod postacia

2" — Bya '+ Byar? — ...+ (—1)* B, =0, (2)
i niechaj pierwiastkami jego Dbeda 2,2, ...%,; tym sposcbem r6wnosé
a*—B, a4+ By 2 — . .. 4 (=1)" Bu=(r—2,) (@—,) ... (z—zn) (3)

jest oczywideie tozsamoscig.
Utworzmy funkeys alef réwnania (1) :

F==n

Z’;I‘"{' n=1

prosun —— =1, & ) 4
*}:; ey [k=1,23 ] )

Np

i po stronie drugiéj tego wzoruodrzuémy wyrazy, Zawierajace Zuti, Fate: - Tm-
Redukeya taka jest usprawiedliwions przez to, Ze dla rosngeych nieograni-
czenie wartogei skaznika %, przez ktore kolejno przechodzié bedziemy, stosu-
nek sumy wyrazéw odrzuconych do sumy wyrazéw pozostawionych dazy¢ be-
dzie oczywidcie do zera. Oznaczajge dla krétkosci wyrazy pozostawione
przez By , R, . . . Ry, znajdujemy, na podstawie wzorn (4), nastepujace wyra-
zenia kolejnych funkeyj alef:

& =R +R +....+R.

N =Ry Ry ... A B
Npe = By @} + Ry a2 4. .. . Bucl
N = By 2 + By -+« . . . Ba 2
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Mnozac te rownosei odpowiednio przez By, By—1...1, 1 dpdaj@c je na-
stepnie stronami odpowiedniemi, otrzymujemy, po uwzglednieniu tozsamosc!
(3), réwnanie

N — B] Npfn—1 + B, Bz = o e 0 v + (*—1)" By =0

Kladgetukolejno za k lezby &, k41, ... k+n—1, znajdziemy » réwnan,
ktére wraz z réwnaniem (2) dadza uktad #-}-1 réwnan nastgpujacych:

" — B e - Bye* - .. (=1 B, =0
Nikw  — By N 7+ Ba Rpta—s — oo (—1)" By s =0
Nign~1 — By Siegn— -+ B, Riga—z = o oo + (—1)* B, Reqr =0
Wi — By Neron-2 =+ By Neyan—y — - oo - (—1)* By Rppuq = 0

Rugujac z tych réwnan # wspétezynnikéw B,, B,, ... B,. dochodzimy
do réwnania

ar 1 a2 1

g , s L

Nign y Wty Nigm—2 . o0 Ni

Niwnd 1 5 N5 Nt oo 0 Nt =0, (&)
Nipan—1 3 Nigon—z y Nefou—i o o Nign—a

ktorego pierwiastki sa tém blizszemi pierwiastkow z; @, . . . @, réwnania da-
nego (1), im wigksza jest liczba calkowita k. Dla k= oo pierwiastki réwna-
nia (5) sg Scisle réwne @, 2, , . . . %n.

Przez podzielenie réwnania (1) przez réwnanie (5) otrzymamy wprost
tak nazwany czynnik gldwny metody teleologicznéi Wroniskiego. Ro-
wnanie (5 stanowi czynnik dopetniajgcy.

8. Wywdd niniejszy jasno wskaznje, ze uwzglednienie twierdzenia
o czynniku ,podstawowym® nie jest weale konieczném, ze wige twier-
dzenie to nie ma tego znaczenia zasadniczego w wmetodzie teleologicz-
néj, jakie przypisywal mu Wronski; owszem, droga niniejsza dale-
ko profciéj i latwiéj prowadzi do celu. Rozumiemy teraz dla czego
‘Wronski przypisywat taka doniostos§é czynnikowi ,,podstawowemu®. Pocho-
dzito to, jak widzimy, stad, ze z powodu zawiléj symbolistyki, ktorg dzi§ tak
doskopale zastgpujemy algorytmem wyznacznikéw, Wrofiski nie podak roz-

winigtego wyrazenia na czynnik gtéwny lub dopeiniajacy dowolnego stopnia,
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a wskazal tylko na ezynnik podstawowy, jako na wspélne zrédlo, z ktorego
kolejne ezynniki réznych stopni za pomoca odpowiednich przeksztalcen otrzy-
mywaé mozna,

Jakg drogg doszedt Wronski do odkrycia swojéj metody? Czy byla to
droga préb, analogia wsparta, czy tez droga dedukeyi z ogdlniejszéj jakiejs za-
sady? O ile poznaé moglismy ducha metod Wroniskie g o, nalezy przechy-
li¢ sig do drugiego przypuszezenia, ktore zreszta stwierdzaja niejednokrotnie
stowa samego Wrotiskiego w rozmaitych ustgpach jego pracy. W saméj
rzéczy, metoda teleologiczna co do- istoty swéj wehodzi w zakres tak zwanego
Htworzenia neutralnego (génération neutre), stanowigcego zasade glowna wnaj-
wazniejszych badaniach analityeznych Wrotniskiego, a polegajaca na sto-
puiowém zblizaniu sig do szukanych funkeyj za pomoes wyrazen, coraz dokla-
dniej odtwarzajacych ich nature 1). Ta whagnie zasada doprowadzita prawdo-
podobnie Wrofliskiego do metody teleologiezndj, itajest, jak sadzimy, przy-
czyna, dla ktéréj poréwnywajac swoje vezultaty z pierwotng metods Daniela
Bernoulli’ego wyrzekt, ze ta ostatnia, po za rozwinieciem wskazaném
przez Hulera, nie nadawala sie w zaden sposéb do dalszych mnogélnief.
Nam si¢ zdaje, ze wlasnie w metodzie teleologiczné] Wronsk iego iwpo-
krewnéj metodzie Jacobi’ego znalazta ona rozwiniecie i udoskonalenie.

Warszawa, w pazdziernikn 1891 r.

Y Przedstawimy jo w dalszym ciagn naszego studyum o ,,Prawie najwyzszém® po-
réwn. ,,Prace mat, fiz.* tom II, str. 141—168.
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