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1. Wszystkie dotychezasowe teorye refrakeyl astronomicang; r6znig
sig od siebie prawem zmiany wykladnika famania $wiatla w warstwaeh atmo-
sfery posiadajgeych zmienng gestosé, cisnienie i cieptote, majy za
nego, iz jednozgodnie uwazajg powierzchnie
wspélsrodkowe z ziemiy. W takim razie cale zjawisko refrakeyi astronomi-
czuéj teoretycznie upraszeza sig znacznie i sprowadza sig do wyznaczenia
zboczenia kierunku promienia gwiazdy w ptaszezyznie przez gwiazde, oko
i zenit przesunieté;, skutkiom czego z dwich chwilowych wspilrzednyel cia-
Ta niebieskiego: wysokosei azymutu, tylko pierwsza doznaje zmiany, a droga
t. j. azymut pozostaje niezmienng. Byla Przecies w roznych czasach podno-
szong mysl, ze prawdopodobnie istnieje takze refrakeya azymutows, czyli la-
teralna (ohok wysokosciowéj), lecz wszelkie usilowania skierowane do ié
wykrycia obracaly sig bardzigj w obrehie refrakeyi ziemskigj (terrestrycznéj)
anizeli astronomicznéj. Doda¢ musimy, iz te badania refrakeyi ziemgkiéj 1)
wywolane potrzebg doktadnyel pomiardw_azymutéw ziemskich przedmiotiw

§ tyle wspdl-
poziomu® atmosfery za Jule

) Wywolane w najwigkszéj czesei pracami mi
dla geodezyjnego pomiaru Europy; zob. obszerne puhl

gdzynarodows;j komisyi europejskidj
lungen der... allgem. Conferenz der europiisehen G

ikacye t6j Instytueyi p. t. Verhand-
admessung, Berlin 1861—1884.
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przy pracach tryangulacyjuych zasadzaly sie i zasadzaja na przypuszczeniv,
iz wysoko§é nwazanego punktu (katowa) jest bardzo mf‘ng, czyli — co na Jeﬂ-
duo wychodzi — ze odleglo$¢ zenitalna (Zenithdistanz) jest bardzo blizkg 90°,
Nie czynige takiego przypuszezenia, wykluczamy wypaflek nader rza@ko 73~
chodzgcy w astronomit praktyczngj, iz odleglogé zem‘tahla obser‘\w\v‘anego
ciata niebieskiego jest bardzo blizka 90°, a w takim razie \vs?ystkle dutycl}—
czasowe teorye dajg (dla bardze matyeh np. odleglosci zenitalnyclh) p}*a‘wrle
jednozgodne wyniki: refrakeya wysokoSciowa jest bzu'flz.n Amala‘. znm;e;.y.T
sie ze zmniejszaniem odleglodei zenitalnéj, w samym zenicie jest zerem ?), e
frakeya za$ azymutowa czyli lateralna jest stale zerem.

2. Takie wnioski beds jednak oczywiscie tylko tak diugo éci’sleml_, jak
dlugo przypuszezenie kulistosci warstw ,poziomu® (t. j. warsth 0 rov-vnéjl !::,Q—
stodci atmosfery) wobec kryvyki ostaé sie moze. Rz‘ecz dziwna, zey na‘ t(zn
szezegol dotad tak malo uwagi zwracano. J. ak'kolw.lek lfwestye l\sztlix b
i wielkogei atmosfery ziemskiéj naleza do tych, ]_(tore ciagle jeszeze ?;CZ‘? x.ng
swego ostatecznego zatatwienia, to jednak tyle Jes};’x.'ze(?zq. pe“:'n@:l iz J;:fa{
nie cala, to bodaj wielka cze§¢ atmosfery ziemskiéj bxe.rze wspolny u o
w obrotowym ruchu ziemi, ze wiec skutkiem tt?go pomer?chu:le' ,,po.mf)[;zm
atmosfery nie moga byé kulami wspélérodkowemi lecz w ogolnoucl‘ sfez1 01 i
harmonicznemi (W. Thomson) o pewnem statem lub—co praw otp(ii '?n
bniejsze—zmiennem splaszezenin ). Dalej i tq jest rzeczg %).ewnd@,. iz v; (121 ; !
razie sferoidy te beda splaszezone, a kierunek ich ma}ych’ osi bedzie P! e
kierunek osi sferoidu ziemskiego, skutkiem czego pr'zekIOJ ty](ih. -I??Wl?m o
przez plaszezyzng pionows bedzie w przyblizenin .ehp;sa‘,l, %f ébtoz e‘i I;loonakry_
nie bedzie w ogdlnodei przechodzita przez §1'0c}e}< ziemi, a chocby 13\7 ek
wala kierunek normalnéj w odpowiedniem miejscn sf.ermdulmems 1egn.mtowa
dzac sie na te wyobrazenia, niepodobna z.aprzeczycl, .ze ,{’e.fx.aksyle;( :ga owa
musi byé ciagtym towarzyszem l'efrakc_yl Wysokoscxowe? i ?e yWi S s
g6lnych polozen cial niebieskich moze sie ona stawaé zelefn', [ Qd ,]i, o na-
wet w zenicie moze istnieé bardzo mala 1'af1'a,kcy.am v’vysokoscwvs.ra,‘ gky o
nek pionu w miejscu obserwacyi jest w ogdlnogei réznym od }{1e'1un' il Zna(; ne-
nych do powierzehni ,poziomu* warstw atm0§fe1'y. Nal'u ycie sxg e gto
kiernnkéw mogloby wiee clhyba tylko na obu biegunach ziemi }13?0%1)“ ,0 2t
dla tego, Ze krzywizua wszystkich pll{'zekro_}ow normalnyeh do sferoi
towego jest w tych miejscach jednakows. ) ) . )

gBQszi‘e tegy 1zeczy ciekawa poznaé, jakie sq sasadnicze 11 Elv;ria;?cai.
tego zawiklanego zjawiska, wyprowadzone bez hypotezy o s

Y Zob. np. rozprawe Bruhng'a Uber astronomische . Stra.hlel;brechung. .. gdzie
zestawione g wazystkie teorye tego zjawiska poczgwszy od najsturszych. . Lo

%) Jedyne glebsze poszukiwanie w przedmiocie ksztaltu atmosfery jest Laplac
(zob. Méeanique céleste T. II, livre III ehap. VII pag. 167).
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warstw ,poziomu® atmosfery. Rzecz sama daje sig bardzo kritko przedsta-
wié tem bardziéj, ze zastosowanie tych wzordéw do. rzeczywistych obliczen
1 utogenia tablic refrakeyi astronomicznéj na wzér Besselowych, musi pi-
s23¢y te slowa pozostawic astronomom z zawodu.

3. Krzyws §wiatta (t. j. ,dvoge® promienia) nwazamy w ogolnosci za
krzywy przestrzenng, t. J- za linig o podwéjnéj krzywiznie,

Jezeli praez v oznaczymy prediosé zmienng -§wiatla (t. j. rozchodzenia
sig ruchu falowego) w pewnym punkcie ,drogi* Swiatla, ktéry to punkt wy-
znaczony jest wspohrzednemi prostokytnemi %, i/, 2 (poczatek wspllrzednych
mozemy przyja¢ w geometrycznym srodlky ziemi), jezeli daléj de jest tukiem
nieskonczenie malym szukandj krzywéj, po ktdrym ruch falowy przenosi sig
w nieskoiiczenie matéj chwilce czasu dt, to mawy

Predkodé Swiatla w réznych warstwach atmosfery jest ilodeig Zmienny,
gdyz wykladnik zalamania sig Swiatta jest zmiennym od jednéj warstwy do
drugiéj; na jedndj i téj saméj warstwie ,poziomu® obie te ilogei posiadajy je-
duak staly wartodé (w dotychiczasowych teoryach refrakeyi astronomiczngj,
wykladnik zalamania zmienia sig od jednéj kuli do drugiéj). Jezeli tedy

w == gtald]

jest rownaniem powierzehni »poziomu® atmosfery (w zwyklym wypadku
w=u?4-y2 | 2% odzie u jest funkcys trzech zmiennyeh 2, y, 2, to
W wypadkn najogdlniejszym

ve=r(u),

gdzie f jest pewng funkeya, ktoréj wyznaczenie nalezy z jeduéj strony do
spostrzezen, a z drugiéj do doSwiadezenn nad dcidliwodeis, cieptem gatunko-
wem, . . . 1t. d. powietrza atmosferycznego. )

Jezeli &,9,¢ s3 wspilrzednemi prostokatnemi  miejsca obserwacyi,
to catkowity czas, jakiego potrzebuje Swiatlo aby od gwiazdy 8§ dojs¢ do oka
obserwatora, bedzie

”m Z
as
I= } —_—
S
(&58)
gdzie wskaznik (£ 4 ¢) oznacza, iz po wykonanem calkowanin w miejsce
*, Y, 2 nalezy podstawié ¢, y, 7. Granice gérng caltkowania wzieliSmy nie-
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skoriczenie wielky dla powodow, ktére z dotychezasowych teoryi astronomi-
cznéj refrakeyi sa dostatecznie wiadome. Biorge jeszcze

) = L
/) = 7 (@) .

napiszemy dogodniéj

I== / wluw)ds ;

z uwagi wige, ze rozniczka huku krzywéj przestrzenndj

s = ](773_—1—771_/?——1— dz? |

mamy wyrazniéj
P= o () P14y 22, de

gdzie stosownie do znakowania Lagrange’a polozylismy

) dy iz

Y= T dw
tak, iz w powyzszem catkowaniu zmienna 2 obrang zostala za zimienng uie-
zalezna.

4. Pospolicie réwnanie krzywéj bedacéj droga Swiatta (route de lg lu-
midre) wyprowadza sig z warunku, ze stosunek wstaw kata padania i kata
zalamania jest stalym i réwnym stosunkowi odpowiednich wyktadnikéw zata-
mania W obydwich Srodowiskach optycznych. Prawo to znane pod mazws
prawa Snelliusa albo prawa Descartes'a jest dostatecznem tak dlu-
go dopoki krzywa $wiatla jest plaska t.j. tak dtugo, dopdki powierzchuie
»Doziomu* warstw atmosfery bedziemy uwazali za kule wspolérodkowe, Nie
krepujac sig takiem praypuszezeniem i biorge ksztalt tych powierzehni ,po-
ziomu* w ogdlnosei réznym od kulistego, musimy do rachunku wprowadzié
Jeszeze drugi warunek wyznaczajacy kierunek zatamanego promienia, a tym
warunkiem jest, jak wiadomo, nastepujacy: :

»Promief padajacy, promien zalamany i normalna padania lezy zawsze
wjednéj plaszezyznie®.

Normalng padania promienia $wiatla przechodzacego kolejno rézne war-
stwy atmosfery jest normalna do powierzehni krzywéj bedgedj powierz-
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chnig ,poziomu“ atmosfery; nalezaloby tedy wyrazié matematycznie, ze dwa
bezposrednio po sobie nastepujgce nieskofczenie male elementy ds i ds' kizy-
wéj, jako tez przynalezna normalna leza w jednéj i téj saméj plaszezyZnie.
A ze plaszezyzna przesunigta przez dwa sgsiednie elementy krzywéj prze-
strzennéj jest pluszczyzng scisle styceng, przeto nalezatoby wyrazié, ze kie-
runek normalnéj do powierzehni

% == stalé]

(zob. ust. 8.), leiy stale w plaszezyznie SeiSle stycznéj do szukanéj krzywéj
Swiatla. Lecz warnnek ten wraz z powyzszym (aby stosunek wstaw kata
padania i zalamania by} stalym i réwnym stosunkowi wykladnikéw zalama-
nia swiatla w obydwdch §rodowiskach) daje sig zastapi¢ jednym jedynym, jak
to zaraz okazemy.

Jezeli § jest dowolng powierzchunig synklastyczng (W. Thomson) t.j.
takg, w ktoréj promienie krzywizny giéwnych przecigé normalnych maja zaw-~
sze jeden i ten sam kierunek (kula, elipsoida paraboloida elliptyczna sg ta-
kiemi powierzchniami, podczas gdy np. paraboloida hyperboliczna czyli po-
wierzchnia siodtowata przedstawia wypadek powierzchni antillastyczndy), od-
dzielajgc od siebie dwa rdéne §rodowiska, w ktéryeh leza dowolnie dwa punk~

ty Mi M, to zastrzegajac, e predkosé ruchu punktu materyalnego w pierw-
szem Srcdowisku jest ¢, w drugiem ¢', mozemy pytaé: jaka droge musi opi-
sa¢ punkt materyalny, aby z M do M’ doszed} w jak najlrdiszym czasie?  Za-
danie to znane pod nazwy zagadnienia Fermata daje sie za pomocy pierw-
szych zasad rachunku rézniczkowego i geometryi analitycznéj rozwigzaé. Od-
powiedZ brzmi:

Aby punkt ruchomy z M do M’ doszed! w czasie Jak najlerdiszym, musi

a) tak droga MA jakotéz AM' byé prostolinijna;

b) punkt A4 na powieizchni § tak by¢ obranym, aby 3 proste M4,
AM' inormalna NN’ do powierzelmi § leialy w Jjednéj plaszezyinie;
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sin MAN ¢

) S MAN = & t.J. stosnnek wstaw kata padania i zatamania

musi by¢ réwnym stosunkowi predkosci w obydwdch srodowiskach.

Poniewaz wlasnie te trzy warunki maja byé dopetnione, gdy $wiatlo
opuszezajae jedno Srodowiske, przechodzi w drugie, przeto wystarczo-
jgeem znamieniem wszystkich praw zalamania sig §wiatta bedzie warunek, ze
czas, jakiego potrzebuje Swiatto, aby od 3 przeniosto sig do 3, byt mini-
TUN.

Dowdd powyiszego twierdzenia Fermata jest zbyt latwym, aby za-
stugiwatl tutaj na przytoczenie; zauwazymy tylko, iz ta ciekawa wiasnosé da-
Je si¢ widocznie uogolni¢ do dwéch, trzech,...1t. d. a wreszeie dowolnéj
liczby powierzchni 8, 87, 8", ..., oddzielajacych od siebie rézne srodowiska
optyczne.

Po tem wszystkiem mozemy tedy powiedzieé:

Droga swiatla w atmosferze ziemskiéj, a wiec i cale zjawisko refrakeyi
astronomicznéj daje sie wyznaczyd z jednego jedynego warunku, aby czas
potrzebny na przeniesienie sie $wiatla od gwiazdy do oka byt ménimum.

5. Jezeli catka okre§lona
/ Vdz

iy

(gdzie granice catkowania w; i, sg stale) ma by¢ minimum, to kladac

oV 2V
M=z V=5
oV v
W= N=vr,

na podstawie rachunku przemiennosei, otrzymujemy nastepujace dwa réwna-
nia warunkowe :
AN AN’
M—e——=0, M - Th—,——-—:()

iz
(pod warmnkiem, ze funkeya V opricz z,y,z, ¥, 2’ niezawiera wiekszéj
ilodel zmiennych i wyzszychlpochodnych takich, jak o", 2", o 5", ...).
Te wzory daja sie bezposrednio zastosowaé do naszego przypadku. Calka
okredlona majaca sie sta¢ mimimum w przepisanych granicach jest (ust. 3)

@

e { o) VI F g7 272 da,

£

Lol

Prace matem.-fizyczne T, IV
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a wige (z uwagi, ze u jest funkcys trzech zmiennych i, y, ale wyraznie
nie zalezy od ¥'i 2')

o SRS ——
M = ¢ (u) %’ V194 2%,

? R —
M= w5 VTHyT+e,

78 , e E

N=¢ (u) . = (u)

Réwnania warnakowe dla minimum bedy tedy

4 {(P(“)-

Er;;"

e R
o (u) - 77 V1t y® 2" =

' ,Lﬁ“}
T

, e e I z
T(u)'*a'z"Pl—i—ya_I—Z,z'—;E{(p(u)‘ VW-T?’}’ .
co z uwagi, ze

T . ,
ds=dao V14 y*-+2%, ==, &=,

mozna napisaé tak:

2
@ () a% ds=d j @ (u) 5= } ,

A6 5o i ili
¢ (u) > ds==d i @ (1) A l ,
do ktéryeh to dwdch rownarn mozna jeszcze dolgezyd trzecie

, o o d)
o (1) o ds==d i @ (0) R
gdyz dowolne dwa z pomiedzy nich pociagaja za soba, jako konisczne nastep~
stwo réwnanie trzecie.
Takie sg tedy najogolniejsze réwnania refrakeyi astronomicznéj wypro-
wadzone niezaleznie od wszelkich hypotez o jakodei ksztaltu powierzchni

icm®
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»poziomu® atmosfery ziemskiéj. Posiadajg one, jak widaé, wielky symetrys
ktéra z pewnoscia utatwi wszelkie dalsze rachuby jakikolwiek zreszty ksztatt
moglaby posiadaé nieokreslona dotad fankeya w — okolicznosé, ktéra pewnie
nie jest bez wartosei. :

6. W szczegilnym wypadkn, gdy powierzchnie ‘,poziomu“ atmosfery
bedziemy uwazali za kuliste, bedzie

= a? -+ y? 4 22 = staléj,
zatem

y 3 Y - N
@*2% é}]*z.?/, E:sZZ,

skutkiem czego zasadnicze réwnania beds
2 ¢ (u)yds=4d )‘ o (1) . -dic} ,
2y ¢ () ds = d ; o W), ——g )
22¢ (wds=4d g @ (). i(zlsi % .

Pomnézmy pierwsze z tych réwnai przez y , drugie przez x i odejmij-
my je od siebie, a bedzie

?/‘l{f}?%}—md{.mgg}zo’

gdzie dla skrécenia polozyliSmy
@ =@ (u).
Otéz w ogdlnodei dla dwdch jakichkolwiek funkeyj U, V mamy

UaV=a (U —Ud 7V,
obecnie zatem
d d de
yd{ @ E}Zd {y(p%} -0 g dy ,

a podobnie
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dy| _ A .
wd{qa}-l—;} = {9"43%} P s daz
wige
d do dy dy
d (ycp I) -9 dy =d (qu —’E) - dw:
t. j.

Catkowanie daje :

o dw Cody
Ve g TP g = staléj .

W ten sam sposéb dochodzimy do nastepujacyeh trzech réwnan:

dz dy\ o

LR L P Y B

oAy dx\
99-("' ES“_!/"(E)—— 3y

gdzie C,, C,, C; sa stalemi catkowania.. Pomnézmy te réwnania po Ikolei
przez x, y, z 1 dodajmy je do siebie, a ofrzymamy

ot Cy+ Ge=20

skad widaé, iz w takim razie droga lezy w plaszczyznie przesunietéj przez
§rodek ziemi, gwiazde i oko spostrzegacza, jak tego oczekiwaliSmy.

W powyzszym rachunku znajduje sie pewna analogia do zasady zacho-
wanie pdl. przy ruchu Srodkowym: moznaby tedy wnosié, iz datoby sie wypro-
wadzi¢ inne réwnanie catkowe odpowiadajace zasadzie zachowanin sity Zywd:
z tatwodcia mozna sie jednak przekonad, iz w tym razie otrzymaliby$my tyl-
ko tozsamosd.

Z powyzszego widad, ze wystarczy rzecz caly uwazaé daléj za odbywa~
jaca sie w plaszezyinie

CGaotCGyd-Ce=0;
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obierajac te plaszezyzng za plaszezyzng wspolrzednych XO0Z, bedziemy mieli
y =0, jakotéz

dx dz
U _—— o=

v s gl =a,

gdzie teraz
W=z z?.
‘Wprowadzajac wspolrzedne biegunowe u, 2 zamiast prostokatnych z, 2,

a to za pomoca zwigzkow

&==1%0c081, z=wsinl,
otrzymamy

de =dwcos l —usinidi,

dz=dusinAl-}ucosidi,
skutkiem czego
zde—ads=u*dld,
a wige

w? dA
p (u) . 7

=G.

Otéz rozniczka tuku ds kirzywéj plaskiéj we wspélrzednych biegumo-
wych wyraza sie, jak wiadomo, wzorem

du\? B
ds = I/u2 + (d—j{) Cdh ==V . dd,

wz6r zatem poprzedni bedzie

_we® o
Va? -+ u? o
skad
W= —z—g = VT p? () —w? = u Vi2uw o? (1) — 1,

(gdzie i’c=——(1—,-). Znajac ksztalt funkeyi @, znajdziemy vatychmiast ro-
-2,
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wranie skoficzone trajektoryi §wiatla przes catkowanie réwnania

. du
i ]/Eﬂm)“_ 1

o= dl,

co w kazdym szczegélnym razie wyrazeniami skoficzonemi, albo zbieznemi
szeregami nieskoniczonemi wykonad sie daje.

Tak np. gdyby atmosfera byla jednorodna, mieliby§my predko$é rozcho-
dzenia si¢ Swiatta staly, skutkiem czego takze ¢ (u) == staldj, a calkowanie
ostatniego réwnania rozniczkowego datoby po prostu

l
T Teos (A A4)
co przedstawia réwnanie biegunowe lindi prostyj, jak byé powinno. Albo
gdyby ¢ (u) = % (gdzie a jest stala), mieliby$my

f@==cu Viga? =1 ,
k2

a po zeatkowanin

VG

=1 .¢ ,

t. . droga bylavy wéwezas kawatkiem spiralng logarytmowds, i t. d.

7. Rachunki stajg sig znacznie trudniejsze; jezeli powierzchnie ,pozio-
mu® atmosfery nie sy kulami, ale innemi zamknigtemi powierzchniami.
Gdyby te powierzehnie byly elipsoidami obrotowemi, mieliby$my

=gty Lot g =l

\ .
gdzie p? == %,— >1 dla elipsoidy sptaszezongj, zad p* << 1 dla wydluzonéj
(t. J. obrotowéj okolo osi wiekszéj):
Rachunek do powyzszego podobny doprowadzitby do réwnan
dix

Q). 2 ds=14d {(p (1) 'EE} ;

@ (). 2y ds=d {(p () %} ,
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! 9 dz
@' (10). 27 dds = d g (u) e

skad wyprowadza sie z latwoscig

. da = d e _dj)
d ('U(p 75) == (1 (.19) as)

. . dy 7d: e dy(l:.
d {zﬂ 2@ g Y m} =(p He T

Calkowanie pierwszego z nich daje, jak poprzednio

de A
. (y p dT\) = staléj,

podczag gdy drugie nie daje sie wprost catkowaé chyba w przypusz'czen.iu., ze
p jest ilogcig bardzo bliska jednodei, ktéry to przypadek ma wiasnie miejsce
dla atmosfery ziemskiéj. ‘ o : ‘
‘Wyprowadzenie odnognyeh wzordw i poréwnanie ich z empirycznemi
faktami refrakcyi astronomicznéj zachowuje sobie do pracy pézZniejsze].
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