UOGOLNIENIE TWIERDZENIA
0 PRZYPADKACH SZCZEGOLNYCH ZAGADNIKNIA
PPAFFA.

PRZEZ

A. J. STODOEKIEWICZA.

We Wrzesniu roku biezgcego przedstawitem Akademii Umiejetnosei
w Krakowie prace o zagadnienin Pfaffa, w ktoréj wyprowadzam wa-
runki catkowalnosei dla réwnania z piecioma zmiennemi przy istnienin dwéch
calek. W artykule niniejszym zamierzam twierdzenie moje wogdlnié dla ré-
wnania rézniczkowego z n - zmiennenii.

Niech bedzie réwnanie ksatattu

Xy day 4 Xy doy .. Xy =0, I
ktorego calki
fi @y @es oo ) =¢,
fo@iy iy, on o ) =20, ,

Przez zrézmiczkowanie dwoch ostatnich réwnan otrzymamy

Arg dzy - As diry -, L Ay dw, =0,
2)
AE,I (Z{L‘I + A_:g (l:l?g + e —’I— Ag.u (,l.’lin == O, (
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gdzie A1, s, oznaczajg pewne funkeye zmiennyeh oy, @, , ..., % . ’Oczyf—
wista, migdzy wspoétezynnikami réwnari (1) i (2) powinny istnieé mozliwie naj-
prostsze zwiazki nastepujace:

:11.1 "I— A-z,z‘ == Xi (5)
(F=1,2. ., u),
w ktérych « jest pewna ilo$é nieznana, wogdle, funkeya zmiennych. Ponie-

waz kazde z rownah (2) ma jedne tylko calke, a wiec wspélesynniki 4; ., 4z,
uczyniag zado§é znanym warunkom

9A14 941, 944, PAy ( A E"l_l‘_) =0
.Al,u ( 2, e ’3&2-) _i_ Ajvi ( 3.’1% - S;El + A"l du; o, ’
)
94,5, 94q, 9ds, 34‘12,1;) ) ( 3day 9y, ) —0.
Aoy ("5}7“ - '—5;!—) —+ A4s, ( 7y + day o, E

(4t=1,2....,n—1 Wszystkim kombinacyom po dwie).

Jezeli nastepnie z drugiego pomiedzy réwnaniami (4) wyragujemy
Ay Aoy, A przy pomocy zwigzkow (3), otrzymamy

T2 (0 Xy — Ay d(a X, — A1)
(fl XJA b A],n\" (a 1) - (a - L

[ ox;

Q ((1 X[ —_ A.I,[‘) _ 2 (a Xn b Ax,n)]
amn 9121

+ (0 Xi— 41.0) [

0 ((Z Xn -— 111,7,) _ 2 (a ‘sz — A—],i)] — 0 i
d; 2,

+ (¢ X — ;1,,,)[

Po dokonanin Iatwych uproszezen z ostatniego rownania dostaniemy

- r AN % 2X, 2X;
, [ A 2, s (23X X, ) 2 Y ( " )
a? J,\”.( Sy m, +a* X; “om, Bzp + X 37 2z,
daX; 2aX; e 2aX; . d0.X, — A, Z{aqu . aaX‘)
— Ain 2z, - 2, 1 o, o2 ’ \ x; 2z

| 4.,
—ax, (20 24 x| Shy )y, [l - jiT’) =0.
- 2 , ’3‘«)»‘. Oy Xy &X'i i
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Daléj, wprowadzmy oznaczenia

\ aX; X, \ X, X, ) ( X, Xy
3y oA e . 9 — -
¢ An( ar oy ) Tk ( oy, 7 Tk o, %y )

2aX, 2aX| da X, 2a X, 2a X, da X,

— Ay, ( B ’) 4y, ( LT Ny (* 2N
az, oz %y axy : ox; Ay

0raz

'Z-JA.M‘ . E)AL, =
duy oy —
GHl=12...,n—1),

Rozporzadzaé wtedy bedziemy ukladem (n—1) (n—2) nastepujacych ré-
whan:
Aip ‘Qz‘,[ + A Qu + 4y le;i =0, 1

(6)
aXy Qi 4+ oXi Qu + 00X Qui=M,y.

7 ukladu réwnan (6) wybierzemy pie¢ grup nastepujacych réwnan dla
skainikéw m, k4, 1, r, przy n=5.

Grupa 1 -sza:
Ao Qor - Auy Qe Arg Que=0,
A1n Qi -+ Aay Q-+ 4y Qm‘.i =0,
A Qug -+ Ay Qv — A1y Qun= 0,
aXy Qi+ 0Xe Qu—+ aXp Qui= My,
oXy Qu A aXie Qi aXe Qup== My,
aXo Qi -I—an Qun — Xy Q= My .
Grupa 2-ga:
Ay Qe+ Ay Qe -+ A Q@ =0,
Arp Qi 4 Are Qp -+ A1y Q=0
Ay Qe+ Ag G — Ay Qe =0,

) Podobny ukind mozna napisaé takize dla skaznika n—1, luh n—2 it. &, gdy%

zaleznem to jest od tego, ktory ze zmiennych cheemy uwaizaé za funkeys pozostatych zmien_
nych niezaleznych.

®)
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" ad,
aX,

aX,

Grupa 3-ia:
Ay,
A
Ay
aX,
aX,

aX,

Gruapa 4-ta:
A
Ay
A
aX,
aX,
aX,

Grupa 5-ta:
Ay
A]
Ay,
aX,
aX,
aX,

o

Qi+ aXy
Qi+ aX;

f

Qk,/ + aX;

Qu + 4y
Qign + A1y
Qi 4= Ao
Qi —}- aX;
Qi -+ aX;
Qg+ aX

Qy + 4y
Qi - Ay
Q:I,'m "f‘ »«’11 !
Qz + aX;
Qi+ X

Qr,m + axl

Qe + A
Qo= Auy
Qi+ 41y
Qi+ aX
Qpgn 4 @y
Q- aXy

Qo + X Qi
O +aXi @y
Qe — aX; Qs
Qur + Ay Qs
Qe =+ A Qs
Oy —  Arn Qi =
Qi +aXy Qy
Quyr -+ aXy G
Quye — X Qi
Qe+ A1y Qs
Qup—+ A Qo
Qe —  Aru Uy
Qpr +aXs G
Quu"}“ aXu Wi
Qo — X Qo
Qr + Ay Qo
Qur+ Asm Qi
Qe —  Arn Qi
Qo+ aX Qo
Qm,,- —!— aXn Q,-,;,-
Qor — aln Qi

= M,
= M ,

= My .

— -Zur',i,/; ,
== My

= -L-[/',I.',m .

=0,
=0,
=0,
= My,
= Moym,
= My

=0,
=0,
=0,
= My,
= My,

= -ler,lm .

Kazda z powyzszych grup réwnai ma osobliwg  wlasnosé, ktéra najta-
twiéj mozna uwidocznié w sposéb nastepujaey:
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7 pievwszych trzech réwnan grupy 1-éj znajdujemy
- A],z‘ Qk,m - Al,l{ Qm,i

Q[,I: =

A],m ’
—_— Al,f Ql,m _ AT,I Qm,v‘
Qi,l -_ ]
Al,m
— AI I3 Ql,/n “" Al,l Qk,m
Qi = .
Al.m

Podstawiajac te wartodei w trzy pozostate réwnania grupy 1-éj, otrzy-
mamy

a (X digw — Xon A1y ) Qo 0 (X Arm— Xon A1) Qe = Ay M
a (X; Ay — X Asy ) Qoo+ (X Avn — X Ary) Qug = Aigw Mz, (7)
o (X dis — X din) Qo+ @ (X Arn — X 418) Qun = Ayn Mo -
Dla kr6tkosei wprowadzimy oznaczenia:
X Ay — X 4y = 4,
=40,
diy di, 0
0, d, d|=D;
—dy, 0, d

gdy zas zastgpimy w wyznacznikn powyzszym pierwsza kolumne ele-
mentoéw przez wyrazy, stojace po drugiéj stronie znaku réwnogei w rowna-
niach (7), wyznacznik taki nazywaé bedziemy D'. Podobne zastgpienie
drugiéj kolumny utworzy D" i trzeciéj D"”. Rozwiazujac uklad (7), otrzy-
mamy

_DI DII Dw
ﬁQl{,m == ”B"a ﬁQm,{ = Ty ,BQ!,m = "z‘)‘ H
dzie ="
g S A1,m

poniewaz jednak D=0, a wiec bedziemy mieli trzy rownania

D=0, D'=0, D"=0.

) Latwo zauwazy¢, ze kazde z ostatnich réwnan po dokonaniu skricen
daje jedno i o samo réwnanie

(Xy A= XA d) My — (Xpdy XA ) Moaysa - (Nod yjn— ki) Mons =0,
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ktore po wyrngowanin ilosci M przy pomocy zwigzkéw (5) i dokonaniu ta-
twych redukeyj i skrdcen zamienia sig na rownanie nastgpujace
ey 1, m) Ay — @1, m) A+ (@ &, m) Ay — @ B 1) A= 10,

gdzie

. X, X\, o (3%, oK 3X, oX,
(Q; 0, 7) = Ag ( - >+‘X,,( 9)+X, (_.1.__'31__.) .

ox, ez, oz, o, 3z, O,

(¢, 0, v == kombinacyom liezb 4, L, [, i po trzy).
Tym sposobem z kazdéj z napisanych powyzéj pieciugruprownai otrzy-

mamy po jednym réwnanin i wskutek tego bedziemy mieli uklad:

(ky 8,m) Ay — (G 4,m) A+ G kym) Ay — G 1) da=0,

G 1,?) iy — G L7) A G kv) Ay — @0 4y =0,

(ke m, #) Avy — (G, my ) A+ (G & 1) A — (G kym) dir =0, (8)

(, m, 1)y Arg — (G my ) Ay ~+ (G L7 Ay — (L my A =0,

(Zy M, ‘i‘) AI,I: bl (ky m, ')') ‘;]-1,1 ﬁ_ (IC, L 7‘) -Al,m - (]": Za 'm) Al-" =0.

Wyznacznik !) tego ukiadu jest tozsamosciowo rowny zern

A= l,m), — G Lm, @km),— k1D, 0

B b2y, — @G L), (6K, 0, — @k
(k, m, ), — (4, m, 1), 0, (4, &, r), — (@& kym) {=0.
&, m, 7, 0, —@Gmr. (@GLr), —@lLm

0, @, m,7) — (Jymy 0), (10, — (b L, m) |

Jezeli minory, odpowiadajace elementom pierwszego wiersza wyzna-
cznika A 0zZDACZYMY DrZeZ Ar, Asy Az> Adr As, 00 DA zasadzie znanego
twierdzenia bedzie

Ay A Ay s dim i Ay = Aci At AT AL As e (©))

Poniewaz skazniki ¢, %, I, m, r s jakiekolwiek liczby z szeregu
1,2,...,n, wiioskujemy wigc z tego, ze dla réwnania (1) podobnyeh zwig-
zkow, jak ukltad (8) mozna napisaé tyle, ile jest kombinacyj z liczb 1,2,...,%
po pieé, czyli

1) . Skosény symetryczny, nieparzystego stopnia.
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n (n—1) (n—2) (n—38) (n—4)
1.2.3.4.5

Liatwo zauwazyé, ze z rownan (3) i (4) podobng droga moina otrzymadé
tozsamodciowy uklad z uktadem (8) dla ilofei s, Aoy, Aoy, Ao, Asys
z ktérego podobnie wyplywa

Aot Aoys Aoyt Ayt Aoy = Ayt At As b Aw i As - (10)
Przez pordwnanie zwigzkdw (9) 1 (10) otrzymnjemy

-Aw‘ : AJ,I[ H Al,l : A-l;m . .:J.],,- = -A~2,i : Az,l; H A",l : AL’,m : f-I-Q,r )

co jest, wogéle, niemozliwem. Wniosek stad, ze koniecznie musza zachodzid
nastepujace rownania:

Al=A3=A:1:A:1=;\n=O (11)

czyli, ze uktad (8) jest nieoznaczony,

Rownania (11) przedstawiajg jeden nklad warunkéw calkowalnogei dla
réwnania (1). Kombinujge skazniki 4 &, I, m, » przy réznych ieh warto-
Seiach 1, 2,...,n, otrzymamy wszystkie pozostate uklady warnnkéw cal-
kowalno$ei. Sposoby calkowania réwnania (1), posiadajacego dwie catki,

wylozylem w dodatku do , Zbioru praykiaddw i odpowiedsi na Twadratiry rd-

wnath rdimiczlowych 1.

Plock, w pazdzierniku 1892 r.

) Wydanie z zapomogi kasy imienia J. Mianowskiego, Warszawa 1892 r.

0 KONGRUENCYI
ar - Ayt - Ay et L 4 =0 (mod. p) .

E. SNOPEK.

Konig i Rados z Budapesztu ?) podali nastepujacy warunek ko-
nieczny i dostateczny istnienia pierwiastkéw kongruencyi

Wyt oy ot @y et 4. - =0 (mod. p) (Ly
gdzie oy, @'y, @y, . . . , &, 53 liczby catkowite (dodatnie i njemne), a p jest
liczbg pierwszy:

1. Kongruencya (1) sprowadzona za pomocy zwigzku zP—! —1=10
(mod. p) do formy
@ (@) == by wp=2 b 22— + .. .+ bye =0 (mod. p) (2)

posiada wtedy przynajmniéj jeden pierwiastek (<< p), gdy wyznacznik

Yy Temat 6] krotkiéj rozprawki jak réwniez zachete do jé&j opracowania zawdzigezam
memu szanownemu Prof. D-rowi J. Puzynie, wktorego éwiczeniach matematycznych
w roku szkolnym 1891/92 teoryg liczb sig zajmowano.

2) Zur Theorie der hoheren Congruenzen, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, XOIX, str. 258 —260.
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