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Mamy:

Av f (ztué) . log F (24pi)
fx . log Fx

Yo Fo* =

WprowadZmy tu za réznice A* f (z-}uf) jej wyrazenie, obliczone we.
dhug wzorn (3), a zamiast log F (z~{-uf) stopnie wedlug okredlenia; to do-
prowadzi z latwoscis do wzorn (3). Wzér (3) otrzymuje w podobny spo-
sob, zastgpujge réznice A» przez dv i zamiast logarytmu wprowadzajac sto-
pnie nieskoiiczenie male.

Warszawa, w maju 1894,
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0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH CZASTKO-
WYCH 0GOLNYCH RZEDU 1-go.

PRZEZ

A. J. STODOEKIEWICZA.

‘W pracy niniejszej zamierzam wylozyé nowy sposib calkowania réwnait
rézniezkowych czgstkowych ogélnych, w ktérych pochodne czastkowe zwig-
zane s3 tak pomigdzy sobs, jak i ze wszystkiemi zmiennemi, grupa dzialai
wymiernych. Takiego ksztaltn réwnania rozniczkowe majs najwazniej-
sze zastosowania w zagadnieniach fizyki i mechaniki. Sposéb mdj przedsta-
wia tg dogodnodé, ze wymaga zawsze tylko jednej kwadratury. Opréez tego
metoda calkowania, ponizej wylozona, wykazuje jeszeze t¢ wlasnosé calek
zupelnych réwnai rézniczkowych czastkowyeh 1), ze liczba stalych dowolnych
moze byé zawsze, wedlng npodobania, powiekszang, co, jak mi sie zdaje, nie
jest objete, ani przewidywane w teoryach Lagrange’a i Jacobi’ego 2).
‘Wiasnosé wzmiankowang niejednokrotnie spostrzegalem przy calkowaniu pe-
wnych réwnah rézniczkowych czastkowych rzedu 2-go, ito naprowadzilo
mnie na mysl, ze wlasnosé podobna musi byé wspdlna dla wszystkich réwnan
rézniczkowych czastkowych.

Ksaztalt ogélny rownan rézniczkowych czgstkowych rzedu I-go mozna
napisaé tak:

1) Calkg nazywamy taks funkeys n zmiennych niezaleznych in, lub wigeej, stalych
dowolnych, ktéra zamienia dane rownanie rdzniczkowe na toisamoéé. (Przyp. antora).
%) Poréwn. artykut nastepny (Red.).
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2z oz 2

F('z“xg,...,m,,@:—l, %,---,g:;)=0, 1)

gdzie @, @, ..., ¥, 53 zmienne niezalezne, a = oznacza zmienng zalezng,
‘Wiemy, ze rézniczks zupelna jest

dx ax o
4Lr=éac—ldwl—}—é§2—dm2—}—...—{—a;c&m; 2)

Jjezeli za§ przyjmiemy unzywane zwykle oznaczenia:

23]

/s

== P,
natenczas bedziemy mieli z (2):
dr = p, dry +-py day 4. . A py diw, 3)
oraz z réwnania (1)
F (mli Ty s«

"aw%!plwpﬁa"'apu)":o' (4)

Réwnanie (3) powinno by¢ koniecznie dokladne, czyli Wspélezynniki pr -

muszg czyni€¢ zado§é warmnkom

s 2Pk

3z, dwy

. @

=1,2...,n). (5)

Zajmiemy sig tu takim przypadkiem, gdy w réwnaniu (4) symbol F wy-
obraza tylko funkeys wymierng wszystkich ilodci =, p:. Zagadnienie nasze
wypowiemy tak:

Jezeli wjakikolwiekbadZ sposéb znajdziemy =
funkeyjogolnych p,, zamieniajacych na tozsamosei
réwnania (4) oraz wszystkie rownania (5), natenczas,
wykonywajgc kwadrature réwnania doktadnego (3),
otrzymamy calke szukana réwnania (1). Zagadnienie to
mozna rozwigzaé najrozmaitszemi sposobami.

Jest, wedtug mego zdania, rzecza godng wielkie] wagi to, ze wszystkie
funkeye p; , czynigee zadose wyzej oméwionym warnnkom, mozna latwo od-
nalezé na drodze czysto algebraicznej, bez zadnych catkowan; jezeli tylko,
jak powiedzieliémy wyzej, réwnanie (4) oprécz funkeyj wymiernych, albo wy-
kladniczych, innyeh funkeyj weale nie zawiera. Dowiedziemy najprzdd twier-
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dzenia, ze ukiad réownan (5) rozwigzuje sig zawsze przez
funkeyé wymiernei wykladnicze z upodobang liczbs
stalych dowolnych. Aby tego dowiese, dajmy:

o . o o .
LA e e ol 0 e ol P R T T o B B

bipofibypafi .. -+bz‘,u$£i+bi,n+1$§i~lmg S e NEEE

R 33 k3 ~1 s’
O B A a8 =+ - Qi A Gy 25 2y e @B iy gy

Bya by s B o i Dina 255 20y - Bygugs B2 Ty g

gdzie iloSel ay, bie, Grg, by, sy stals dowolne, a a;, Piy ary Pr Sa to naj-
wyzsze i dowolnie obrane potegi, ktore bedziemy nazywali stopniami wielo-
mianéw. Podstawiajac powyisze wartoSei na p;, pr w rownania (5) i ma-
Jac na uwadze tylko najwyisze potegi zmiennych, bedziemy mieli:

g 2. ) (@gpaszgi= ) — (s L) (B feshe=t = . .)

(b.‘,1 ‘1”?2‘ + ...... )2 (7)
_(bm e ) (arg o i L) — (g 2% L) (B P zft . ) .
- (bk,‘l .'1‘)19& ’—}- ...... )2

Jezeli uwolnimy réwnania (7) od mianownikéw, natenczas zauwazymy
latwo, ze, aby po obu stronach znaku réwnosci byly wielomiany jednakowego
stopnia, koniecznym jest warnuek, aby sumy wykladnikéw najwyzszych poteg
byty pomigdzy sobg réwne, to jest:

Bit+a—1428 =8 +u—14 286,
czyli )
a; 4+ Br = ar + B, GE=%2. ... 8)
Uwolniwszy réwnania (7) od mianownikéw, po wykonanin wskazanych
mnozef, przyréwnywamy wzajemnie wspéiczynniki przy wyrazach pedobnych
i tym sposobem zamieniamy z Yatwodeia réwnania (7) na toZsamosci. Ocz.yt
wista, zamiast funkeyj wymiernych ulamkowych mozemy takze braé mniej
ogolne funkeye calkowite z nieograniczong liczba stalyeh dowolnych.
Dla dowiedzenia tego, Zze uklad réwnan (5) moina rozwigzz}é takze
przez funkeye wykladnicze z upodobang liczbg stalych dowolnych, dajmy

Pie= (Z)m.’ci—}—b;’gfzg—}-...+11,',-n$;+b:}n+‘l$§—lm2+'"+b'ro)ef(a:“zn’"';s'}

i=152...,1%,

Prace matem.-fizyezne, T. V. 3

©)

©)
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gdzie b:: sg stale dowolne, s oznacza najwyzszg potege zmiennych., Wy-
ktadnik / (@, To - - - , T4) jest dla wszystkich funkeyj p: jednakowy:

F @y @ayeens @) =a; 2] aga5-4...

ceeF @ B G BT Xy A G T Ty L

ilosci & sg to pewne stale dowolne.
Podstawiajgc wartosci na p; (9) w réwnania (5) i majac na uwadze
tylko najwyzsze potegi zmiennych, bedziemy mieli

Gipsit -2y & - Gaaf bzt L) (vt L) @
=(bk,,~sm§.—’—[—...)ef—{—(b;mwi—f«b;-,gxg—}—...) (a,zmg—‘-l—“. ) e

Po skréceniu ostatniego rownania przez ¢/ i po wykonaniu wszystkich
wskazanych mnozen, zauwazZymy latwo, ze wielomiany po obu stronach zna-
ku réwnosci beda zawsze jednakowego stopmia. Nastepnie, przyréwnywa-
jac wspélezynniki przy wyrazach podobnych, zamienimy wszystkie réwnania
(10) na tozsamosci.

7 tego, co dowiedliémy powyzej, mozna wywnioskowaé, ze sumy funk-
cyj wymiernych utamkowych lub catkowitych, oraz funkeyj wykladniczych
ksztaltu (9) mogg byé podobniez rozwigzaniami ukladu (5). Wszelkie funk-
eye dowolne funkeyj wymiernych (6) lub wykladniczych (9) moga byé ri-
wniez rozwiazaniami nkladu (5).

Poniewaz warunki (8) przedstawiaja nam n—1 réwnai nieoznaczouyech,
a liczba stalych dowolnych w funkeyach p; jest weding upodobania nieogra-
niczong, mozna wiee bedzie dobraé tak liezby a:, f:, ax, B i stale dowolne
@;x, bz, Ze 1 rownanie (4) zamieni sie na tozsamosé.

W tym celu, nalezy tylko wyrugowaé z rownania (4) wszystkie funkeye
p; przy pomocy réwnah (6) lub (9) i po uwolnieniu od mianownikéw przyré-
wnaé do zera wszystkie wspélezynniki,

Postepowanie opisane objasnimy na przykladach:

1) Niechaj bedzie do calkowania réwnanie

(10)

z—i;(z—jz+zfz)+w~3y~)—z=o. 1
Oznaczmy
u 2 du
il <0 @zl’a: 3z = P>
natenczas bedzie
du=yp, dz—p. &y +p, dz, . (12)

gdzie
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ap: Oy
E{E—,;- = 3‘_.12,-’ GHE=1,23; n=, f=y. 2y =23 (13)

Réwnanie (11) mozemy napisaé tak
zZ(z+y)ps 0 +p) +4=0. (14)

Odnalezienie funkeyj py , p», p5, zamieniajacych na tozsamosei réwna-
nia (13) i (14), jest rzeczg bardzo latws i moze byé wykonane najrozmaitsze-
mi sposobami.

Najproseiej bedzie przyjad

=aPtaytewtaztayta

¥ z+y !
bya® by by b, x4 by -+ b
== ) \
2 Ly . , (15)
_ 1
2’3—51
gdzie ay, @, . . ., GG, by, By, o o, By, ¢ 52 stale dowolne.

Podstawiajae wartosei (15) w rownanie (14), otrzymamy
(y4+0:) 2* 4 (a4 8y) 2 4 (G +8;) 2y - (a,+8,) 2+ (a5+85) ¥
4 b A de=0.
Przyréwnawszy do zera wszystkie wspdlezynniki, bedziemy mieli
bh=—a, h=—ay, b=—a, h=—a, bj=—a,
by = — a; — 4c.

TUwzgledniajge te ostatnie zwiszki, podstawiamy wartoel (15) w ré-
wnania (13) i latwo otrzymujemy

(24+y) (20, y+0; z+0a5) — (@ 23+a, y*+a; 2y-+a, 210, y+a,)
(z+y)*

_ (z+y) (—2a; £~ y—a,) + (0, 2240, Yoy vy +a, z+ay y+a,+4c) R
B z+y)?

Jezeli za$ poréwnamy wspolezynniki przy wyrazach podobnych osta-
tniego réwnania, otrzymamy:

Gg=— Gy, G=105, G=—20. a3=0.
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Widzimy wiee, ze ksztalt funkeyj p,, s, p; bedzie taki

a; (2*—y?) + a, (z+y) —2¢

1"1 = «1‘—{—!/ 1

=y (@ —y® — a, (z-ty) — 2¢

Py= Ty .
1

b=

[
‘Wskatek tego, rownanie (12) bedzie miato ksztalt

a(e?—yPitalaty)—20 . ay(@®—yaz+y)H2e
du = doz L]
z+y Tty

dy 4 E{— de .

Pozostaje nam tylko wykona¢ kwadrature powyzszego rownania dokla-
dnego. Po calkowaniu bedziemy mieli

ot

Uttty = = oy (r—y)* + 4, (x—y) — 20 log (z+y) + 71~ log z, (16)

gdzie a,, a,, a,, ¢ sg stale dowolne.

Liczba statych dowolnyeh w calce zupelnej (16) moze byé wedtug upo-
dobania powigkszong, gdyz w wielomianach (15) przyjeliSmy dla ulatwienia
rachunkow prosty ksztalt ogélny funkcyj wymiernych 2-go stopnia. Mozna-
by jednak bylo réwnie dobrze napisa¢ wielomiany 3-go, 4-go lub jakiego-
kolwiek stopuia itym sposobem stalych dowolnych . wprowadzilibysmy do
calki zupelnej tyle, ile sie podoba.

2) Niechaj bedzie réwnanie

2u ou 2u u\?
e 3z o g2 — | — -] L1 =
@y —i—z;az-r(zﬂly)am.ay ac(a:) -1=0.

Uzywajac podobnych, jak poprzednio, oznaczen, zamiast ostatniego ré-
waania bedziemy mieli

(@ +y34e) py + Qe—y) py P F 2% F 1=0. (17)
Przyimujemy nastepnie:
p= . K ~E
ll—Avs 12—L= Pa*"sry

gdzie A oznacza wogdle wielomian o trzech zmiennych, m-go stopnia,
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N — wielomian n-go stopnia, K — wielomian %-go stopnia i t.d. Podsta-
wiwszy te wartodei na p; w réwnanie (17), po uwolnieniu od mianownikow,
otrzymamy )

(@343 +2) RSNL + (25—y?) S ME -+ & RINL + SNL=10. (18)

Dla liczb, wyobrazajacych stopnie wielomianéw, mamy, na zasadzie (8),
dwa warnunki:
mbl=n-k, m-fs=n-4r. (19)

Oprécz tego, majac na wwadze réwnanie {18), stopnie wielomiandéw mo-
zemy poddad jeszeze warunkom dodatkowym

3+rtst+ntl=2+2s+m-+k,
14 2r+n+l > 2s+n+tl,

- (20)
3+rtstntl > 14+2r+nt+l. J

Po rozwigzaniu ukiadu nieoznaczonego (19) (20) w liczbach calkowitych,
miedzy wieloma innemi odpowiedziami otrzymamy i takie

r=m=kr=2, s=np=l=1.

Widzimy wige, ze ksztalt wielomianéw bedzie nastepujgey:

M = a,2%-a,y*Fay2ta,zy-Hazrtayzae-t-ay-Haget-ag,
N = ba+by-tbyz+b, ,

K= clw?+c._-,y2—}—c,;H—wa—i—cﬂ:—]—(:syz—}-q9:—§—cby+fuz+v_:m ,

L = dyz-tdy-+dyztdy ,

R = Iyahyythy 2 hyay-hxe-Fhyathoa-hsy-Hhgstiao
8 = kyatrhay+ksz+k, .

Dalej, podstawiamy powyzsze wartosci wielomianéw W riwnanie _( 1?)
i, przyrownywajac do zera wszystkie wspdlczynniki, otrzymamy pewng ilosé
réwnan dla samych statych @, b, ¢, d, h, k. Dalsze zwiazki pomiedzy staZe:-
mi wyplyna z poréwnania wspéltezynnikow przy wyrazach podobnych ré-
wnan (5).

Ze wszystkich tych rownan nalezy odrzucié zwigzki zbyteczne, Wypt_?n
wajace w jakibadz sposéb z pozostalych réwnah, ktire powinny byé zupelnie
migdzy soba niezalezne. o

Gidyby liczba statyeh dowolnych a, b:, ¢, &, u, 7:,-. okazﬁala’ sig nlewy-
starczajaca, natenczas mogliby$my podwyzszyé stopnie wielomiandw.
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1‘=m=k=3, s=n=1=2

‘Wykonanie tych wszystkich rachunkéw zbyt powiekszyloby objetosé
niniejszego artykutu i z tego powodu w dalsze szczegély wehodzié nie be-
dziemy ).

Plock, w styczniu 1894 rokm.

') Postaram sig odeprzeé mozliwy zarzut nastepujacy. W wybranych przyktadach po-
toga ilosci p, nie praewyzsza 3-¢j. Pytanie, czy bedzie jednak mozebnem podobne TOZWig~
zanie, jezeli wykladnik poteg przewyzszy liczhe 4 Tak naprzyklad:

F=Ap+Bppy+ Cpy+ D=0, (a)

gdzie flodel py, p, oznaczajy pochodne czgstkowe; A, B, C, D pewne state. Dajmy, ze p,
Jest funkeys wymiemns zmiennychize ksztalt jej obieramy w postaci wielomianu. Gdy-
byémy zecheieli powyisze réwnanie rozwiszad wzgledem ilofei p;, to wiadomem jest, ze p,
nie bedzie juz weale funkeys wymierna. Zarzut ten, pozornie stuszny, daje sie latwo
obali¢ tak: Jedno réwnanie pomigdzy dwiema iloSciami Py, Py jest nieoznaczone i posiada
nieskofi ie wiele r itych rozwigzaf; mozna wige zawsze dla p, i Py Wybraé takie
funkeye wymierne, ze réwnanic dane zamieni 8ig na tozsamosé. W tym celu dajmy

_ M _ P
Pr== g Py = a
gdzie M jest wielomian algebraiczny stopnia m, N wislomian stopnia n, P stopnia p i Q sto-
puia . Podstawiajac powyisze wartosei p; w réwnanie (a), bedziemy mieli
AMS Q + BMN'P 4 ONoP -+ DNQ=0.
Dia stopni wielomianéw mamy warunki:
miq=ntp
Smtg=mtbnfp=Sutp=>5ntq. ®)

‘Warunkom napisanym zawsze nezynié mozns zadosé, przyjmujsc m= n, tudziez
p=49, glzie mip sy jakiekolwiek liczhy calkowite.

Gdyby 4, B, O, D byly funkeye wymierne zmiennyeh, toiw tym przypadkn spo-
86b powyzszego rozumowania pozostalby bez zmiany i tylko zamiast dwoeh warnnkow z po-
migdzy (b) moglibysmy napisaé dwie nierswnosci tak, jak postapiliémy w przyktadzie II-im.
(Przypisek autors). )

i oprécz tego
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(Z powodu artykuiu p. Stodétkiewicza).

S. DICKSTEINA.

1. Wedlug Lagrange'a zcatkowaé réwnanie rézniczkowe czastko-
we rzedu 1-go:
F(2 % B) oo @ny Py Py oo+ D) 1

i j jennyech niezaleznych @y, ®s, . . . Znj P1y Ps - - - Pn 58
%S(Zﬂllidznégsittgnfku;i%:;?l Wzgslrgdem ka.zdejyz tych zmie‘m?ych, Znaczy: zgalez'é
taks funkeya o (2; @, . . - &), Ktra podstawiona wmiejsce z W réwnanie (1),
Zamlegl: (J:?) 11;? tlo)ziilillgzzépuja[cy sposéb sformutowat to -zagz.idnienie:

»Szukamy ilofci Py, P - - - Pn, jako takich funkey] zmiennych, aby wy-
razenie |
py Aoy s G2y -+ . D 0 (2) 3

ik tr. 238 i dalsze.
Y i, Vortesungen itber Dynamik, 31-e Vorle‘sung, str. 2 ]
’j i:izl{)? zaklada, 'Lrg;} w réwnaniu (1) nie zachodzi wyraZnie funkcya: z; leez s;m;
domo, e za pomocs tatwego przeksztatuenia kazde rownanie (1) do tej postaci sprowadzl

mozna.
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