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L1, @0, ..., @D

(,2), 2.2, ..., 322 |,

*

1, 2m), (2, 20), ..., @n,2n) |

w takim razie minor wyznacznika 4; wzgledem elementt 41 pierwszej
kolumny jest nieréwny zeru (twierdz. VIl).. N . '
Stad wynika Ze ostatnie rownanie (8) jest wynikiem niezaleznych 2n

pierwszych rownai:

o oz, Loy, Tyl g
Xl?)i—}‘&égl‘l_'”—rx'"ﬂ a_yl )
2 27
. 2z el
@0 5!+ @D - @l D == =0,
om) B2, am) 2 L (onl, 2) o g,
(1, 20) 7y + @2 ’ E

7 ostatnich 2n - 1 réwnan liniowych i niejednorodnych mozemy oznaczyé

wszystkie pochodne %—’— (i=1,2,...,2n+1). Calkujsc otrzymane 2n+1
L 3 » . .

réwnah rézniczkowych zwyczajnych, otrzymamy, jak powiedziano w para-

grafie 1, zadany wzor przeksztalcenia:

Ty = @y (yly Yag o vy Yonti)s

2%y = g (Y15 Yo -+ » Yend1)y -+ + o Tons == Qants (Yuy Yas v+ - Yont1),

ktéry dane wyrazenie rézniczkowe o nieparzyste] liczbie‘ zmie’nnych nie-
zaleznych w tym przypadku, gdy wyznacznik jego A; nie jest réwny zerw,
sprowadza do postaci prostszej:

dy, + Yo dys + o A Ve W,
gdzie ¥,, ¥, ..., Yo, Die zawieraja zmiennej niezaleznej y;.

(Dokotficzenie nastapi).

Odesa, w listopadzie, 1896 r.

0 CALKOWANIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH
CZASTKOWYCH WEDEUG AMPEREA I DARBOUX.

T. RUDZKI

Niniejsza praca ma za zadanie zestawié badania Ampére’a ) w dzie-
dzinle réwnan rézmiczkowych 2-go stopnia z pracami nowszych mate-
matykow, giéwnie za§ z teorya calkowania p. Darboux ?), ktéra od
roku 1870 stanowi najwazniejsze dopelnienie klasycznych rozpraw A mp é-
re’ai Monge'a. Niewatpliwie geometryezne zagadnienia byly glownag
i najpierwszg pobudka w kierunkn badania réwnan czastkowych, dlatego
tez pierwsze odkrycia Eulera i Monge’a na tem polu dotyeza teoryi
powierzchni.

Metoda Eulera polegala gléwnie na sumowaniu szeregéw nieskon-
czonych; Mo n g e korzystal ze szezegdlnem upodobaniem z wlasnosei cha-
rakterystyk geometrycznyeh3), nalezacyeh do powierzehni catkowych dane-
go réwnania; Ampeére za$ doprowadzit w dwich rozprawach, drukowa-
nych w czasopismie ,Journal de I'Ecole polytechnigue® ¢), teorye calkowania
réwnania:

1) Journal de 'Ecole polytechnique, Cah. 17, 18.

%) Journal de 'Eeole normale, r. 1870, tiomaczenie niemieckie'w podreczniku: Man*
sioun, Partielle Differentialgleichungen, Berlin, 1892.

3 Patrz ,Prace mat.~fiz,, t. VII: S. Lie, ROw. rozn. czastk., § =

Y} Zeszyt 17, 18.
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o)) Hr 4+ 2 ks - Li + M+ N (rt—s") = 0,

do takiego stopnia doskonalosci, ze nowsi badacze dopiero w ostatnich cza-
sach zdolali gtebiej wnikngé wistote tego zagadnienia.
Metoda p. Darboux polega na znajdowanin catek ksztaltu:

. g
(2) By (2, Y2, - 2qx) = stada; 2, = Fom e
czynigeych zadosé rownaniom rézniczkowym charakterystyk, t.j. na okre-
Slanin fonkeyj niezmiennych &; wzduz charakterystyk danego réwnania.
Metoda powyzsza stosuje sie zardwno do réwnan czastkowych 2-go
rzeda ksztaltu ogdlnego:

(I) f (66', Ys &, Ps (lf ¥y S5, t) = 07

jak i do réwnan wyzszych rzedow.

Poréwnywajac ja z metoda poprzednia, antor staral sig da¢ odpowieds
na nastepujace pytania:

1) Czy mozna znalesé 1 A m p ér e’a flady rownai (2), ktéreby za-
wieraly, procz pochodnyeh 1-go stopnia p, ¢ zmiennej zaleznej, pochodne
wyzszych stopni 7, s, ¢, . ..

2) Jakie pomysly Ampére'a zostaly spozytkowane w pracy p.
Darboux iwjakim stopnin?.

Ampére zbadal w swej rozprawie tylko rownania czgstkowe, zawie-
rajace dwie zmienne niezalezne x, ¥ i jedne zmienng zaleing z. Stosownie do
tego oznaczamy pochodne czgstkowe niewiadomej funkeyi 2 :

1) Wyjasnieniu tych pytad, postawionyeh autorowi przez prof. Lie w Lipsku, po-
§wigcona jest rozprawa inauguracyjna p. t. ,Ueber Ampéres u. Darboux’s Integra-
tionstheorien der partiellen Differentialgleichungen 2, 0%, ktérej streszezeniem jest niniej-
sza praca. Préez tego autor podaje w wyzej wymienionej rozprawie: pewne wiasnosei catek
(2). dowodzenia twierdzefi p. D arboux, oraz streszeza prace kilku innych badaczy, ty-
czace sig catkowania rownaii czastkowych. Wreszcie podaje tak zmodyfikowang metode
Ampérea, aby sig taz dala zastosowaé do calkowania réwnaii czgstkowyeh wyzszych sto-
poi. Co za$ do stownictwa, uwazal za stosowne trzymad sig uzytego przez prof. Zoraw-
skiego wttomaczonym przez niego artykule prof. Lie’go ,Zur allgemeinen Theorie der
partiellen Differentialgleichungen, 2. 0%, Leip. Ber.. 1895 (p. ,.Prace mat.~fiz., t. VII, str. 69).
Imszeniecki-bardzo udatnie i przystepnie strescit trudne do zrozumienia teorye
Ampérea (Grunerts Archiv gte. Jahr. 70 uebersetzt v. Hoiiel, r6éwniez Man-
sion, Partielle Dfzgl. ete.. Berlin, 1892) i uzupelnit je w niektérych szezegéiach, mia~
nowicie we wzgledzie metody przemieniania statych dowolnych i catkowania pomocniezyeh
nktaddw rownaf czgstkowyeh 1-go rzedu, co zresztg przed nim uskutecznit byt Bour.

W niniejszem streszezenin autor podaje w kr6tkosei tylko, te teorye Ampére’a,
ktre tenze hezposrednio stosuje przy catkowaniu, po zatem za$ powoluje sie na wyzej
przytoczone prace Imszenieckiego i S Lie'go. )
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2z @z oty
dx’ 2yt Gy oy

w skriceniu za pomoca dwéch wskaznikow, tak, ze:

ik
dicy: 0y:z

=z

pochodne zas plerwszego i drugiego rzedu sposobem, przyjetym w geometryi:

1.

our

Ampére’a teorya catek réwnar czgstkowych.

Wediug Ampére’a, catka ogdélna') réwnania czgstkowego sklada
sig z rownain, ktére, jako wynik rozniezkowania, powtarzanego nieograni-
czong ilosé razy, daja tylko takie zwigzki pomiedzy zmiennemi z, y, ¢ iich
pochednemi, ktore tg samg droga mozna otrzymaé z danego réwnania, czyli
inaczej: calka ogdlna jest rownowaznikiem danego réwnania i wszyst-
kich tyeh, ktére mozna z niego wyprowadzié. -

Tymezasem, wedlug prof. Liie’go?) powyzsze okredlenie jest biedne,
o ile ma wyrazaé warunek dostateczny, aby dana catka byla ogélng.

Tak np. w réwnaniun:

v TP AR

a?

z danej powierzehni calkowej o wiadomych liniach geodezyjnych mozna
otrzymaé za pomoca Stopniowych kwadratur uklad powierzchni, ktére czy-
nig zadosé li tylko powyZszemu rownanin, pomimo, iz catka ogélna obejmuje
jeszeze inne uklady powierzchni.

) Ampére, Cah. 17, str. 549,550. Imschenetsky. §1. 4
2) 8. Lie: Norvegisches Archiv. Tom V. str. 518.
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Calka szczegolng (intégrale particuliére) nazywa Ampére
catke, z ktorej mozna wyprowadzié zwigzki migdzy zmiennemi i pochodnemi,
nie wynikajgee z danego réwnania. Oprécz tego Ampére odrézniat)
calki, zawierajgce tak zw. kwadratury czgstkowe, oraz calki
pierwszej klasy, wzaleznosci od tego, czy zawierajg one funkeye do-
wolne pod znakiem calki, czy sg od tych funkeyj wolne. Z malym wyjat-
kiem stosujg sig twierdzenia, ktérych dowodzi A mpére, do réwnan, na-
lezgeych do 1-ej klasy, t. j. posiadajacych calkg ogdlng w formie skoiczonej
i bez kwadratur czastkowych.

Pod tym wzgledem réwnania czastkowe 2-go rzedu réznig sie znacznie
od réwnan 1-go rzedu, gdyz nie dozwalaja na ogdlng teorys catkowania, jaka
istnieje dla tych ostatnich. Wskutek tego nalezy robi¢ pewne ograniczenia,
charakteryzujgce wirdd wszystkich réwnan 2-go rzedu pewns szczegilng
ich kategorye. .

Pierwsze z twierdzet A mp ér e’a?) okresla liczbg niezaleznych fun-
keyj dowolnych, zawartych w calce ogélnej; liczha ta, jak wiadomo, réwna
sig rzgdowi m danego réwnania. Pozostale funkcye dowolne otrzymujg sie
z m powyzszych za pomocg calkowania lub vézniczkowania. Jezeli zatem
ograniczymy sie®) na réwnaniach 2-go rzedu, ktérych calka ogolna 1-ej
klasy sklada sie z trzech réwnai, to te réwnania beda zawieraly dwie nowe
zmienne niezalezne « i 8, bedace argumentami funkeyj dowolnych w calce.
]tVytZe;jt wspomniane réwnania beds mialy zatem, wedlug Ampére’a—
ksztalt :

1 Vi |2, 9,2, $a), @’(a)..,.,]z(a) D(a) da,. .., Y’ﬁ,...,{‘y(a) Y’(ﬂ)dﬂ_‘,) =0,

k=1,2,8,...

A_toli, wedlug, p. M. L e v y ¥), przypuszczenie to nie sprawdza sig we wszyst-
kich ?rzypadkach; w ogblnodei bowiem zaleznos$é funkeyi dowolnej 4 (a) od
nowej funkeyi & (o) wyraza sie réwnaniem:

| 5 AP & dy

9
@) Ul B s oo g oo =0,

i tylko pozostate funkeye dowolne tego samego argumentu « otrzymujg sie

1) Cah. 17, str. 548,
- %) Cah. 17, str. 583/6.
3) Cah. 18, str, 59.

4} Comptes Rendus. Roeznik 1872, str. 1094,

icm®
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z @ {a) i y(e) za pomoca réiniczkowania lub calkowania. Zauwazyé je-
dnak nalezy, ze p. Levy dotychezas nie oglosit drnkiem dowodu swego
twierdzenia. )

§ 2

4

Pochodue finkeyi niewiadomej 2!) mozna otrzymaé z calki ogdlnej
1-ej klasy danego réwnania, rézniczkujac je I rugujac argumenty ai g

Obliczone W ten sposob pochodne dzieli Ampére na dwie kate-
gorye %):

1) Pochodne, w ktére wehodza li tylko funkeye dowolne, zawarte
w calce ogolnej; te Ampére nazywa jednorodnemi (homogéns)
z catka ogdlng.

2) Pochodne, zawierajace nowe funkcye dowolne; te ostatnie A m-
pére zwie réznorodnemi z catky (heterogéne); przytem zauwazyé

‘nalezy, ze jednorodno§é lub réznorodnosé moze sig odnosié do jednego argu-

mentu a lub g lub obydwoeh (ai B).

Opierajac sig na powyiszych okresleniach, mozna rezultaty otrzymane
przez A mp ére’a’?) wypowiedzieé w nastepujgcy sposob:

1) Jezeli piq sg niejednorodne z calky ogélng danego réwnania, to
wszystkie pozostale pochodne s3 tego samego rodzaju.

9) Jednorodnosé lub réznorodnosé zachodzg jednoczesnie dla wszyst-
kich pochodnych tegoz samego rzedu.

3) Liczba nowych funkeyj dowolnych wzrasta zawsze o jednosé, po-
czynajac od rzedu, w ktérym pochodne przestaly by¢ jednorodnemi z calky
ogblng.

4) Jezeli pochodne najwyiszego rzedu w danem rownaniu sa jednoro-
dne z calks, to wszystkie pochodne, zawarte w réwnanin, majg tez sama
wiasnosé.

Uwaga Powyzsze twierdzenia ulegaja zmianom w przypadku, kiedy
argnmenty o (lub g) redukujg sig do funkeyj jednej zmiennej (z lub y).

Cah. 17, str. 50T,
Cal. 17, str. 578.
Cah, 17, str. 579.
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Monge'a teorya charakterystyk.

Mon ge wprowadzil do teoryi réwnan czgstkowyeh nowe zasadnicze
pojecie t. zw. charakterystyk, t. j. krzywych, ktore, zmieniajgc
ksztalt i polozenie w przestrzeni, tworza swym ruchem powierzehnie calko-
we danego réwnania, wskutek czego kazda z tych powierzehni mozna uwa-
zaé jako ukiad oo! charakterystyk.

W przypadku rownan 2-go rzedn!) przyjmuje Mo n g e, ze jezeli dwie
powierzchnie catkowe maja wspélng charakterystyke, to muszg sie one sty-
ka¢ we wszystkich jej punktach, co znaczy, ze pochedne piqg dla wspélnych
punktéw maja jednakie wartosei, pochodne zad 7, s, ¢ pozostajg nieo-
Znaczone.

Poniewaz jednak nie wszystkie réwnania rzgdu 2-go posiadajg tg osta-
tnig wlasnosé, wynika wige, ze okreslenie M on g ¢’a obejmuje tylko pewna
kategorye tych rownan; mianowicie w og6lnym przypadku dwie powierzch-
nie calkowe, ktore sig stykajy wzdluz jednej 1 tej samej charakterystyki sa
zZe sobg dcisle styczne, t. j. wartosei 7, s, ¢, wadlnz tej krzywej sa sobie row-
ne dla obu powierzchni. Wedlug p. Goursat %) dane réwnanie ma w tym
razie charvakterystyki 8-go rz gdu (2-d ovdre); w szczegdlnym
zas przypadku, kiedy dwie powierzchnie majg wazdluz danej charakterystyki
stycznosé 1-go rzedn p. Goursat nazywa te ostatnig — charakterystyka
l1-go rzedu (du premier ordre) ). Do réwnan czastkowych 2-go rzedu,
ktére mogyg mie¢ charakterystyki 1-go rzgdu, nalezg przedewszystkiem te,
ktére majg catke posrednia 1-go rzedu (intégrale intermédiaire) z dwiema
statemi dowolnemi:

(3) (2,9, 2, p, q. a,b)=0;

i naodwrét, jezeli dane réwnanie posiada catke pogrednia, to powierzchnie
catkowe musza koniecznie, wedlug p. Goursat, mie¢ charakterystyki
1-go rzedu.

Azeby zatem znale$é rownanie rézniczkowe charakterystyk 1-go (w ra-
zie, jezeli one istnieja), trzeba postawié za warnnek, by uklad réwnan:

Y Applications de 'analyse a la géométrie, 1880, V.ed. par Liouville, str. T4, str. 234.

%) Acta Mathematica, XIX, rok 1895. Sur une classe d’équations anx derivées par-
tielles du 2-d ordre et sur la theorie des intégrales intermédiaires.

%) To samo stosuje sig do roéwnai n-tego rzgdu, ktérych charakterystyki 83 wogbl-

noei n-tego rzedu, w szezegdlnym wypadkn atoli, jeseli powierzchnie caltkowe, przecho-

dzgce przez nie, maja stycznngé m-tego rzedu sg one m-tego rzedu

icm

_ O CALKOWANIU ROWNAN CZASTEOWYCH. 105

Fay, zp, g8, 1)

S (4) Ap = r da s dy,

dy == s dow - ¢ dy,

nie dawal dla pochodayceh », s, ¢ oznaczonyeh wartodei, t. j. aby wyznaeznik
fankeyjoy tych réwpan wzgledem 7, s, #:

4 D= 2 {7, dp, dg)
T s D

by? identycznie rowny zeru.
W istocie réwnanie, otrzymane tym sposobem, jak okazal Mo n gel,
jest identyczne z wzorem dla charakterystyk:

e 2
(5) o dy? — % dy dx —% dr* =0,

A
<
oy 2

chociaz ten estatni okregla je dla wszystkich réwnaii 2 go rzedu.

Jezeli wartosei dwoel jakiehkolwiek pochodnyeh (np. 7 is) 2-go rzedu
wyznaczymy z 2-ch ostatnich réwnan (4) i podstawimy w pierwsze, to po
aporzgdkowanin wedtug poteg trzeciej pochodnej ¢, otrzymamy réwnanie:

) P+ QU+ R+, =0,

w ktbrem wszystkie spétezynniki przy ¢ nie zawierajg pochodnych 2-go sto-
pnia 7, s, ¢ i powinny byé réwne zeru.

Stad wynika szereg warunkéw, sprawdzajacych sie tylko wtedy,
jezeli charakterystyki danego rownania s 3 I-.go rzedu Zpo-
wyiszego wynika, ze M on g e wprowadzil Dojecie charakterystyk tylko dla
réwnaf czastkowych, ktire maja calki posrednie 1-go rzedu:

92,y 2.0, 9, 6,8 = 0.

Précz tego okazal M on g e, ze wair, okreslajgey charakterystyki (5), moze
byé zawsze otrzymany i nzyty do calkowania dalego réwnania.

1) Applicatious ete., str. 75.
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§ 4.

Rozszerzenia pojecia charakterystyk na réwnania stopni wyzszych do-
konal Ampére?). Pokazal on mianowicie, ze wielomian:

_ 3 (B of ( oy ),,_1 o
©) = Bz (3—%') + 2p—1.1 \OX +oot T
2 . . A
w ktérym pochodna 'é% wzigta jest przy zalozenin:

a = stalej,
a z okreslone zostalo przez nowe zmienne niezalezne i, a, zapomoca WZOrdw:

a= g (z,Y)

EK.:Q},

M

zawsze musi byé otrzymany przy kazdem, powtarzanem dowolug liczbe razy,
rozniczkowanin danego réwnania n-tego rzedu:

(II) F (32, Y 2059 -« Zip) == 0.
W kazdem z otrzymanych réwnah:
F, =0,
ukladu:
. ar aF, AdF
—=Fh=0—-=F=0..., =F=10,
(11" = R=0,—1=F, 0 7 )

wielomian (6) miesci sig w wyrazie, zawierajgeym pochodne:

(8) Zo,n—'[-h 30,n+2) ey Bouthy oo

Poniewaz poechodne pewnego rzedu muszg zawieraé nowe funkcye dowolne
(8§ 2), nie znajdujaee sig ani w catce ogdlnej, ani w pochodnych niZszyc_h
1246w, zatem poczawszy od tego rzedu, funkeya 2 moze tylko wtedy czyni¢
zado§é rdwnaniom (I1), jezeli wielomian (6) réwna sig zeru:

4 Cah. 17, str. 90.

icm
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() ¢=0.

Z powyzszego widad, jak wielkg zalete stanowi wprowadzenie nowej zmien-
nej a, gdyz nawet jezeli réwnanie (II) nie nalezy do 1-ej k. Ampére'a,
mozna zawsze utworzyé wielomian (6) i wybraé na « takie wartosei, ktoreby
czynily zado$¢ rownaniu (6') i okreslaly tem samem charakterystyki, jako
uklad spélrzednych krzywolinivwych na powierzehniach calkowych.
Positkujae sig twierdzeniami, przytoczonemi w § 2, ofrzymuje A mp é-
re ') warunek, aby dane réwnanie miato pochodne n-tego rzedu jedmorodme
z calky ogolng. Mianowicie, za pomoca wzoriw (7) i wynikajgeego z nich
uktadu:
OZp 1t ( Y
i

(=3

- 3Zp—9 e
(.‘l) Zha—r = ) =2,

r+1 Lo e[SV
—m B e e 3] (53) Zany

r=1...,%),

moina wyrugowac z rownania (IT) wszystkie pochodne n-tego rzedu, z wy
jatkiem jednej z nich (np. zy,).
Wtedy otrzymamy réwnanie analogiczne do réwnania (5’ § 3):

(9 P + @ Zopn ‘i_ R Zow® '—f‘ o=,

w ktirem spélezynniki P, Q, B zawieraja tylko pochodue nizszych rzedéw.
Zatem, jezeli zy, jest niejednoredne z catkg ogélna i pochodnemi:

2,1 EFI<ny
natenczas z réwnan (9) wynika uklad:
(9" P=Q=RBR=...=0.

W szezegilnym przypadku rownain 2-go rzedu, rezultat powyzszy jest iden-
tyczny z zalozeniem M onge’a (§ 8) 1 moze byé sformulowany w nastepu-
jacy sposéb:

Jezeli pochodne 7, s, ¢ (Iub Zix) 83 jednorodne z catka ogélna, to dane

réwnznie czgstkowe 2-go (n-go) {‘zq_du posiada charakterystyki 2-go (n-go)
rzedu?); jezeli za$ sa niejednorodne, to posiada ono charakterystyki nizsze-
go rzedu.

1) Cah. 17, str. 607, 597.
%) Przytem bierzemy pod uwage szereg charakterystyk, odpowiadajacy danemn ar-
gumentowi a.
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Przypudémy, ze dane réwnanie 2-go rzedu zawiera pochodne 7, s, ¢
i wyznacznik:

7t — &%,

tytko w pierwszej potedze; w takim razie latwo okazaé, Ze sprowadza sie
ono przy stosowanin powyzszej metody do dwoeh réwnar:

P=Q=0,
z ktéryeh jedno jest identyczne z réwnaniem charakterystycznem (5):

G =0.

§ 5.
Ampérea teorya catkowania réwnan czgstkowych.

Roéwnania czastkowe 2-go rzedu dzielg sig wedlug Ampérea na
dwie kategorye, stosownie do tego, czy maja calke poSredmnig, lub tez
jej nie posiadaja. Niestety, Ampére uie okresla scifle, co nalezy rozu-
mie¢ przez calke posrednig (intégrale intermédiaire). I tak np.
(Cah. 17, str. 649) wyraza sig W ten sposéb:

»Je ne m’occuperai pas des intégrales et solutions particuliéres,
qu’on peut appeler intermédiaires et qui expriment les relations
entre les variables... et des derivées d’ordres inférieurs...“

Z powyzszych stéw wynika, ze rozwigzania posrednie (intermédiaires)
sg to rozwigzania szcezegolne, ktore oprécz zmiennych zawieraja pochodne
nizszyeh rzedéw (2, i+k<<n).

Ponizej jednak A mpére mowi o rozwigzaniach szezegdlnyeh (par-
ticuliéres) w sposob nastepujacy: ,les intégrales et les solutions particuliéres
en meme temps qu'elles etablissent ces relations entre les variables et leurs
dérivées en établissent d’antres etrangeres & la question.®

A zatem rozwigzania szczegélne nie dajs wszystkich powierzchni cal-
kowyeh danego réwnania.

Tak np. wedlug Amp ére’a, rownanie '):

(10 (r 4 pt)? = ¢* 7t

4 Cah. 18, str. 51.

icm
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posiada catke posrednig:

2 gtV + dp =y (g = VT + 1p),

przeciwnie za$ rownanie:

stanowli jego rozwigzanie szczegdlue i obejmuje tylko pewna czesé
jego powierzehni catkowych.

Pierwsze okreSlenie, jak widaé, udziela obu catkom ogélnosé tego sa-
mego stopnia, drugie zas, do pewnego stopnia, nie zgadza sie z pierwszem.

‘W rozdziale, poswigconym réwnaniom czgstkowym n-tego rzedu, A m-
p ére nie wzmiankuje weale o calkach posrednich; natomiast jeden ustep
w (Cah. 18, str. 71), nasuwa przypuszezenie, ze za catke poSrednis,
wedlug Ampérea, mozua uwazaé rowniez uklad dwoch calek:

Vi (2, y, 2, p, g, 7, 8, t) = stala, =12
czynigeych zado$é réwnaniom rézniczkowym charakterystyk.

Ponizej postaramy sie wykazaé, ze przypuszezenie to, zrobione przez
prof. Liie, ma za sobg znaczny stopien prawdopodobieristwa.

o

6
Ampére stosuje przedewszystkiem metodg?) swg do rownaf ksztattu:
(11) Hr + 2 Ks + Lt -+ M+ N (ri—s*) = 0,
w kidrem spélezynniki sg funkeyami wielkosci:
Zy Yy 2, Py 4

Dla eharakterystyk rownania (11), Ampére otrzymuje ukiad trzech row-

" 1) (ah. 18, str. 64.
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nai rozniczkowych 1-go rzedu, zawierajgeych cztery zmienne niezalesne, za-
tem o jedne wigeej, niz wynosi liczba réwnan.

Poniewaz metoda calkowania réwnania (11) wyltozona jest w wielu pod-
recznikach, przechodzimy zatem do jej nogdlnienia w przypadku, kiedy dane
16wnanie 2-go rzedu jest ksztaltu ogélnego:

(n fla,y 5pqrs t) =0

W Qah. 17 (str. 70) A mpér e szkicuje w kilku slowach 0w uogélniony
sposéb catkowania, ktory postaramy sie ponizej nzasadnic.

Wedlug A mpére’a sprowadzenie rownai czastkowyeh 2-go stopnia
do ukladéw, w ktérych znajduja sie tylko pochodne wzgledem jednej zmien-
nej niezaleznej i ktorych liczba jest o jedno$é mniejsza od liczby funkeyj nie-
wiadomyech, mozliwe jest nietylko dla réwnania (11) lecz réwniez i dla ogél-
niejszego réwnania (I), w razie, jezeli posiada ono catkg poSrednia; wtedy
mianowicie powyzszy uklad daje 2 calki:

Vi y z,p0,78 ) =4,

(12)
Vo (2, 9. 2,0, ¢ 758, 8) = yf.
ktore wedlug A mp ére’a otrzymaé mozna w nastepujacy sposob *):
.Za pomocg metody, wylozonej w jednym z poprzednich rozdzialéw,
otrzymuje sie dwa réwnania, w ktérych @iz sg zmiennemi niezaleznemi,

9
a ktére wskutek zmmiany znakn pierwiastku kwadratowego przy a—ilv przecho-

dza na dwa inne, zawierajgee z 1 § jako zmienne niezalezne“.

Nasuwajg sie tu dwa pytania:

1) o jakiej metodzie wspomina Ampére i

2) co w danym razie rozumie on przez catke posrednig.

Nalezy zauwazyé, ze w rozprawie A m p ér e’a mieszczg sie dwie me-
tody calkowania. Wedlug pierwszej (§ 4) trzeba utworzyé szereg réwnan:

() P=Q=R=...,

ktére nie sa w sprzecznosci ze sobg tylko wtedy, jezeli dane réwnanie, jak
wykazal Ampeére?), jest ksztattu (11), albo tez, jak dowiédt Bicklund?),
przedstawia w spélrzednych prostokgtnyeh 7, s, ¢, ukiad powierzchni prosto-
linjowych, ktéryeh stozek asymtotyczny wyraza sig rownaniem:

7t — s =0,
1) Cah. 18, str. 70.
?) Cah. 18, str. 46.
3y Mathematische Annalen, tom XTI, XIIL
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W obu wypadkach, jak wiadomo, pochodne r, s, £ s3 niejednoredne z catkg
0gélng rownania (I); poniewaz za§ Ampére jako ogélny przypadek do-
puszeza ich jednorodnosé, mozemy wiee stosowad tylko druga jego metode 1),

§T.
Wedlug tej ostatniej nalezy utworzyé szereg pochodnyeh réwnania (I)
wzgledem y:
9 3 of
(13) a—]; Zo5—1 -+ —.c;);* 211 8_]; Zyp 4 Bpa =10,
7n=1,2,3.

w ktérych R;_. jest suma wyrazow, niezaleznych od pochodnych rzedu
n-tego. Rugujac za pomocy wzoréw (7) z tych réwnan wszystkie pochodne
Zn 0procz jednej z nich (zy4) otrzymamy réwnanie:

(14) C. Zop—+ Si2 =0,

2 ktérego wynika, ze jesli catka rownania (I) nalezy do 1-ej klasy Amp é-
re'a, t.j. jezeli

(6 ’ c=0,

to i drugi wyraz w rownaniu (14) réwna sig zeru:
(14) ‘ Spz = 0.

Tym sposohem otrzymujemy uklad:

(147 C=0,8="0,...,8=>0,

ktéremu czynia zado$é wszystkie charakterystyki danego réwnania (I).
Ampére otrzymuje tylko plerwsze z réwnat (14') ), dodaje przytem je-
dnak, ze to ostatnie, rowniez jak i réwnanie (6'), pomoenem jest przy catko-

2
wanin, gdyz kazde z nich daje inng warto$¢ na a—z .

Y Cah. 17, str. 601.
%) Cah. 17, str. 603.
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‘Whprawdzie latwo bytoby w sposéb analogiczny zuzytkowad caly szereg
réwnan (14"), u Amp ére’a, jednak nie znajdujemy tego unogdlnienia.
Réwnania (14) wraz z wiadomemi wzorami:

2z;,1 i | 2y
(147 e = LT Eniky o
( 2) . - . 2%4+1 n-+2 . .
tworzg uktad 1) (2+2) 2(”+ ) réwnan niezaleznych z —3 4+ 2 zmien-

nemi:

Ly Yy By ooy Easy o v vy Sipne
Uktad ten dla kazdej dowolnie wybranej powierzehni walcowej,
(@) - y=p ().
zamienia sig na szereg rownan rézniczkowych zwyczajnych, ktfh'ego ?aﬂd
okreslajg wszystkie charakterystyki!), znajdujace sie na powx’erzchm (a).
Postepujac w powyzej wskazany sposéb, otrzymujemy w szczegdlnym pirzy-

padku wstgg charakterystycznych 2-go rzedu nastgpujacy nklad 6-cin raw-
nai rézniezkowych z ofmiu zmiennemi: x, y, 2, p, ¢, 7, 5, ¢
v o O o a . 3 L.
1) = ﬁdwé—}- a—sdx dy - 3 dy? = 0,

Tor L Lo Lo LR TP
)ity Tty tswtalm wam =0
of or | Of os | 8f ot _

DY

df __°f (°f %y 8f 3  ¥f of of ey,
3) %=@+@@+5%+aj)’+aqs+aram dsox ' 9t ox ’
2z oy
2
B) =15,

Poniewaz réwnanie (15°) ma w ogdlnosei dwa rézne migdzy sobg pierwiastki:

2y
%

dy
=y, g = iy,

%) wstegi charakterystyczne rzedu n-tego.

icm
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wige faktycznie mamy do czyuienia z 2-ma ukladami réwnan (15 (154—158,
z ktéryeh kazdy odpowiada Jjednemu szeregowi (4 lub B) oc! charakterystyk
na danej powierzehni calkowej.

Przy calkowaniu ukiadu (15B) mozna uwazad argument f za ilodé stata
poniewaz nie znajduje sig on w zadnem z rownan 115).

Oznaczmy zmienne Y & D, ¢ 7, 5, 1 dla ogilnosed 1 dla zaznaczenia ich
réwnowaznosei w nastepujacym rachunku, PrZeZ 34, 3033, -+, % 1 pray-
pusémy préez tego, ze uklad (158) posiada dwie catki:

>

(16) { Vo o 2, 7,8, 1) = j = stala,
VE (%, 4, 2, p, D7y 8 1) = ¥ (f) = stala.
W takim razie mozna wartos¢ i trzech Jjakichkolwiek ze zmiennych Wyzna-
czyél) z danego réwnania (Iyiz 16y
=1 ( 31 o0 350 30s By w0 (80D,
(17) Jo = 32(1: T TR S TP

35 3 (ooooar non omh
0raz za pomocy réznivzkowania powyzszyeh wartoSei znaledc pochodne:

23 O
2z ) =l2a

A - .
(18) —[% = X (x: Bes 350 360 32 @ (B), W' (B,

WartoSei (17, 18) czynig zadosé wszystkim charakterystykom szeregu (B),
jezeli w nich uwazaé argument £ za 1lo$¢ staly, oraz wszystkim powierzch-
niom, utworzonym przez charakterystyki (B), jezeli przemieniaé argument j3.

Przytem musimy funkeyi o nadaé postaé okreslong v,, by otrzymac
ktérgkolwiek z tych powierzehni.

Jezeli wreszcie wartosei na 3 (17, 18). w ktdéryeh przypuszezamy, ze
postaé funkeyi  zostala ustalong, podstawimy w réwnania nkladu (4), to
tem samem wydzielimy z posrid wszystkich utworzonych przez charaktery-
styki (B) powierzchni te, ktore rowniez mogy byé utworzone przez charakte-
rystyki szeregu (). :

Uklad (15.4) sklada sie z szescin réwnafi, z ktérych pieé jest od (15B)
niezaleznych, a poniewaz liczba funkeyj niewiadomych, 3, ..., 3 B, jest
réwniez rowna pigein, mamy wiec ukiad rownan rézniczkowyeh zZwyczajnych,
ktére mozna sprowadzié do ksztaltu:

) wedlug Ampérea trzech pochoduych r, s, 2

Prace Mat.-fiz,, t. VIIL

o
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. dox:
(1) Fo (@ dan - o230 B w (Bh v (8)
&4 dy, e _ B _ 4

Bl AR A I AR A S O

aé argument a za wielko$é

Przy calkowaniu tego wkladu winnismy uwaz
), v zad jako funkeye dana

stala (gdyz nie znajduie sig on W réwnaniach (19

i oznaczona.
Wartosel poczgtkowe zmiennych g, 35 -+ B, powinny czynié zadosé

danemu réwnaniu, a zmienne =, 3y, --.; in p winny dla z=ux, =g (a)
sprowadzaé sig do oznaczonych funkeyj argumentu a.

Przypusémy, ze 7z pigein réwnan catkowych danego uktadu (19) moze-
my wyrugowaé dwie zmienne, tak azeby pozostale trzy réwnania zawieraly
ilosel @, ¥, 2; otrzymujemy wiedy rownania:

(20) COFe@y s b (B) = T (@), =123,

czynigee zado$é danemu rownaniu (I).
Uktad (20) zawiera funkeye dowolne, ktére w ogélnosei mozna tak
okreglié, by dana powierzchnia catkowa przechodzita przez dowolnie wybra-
ng krzywg y = Y (¢), 2 = Z () 1 wzdluz niej dotykala danej powierzchni
rozwijalnej, zatem przedstawia on calke ogblng danego réwnania.

§8.

Powyiszy rachunek nie daje sig przeprowadzié przy zatozeniu, zrobio:
nem przez Ampérea (§7); Ampeére mianowicie przypuszcza, ze po-
chodne 7, s, ¢ mozna wyznaczyé z rownai (I, 16), czyli ze wyznaeznik fun-
keyjny:

y _ (AW, T
a7 D= TG

jest rézny od zera.
Ot6z tatwo okazaé, ze w wypadku dwdch calek ¥y,
.zawsze zachodzi rownanie D = 0.

V, 2-go rzedu

5 Darboux: Annales de I'fcole normale, 1870, str. 163-173, § 5.

icm®
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TP UWNAN CzZAW —_— e

W tym celu przypusémy, ze dwa rownania-

T (2,9, 2, p, G st =0, p
. ) ’ ] F=1,2,
maja (=0%) wspélnyeh powierzehni calkowyeh

nia charakterystyezne: W takim razie ich réwna-

el 2U. ETe

—_—r & 1 k N
W ——u =
22

=
er s

jak okazal p. Dap
o é)t ] ‘2;; r boux?, musza mie¢ wspilny pierwiastek u
yezui ] ; s e
kowel oo 1"(;“‘na_]]iea osglficza, to-, e na flanej wspilnej powielrzchni cal-
_ yznaczaja jeden i ten sam szereg charakterystyk

y
(&7 = — u»,) ktéregokolwiek rzedu (4 Inb B,

Poniewaz zas kazde rownanie, ksztaitu:
(16"} Vo =y (Ty),

UﬁIZ}maIlE z lﬂ\ladu (16)‘ W8 g d ﬁ d
LUtEI‘> rugowania Zniennej > Ma z danem réw-

naniu (I), jak okazal Darb 2
0UX?), oo™ wspd q i i
wyeh, satem g D8 ), wspélnych powierzehni calko-

¥, = stala,
V, = stala,

musi mie¢ z réwnaniem (I) réwniez oo™

wspolny o .
Weknick tego w ukladde rowat | L catkowyeh,

of of a
— g2 <
& +'3?u+,a): =0,
(en v ., @V, T
a7 u + 851 u-{-?_l =0,
v, av 3T
2 2 T,
E =+ R ”—x""—;‘-—— 0;

kazde z dwéch ostatnich

P posiada ten sam pierwiastek .
dosé pierwszemu. 1 plerwiastek w, = u, czynigey za-
-

) Darboux Annales de I ECOIE normale 1870, str. 163—173, § 5.
. .
) i > 3
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Stad za$ wynika warunek konieczny:

"’

2, 2T 8T |,
a7 ERE ] \

2T, 2V, V%

or ' 3’ &t l

§9.

Przypadek, wktorym dane réwnaiie (1) posiada posrednia catkg 1-go rzedu:
(3) G (X, Yo 2,15 Qs &y b) =0,

daje sie sprowadzi€ do poprzedniego dwoch catek 2-go rzgdu (16).

Azeby to okazaé, utwérzmy, wedlug Lagrange’a, z rownania (3)

calke posrednis, zawierajacg funkeye dowolng.

W tym celu przemiefimy ilosci a ib tak, azeby zadosé czynily row-

naniom:
: i _ .
@) 1= =

Roiniczkujac (3) 1 uwzgledniajge (22), otl'gymamy uktad:

s 2

a9 I
3 | 89 ag | e a9 do
";:;3+6—zp+a—179+9(1 S—%_(lu da

2 42 L 2w @y ae(@) =0,
(23) zay—‘—%-‘p'{"@" +§as—ﬂ71(msyr QT
) ng+zg_ﬁ+qgﬁ°+g_1;t= We (m,y,z,p,q,ﬂ",s,t,a,qo(a))-::O,
Y | % P !

z ktdrego mozemy wyznaczyC wartosel:

a= W, @,Y,2,2,4751),
(24) P (“‘) = IVL (‘”7 Y, 8,P,s 91 * 8, t)v

O CABKOWANIU ROWNAX CZASTEOWYCH. 17

a z tych, rugujac parametr q, szeveg nieskoliczony réwnai:
(25) Ty = (1T,

Pozostaje tylko okazad, ze rownania
rystyk (4 Iub B) danego réwnania.

W tym celn zauwazmy, ze oob charakterystyk rownania (3) nie zmieni
sie wskutek przemieniania parametréw (214 wedlng rownan (22), t. j. ze
réwnanie (I) nie ma inuych charakterystyk Jjednego szeregu pricz tych, ktére
daje rownanie (3). Jezeli wige fankeye 17, 7, nie zmieniaja swej war-
tosei dla danej powierzehni calkowe] riwnania (3), to tembardziej nie zmie-
nig jej dla charakterystyk, lezgeyeh na tych powierzchniach, a zatem:

(25) czynig zadosé szeregowi eharakte-

I, = stala,
(25" : ala,

7, = stala,

sg calkami ukladu charakterystyk szeregu 4 danego réwnania (I).
Odwrotnie tatwo okazaé, ze jezeli istniejg dwie calki 2-go rzedun (16),

zawierajace pochodne 7, s, t, to dane rownanie ma zawsze calkg posrednia (3).
Mianowicie warmnek:

(17 =20
Wyraza, ze z trzech réwnan (16, 1.

za ilodei stale, jedno musi b
Z réwnan :

w kidryeh nalezy uwazad Tyl 24Dy
y¢ wynikiem dwoch pozostalyeh, t, j. jezeli

1) Vi=u, h=uq,

Wyznaczyé pochodne 7, s i podstawié w (Ij, to w tem ostatniem rownaniu
trzecia pochodna ¢ Wwyruguje sig sama przez sie i otrzymamy rezultat rugo-
wania:

(3) F(zy,z,p, 9, ¥y, Vo) = 0,

stanowigey catke posrednia z dwiema stalemi dowolnemi J 11T
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§ 10.

Powyzsze rozumowanie nie stosuje sig do przypadku, ‘gdy je-dna z caie.k
(16) nie zawiera weale pochodnych 2-go rzedu. Wtedy rownanie (.I) moze
nie mieé catki posredaiej (3), chociaz w tym przypadku D identyeznie réwna
sie zeru.

Mozemy przypuseié, ze Amp &1 e mial ten prEypadek na Wzgl@dzie,
a wtedy jego metoda jest stosowalns, jezeli ja zmo.dynk.owaé w sposob,' po-
dany w paragrafie 7-ym. Powyzszamodyfikacya opiera signa Wyznaczan.u} ja-
kichkolwiek trzech zmiennych z réwnan (I i16), (C(? 'Jest ZaWsze mozhw«.a)
i podstawieniu ich w réwnania (4), ktére sig zamieniajg na uklad zwyczaj-
nych réwnai rézuiczkowyeh.

Jako druga mozliwosé wystepuje praypuszezenie, ze Amp &re rozu-
miad pod catka posrednia catke (3):

Y (2,9, 2,0, 9, 0 ) =0.

Jezeli przytem zalozenie, ze pochodne 7, s, ¢ sg jednorodne z caiks, (?dnosilo
sig do obu argumentéw « i B, to jestto niewatpliwie blgd; siuszmem jest omo
atoli, jezell A myp ére mial na wzgledzie pochodne wzgledem argumentu,
ktéry nie odpowiada catce (3).

W ostatnim przypadku moznaby spozytkowaé pierwszg metf)dg catko-
wania (§ 6), ale wtedy jest niezrozumiale, jakim sposobem réwnania:

(9
okreslajace charakterystyki 1-go rzedu, mogg prowadzié do dwdch calek
ksztaltu:

Vi (@, Y, 2,2, q, 7, 8, 1) = stala,

k=12,

zwlaszeza, ze pochodue #, 5, £ zostaly jnz przedtem wyrugowane.

Mozemy zatem przypuseié, ze Ampére, podajge nogdlnienie swej
metody catkowania, mial przypadek nieprzywiedlny na wzgledzie (§ 10).

Z powodu krotkosei i niedokladnosei tekstu niepodobna nam 0sg-
dzié, ezy A mpére’owi nalezy sig pierwszenstwo wyprowadzenia WZOLGW
dla wsteg charakterystyeznych n-tego rzedu; przytem metode catkowania
mozna, jak okazali§my, rozmaicie ttémaczyd.

icm
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Przypuszezamy jednak. ze Sposéb pojmowania jej,
lismy, idae za prof. S. Li e, najbardziej odp
uce do nogélniania i poglebiania pojeé.

Wistocie, wieln nowszych autordw uwaza calkowalne polaezenia
ksztaltu (16), jako uogélnienia catek posrednich 1-go rzedn ?).

ktéry powyzej poda-
owiada cigglemu dazeniu w na-

§11.

Prof. Liie nazywa unklad dwéeh réwnan
majaeyeh oo™ wspélnyeh powierzehni calkowyeh,
cyjnym.

Stosujge to okreslenie, mozemy, jako wynik poprzedniego paragrafu,
powiedzieé, ze zmodyfikowans metode A mp ére’a mozna stosowad do kaz-
dego réwnania 2-go rzedu, ktore wraz z innem tworzy uklad inwolucyjny.

Jako przyklad stosowania tej metody weZmy réwnanie ?)

ezgstkowyeh 2-go rzedu,
ukiadem inwolu-

(26) r—1 = VA

8o

W tym przypadku réwnaniem charakterystycznem jest:

(27) dy? — dz? = (,

z ktérego wynikaja dwa nastgpujace:

@y W _

& , o) =

T =T 1

kazde z rownan (28) odpowiada jednemu szeregowi (4 i B) charakterystyk.
Szeregowi (4) odpowiada 6 nastepujacych rownain:

') Tak mp. p. Winecklev. Sitzungsherichte d. K. Akademie d. Wissenschaften,
Wien. LXXXIX. 614, LXXXVIL, str. 7—74 i rozprawa K 6niga, nagrodzona przez
krjl. wevierska akademie nauk (Math. Annalen, Bd. 24, str. 528). Metoda calkowania
Kiniga polega na znajdowanin réwnan, ktGre majy z danem wspilne rozwigzanie, za-
lezgee od skoficzonej lieaby parametriw i diatego nie jest w bezposrednim zwiazku z meto-
dami Ampéreai p. Darboux.

?) Winckler, Ber.d. K. Akad. Wien, LXXXIYX.
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dz 2y 3
1) %11?:[)—!—1155‘, 1) E%:Z
p _ 2y 2 Ee=yty
2) m= T
) (32) 3 X1 _ e
3) Mt Y, o :
L o o N .
» 14 TCZ_:_L_.I"{'“M
(29) 2p 2 27 2s C o # z
1) e e p s i
ol x g f 5) i= s agiay
s s ot 0 o ’ 2
5) — T ;
P o T blerwsze z rownai (321) daje calke:
6 % =1, a — 2o = stalej = 3,
. trzecie i czwarte daja, jezeli 0Znaczymy ¢ przez y'":
z ktorych mozna otrzymadé dwie calki:
1 U \ PR Y
¥+ z=q P+ Qry'e) — (@) =y,
30) 725 -t ]
(30; i;—-——— =p(a), wreszele uwzgledniajac (322, otrzymamy:
i uwzgledniajge réwnanie (26), wyprowadsi¢ dla zmiennych r, %,y i ich po- (33) = (6‘ +4 wa>) — -0+ %m-'(a‘)) ,
chodnych wartosei:
P DT (a) przyczem O, i C, trzeba uwazaé za funkeye argumentu 3.
=7 2 Kiadae:
(31) PO .1 ) 4G = 2h)
p 3 4G =n(p
y=oa—1% i podstawiajac w dane vownanie (26), otrzymamy dla funkeyj dowolnych
’ o b 2 2 pla) » ) Eﬁ %+ 72, warunek:
g % 2 U dde s 2 27 % nlB1= (B,
31) / a 3 2s wskutek czego calka ogdlna (33) przybiera postacé:
@1 ez z )
) e =Qp) +yla) —z '(a) — 7)),
gi=%—1. C ETy=ua
x

Yy —r= /j
Podstawiajace te wartosei w niezalezne od (29) réwnania ukladu (B), otrzyma-
my szereg réwnan rézniczkowych zwyczajnyeh :
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g 12.

Metoda catkowania p. Darboux.

W niniejszym rozdziale postaramy sie w Ifrét].sich zarysac}l )I}’;‘ZEdS‘J?-
wié punkty styczne teoryi calkowania, Wyn&lgzmn@ przez p. Dha. )1 Oorl; zil lz,
z poprzedniz. Autor rozwija ja tylko' dla réwnan czgstkowgfc dgl-g: Ze; 0_,
zaznacza jednak, Ze stosuje sig ona i do' rownah wyzs?ych rzedéw. Zp :
czatkn wprowadza Darboux, podobnie jak A mpére, nowe zmienn
niezalezne, okreslone réwnaniami:

a= @&, Y), =12

epnie rozwija réwnania (15, § 7), ktorym czyniy zado$¢ wstggl chara-

?i:f'?gtl;i;f: ‘3~Jgo rzedu, co §ak Wykazaliépy (§ 7) z wielkiem prawdopodo-
ienstw alezy przypisa¢ Ampeére'owi- )

bleﬂs‘}“;f:hn powgrzls)zeyspzes'é réwnan szeregu 4 (lub B) nie (%aj@ pol@czlen cgl—
kowalnych, nalezy, wedtug Darboux, przy]q,c?yé do nu?h pgahcicbne a-
nego réwnania (I) wyzszych rzedéw, przyczem (jak zanwazyl D ar ‘éo ux)
liezba otrzymanych w ten sposéb réwnan niezaleznych wzrasta o jednos Wralz
z rzedem pochodnyeh. Do utworzenia réwnai wsteg charakterystycznych
n-tego rzedu stuzy szereg réwnar:

(1 C. 2y, —+ Su—s, (14,8 7),
0raz wzoréw:
(2) Azs, ey = Zix1,1 42—+ 241 AY, ikZn.

7 rozwazania réwnah (1) i (2) wyprowadza Da 1‘b. oux? s_:poséh ca&kow.a-
nia, ktéry stosuje do przypadku, kiedy (1) i‘(‘Z), t: J- réwnania wsteg chara-
kterystycznych szeregu (4) lub (B), posiadaja dwie catki:

L n,

=1,2.

(3) Ui (2, Ys 20+ 5 Z10) = stala,

Podobnie jak w przypadku calek drugiego rzgdu mo_iua. okazaé, ze state do-
wolne {C,, G,) sg funkcyami argumentu a (lub f), t. j., Ze:

(4) By =y, (a), U, =vs(a)

Rugujge a z tych ostatnich réwnan, otrzymamy:

) Darboux. Annalesde Ife. normale, 1870.
) Darboux, ete, § 1IL

icm

O CAEKOWANIU ROWNAN CZASTEOWYCH. 123

4 Uy ==y i 1.
przyczem okazuje sig, ze to ostatnie r
my funkeyi p ma cos*
wyeh.

W powyzszym przypadku mozemy zastosowaé uogélniong metode A m-
pére’a (§7), mianowicie wystarcza rozwiazaé rownania (4 i Iy,
do szeregu (4) charakterystyk wedlug trzech ja
wartoscl, podstawié w réwnania wste
gu (B).

Z powyzszego wynika, ze do stosvwania metody Ampére'a wystar-
cza znajomosé dwéeh calek, nalezgeyeh do jednego szersgu charakterystyk.

Tymezasem Darboux?y stosuje swa metode tylko wiedy, jezeli wia-
dome sy cztery eatki, nalezace po dwie do kazdego sZeregu.

Jezeli rownanie charakterystyezne:

dwnanie dla kazdej poszezegulnej for-
z danem rownaniem (I} wspilnych powierzehni calko-

nalezgce
kichkolwiek zmiennyeh i ich
g charakterystyeznych drugiego szere-

of &F E
(1) ;—{ dy* —% dy dx - 5% da? =0,
jest nieprzywiedlne, t. j. jezeli wyroznik:
(5) (5:,.72_48_' 2r
8s ar 6t

nie jest zupenym kwadratem, wtedy rownania obu rzeddw wsteg réznig sie
tylko znakiem wielkosci, zaleinych od & (5), a zatem z dwoch calek szeregu
(4) mozemy bezposrednio otrzymaé calki szeregu (B), zmieniajac znak tych
wielkosei.

Jezeli zad rownanie (1) ma pierwiastki wymierne, natenczas ecalki
drugiego ukiadu (B) musza byé osobno znajdowane.

Widzimy wiec, ze we wzgledzie znzytkowania calek ukladow cha-
rakterystyk, zmodyfikowana metoda Awpére’a przewyzsza metode
p. Darboux.

Wracajae do tej ostatniej, praypusémy, ze obu ukladom charakterystyk
tego samego rzedu, czynia zado$é réwnania:

Fy=a, (ukl 4),

6
@ V, = b, (ukl. B),

z ktorych kazde zawiera funkeys dowolng.
Jezeli wyznaezymy forme tych funkeyj, to okazuje sie, Ze uklad:

) Darbousx, ete, §V.
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(I) f ('Lyy 2P 7y 8, 1) = 0’ (6,) '[,”10 == (b VQO = b’

jest nieograniczenie calkowalny I ma wogodle co* pawierzehni calkowych?),
Naprzyklad, jezeli rownania (6) s3 2-go rzedu, wtedy mozna z (I, 6') wy-
znaczyé pochodne 7, s, ¢ 1 podstawiajge ich wartosei w rownania:

dz = p dae + q dy,
dp = » dx - 5 dy,

(lq = s dx + 4 (Zy,

zamienié je na uklad catkowaluy.

§18.

Darboux okazuje, ze wszystkie rowaania czastkowe WyZszego rze-
du U = a, ktore z danem (I) majg wspolne rozwigzanie, zawierajace funkcye
dowolng (lub tez geometrycznie, ktore z danem majg co™ wspélnych po-
wierzchni eatkowych), mozna otrzymacé jako wspélne rozwigzanie 2-ch jedno-
rodnych czastkowyeh réwnan 1-go rzedu.

Otdz mozna tatwo dowiesd, ze wszystkie te rownania sg calkami ukia-
dow (1, 2) réwnah charakterystyk n-tego rzedu.

Dardoux? kolezy swg prace nastgpujaca uwaga: powyisze me-
tody daja zawsze mozno$é zcalkowania danego rownania czgstkowego, jezeli
jego calka nalezy do 1-ej klasy Ampére'a.

By uzasadnié to twierdzenie, pokazemy, w jaki sposoh, majac trzy
réwnania:

8 By (2,9, 2, a. B, pla), @'la), - ., w(B w'(B), .- ) =0, r=123,
przedstawiajace calke ogblng danego réwnania (I), mozna zawsze utworzyé
zwigzki:

=0,
ktore posiadajs z danem oo™ wspdluych powierzehni catkowyel.

Yy 8. Lie. Prace mat.-fiz., str. 80.
2} Darboux, §4
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Poniewaz rezultaty rizniezk

! owania rownan (8) zawieraj ) f
argumentiw a i g an (8) zawieraja pochodne

€0

[23

(3]
L
0]

o)
[

e

W plerwszej potedze, zatem pochudne ow.- moga

& i byé wyrngowane i wtedy
zostaje przynajmniej: o =

(8" v BT 1

. R

rownai niezaleinych miedzy zmiennemi:

Wy Y TPy Gy ey Ay P

Przypusémy, ze-pochudne funkeyi z sg jednorodne ($2) z ecalka ogdlua do
l;Z@du I, wlacznie wzgledem argumentu a (do rzedu 7, wzgleden; arvn'umnentu
B), oraz, ze calka ogélna zawiera g, funkeyj dowolnyeh @ @ p Cey e
argumentu a i g funkeyj y,y', ..., = argumentu‘p’, pl',ZVG’ZHm.’gl“a-
kujace w tym szeregn pochodne funkeyj ¢ i¢ winny byé rowniez liczone.

Wskutek tego powyzsze N riwnai zawierajg n—I, (lub n—I,) no-
wych funkeyj argumentu o (lub g), czyli razem: . 1 ’

Ny ==n—1, g, + 1, zaleznyeh od « i
Ny=n—Tytg, 41, . B
wartosei.
mniejl\%ie];\];’ (21328?7111?0;‘12‘?;& z pomocg ru,.gowffmia tych ostatnich pl‘gyuaj-
]ezny(ah ot égoz Wie]k:) Sm nai, nie zawierajgeych argumentu a (lub g) i za-
Jezeli odliczymy uklad:

- n(n—1)
Ny = 5

réwnan otrzymanyeh, przez rézniczkowanie danego réwnania (I), ktére nie
daja nowych zaleznosei miedzy zmiennemi:

Ly Yy 5y vy Zity
otrzymamy przynajmniej:
C=n—(g +4L—2),

riwnan, nie zawierajgcyeh argumentu 2 i nalezacych do niego fankeyj.
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2

7 rownat tych przynajmniej jedno zawiera dowolne funkeye argm}\enm

azie musialaby sie wzrastajaca z rzgdem n. jlogé do-

W’Oﬁly(ﬂl fonkeyj sama z siebie rugowac. _Stosuj ac po‘W}*Zszy spo.sob poste-
powania do catki ogolnej (34) § 11 i rugujac wszystkie pochodne :

gdyz W przeeiwnym r

aa 2a aﬁ iﬁ
8_‘[:: 37,1 22 9!/7‘

otrzymujemy nastepujace 6 rownan:
iz = (B + w(a) — 2 (@'(@) — z(A)
dp = — o ('@ + 2B
19 = 7(p) + v'la) — « (¥'(a) — £'(B);

Ay = — ("4’"(0‘\) -+ '/,'"(/9)) —x (yv"’(a) . xm(ﬁ))’
4s = — @ (p"(@) + "B,

1t = 2'(B) + v'(e) — @ (") — £"()-
Rugujac funkeye v, v, v", ¢, otrzymujemy réwnania. jak np.:

rht=25 gy,
@

zawierajace tylko argument f. ] -
Przypudémy, ze jako szczegblny przypadek W powyzszy Spos 6b otrzy

malifmy 2 réwnania:
a=U (@42 > %)

oy Zig) )

(9) Pa = U2 (@, 9,2, .

tego samego rzedu w pochodnych 2. o . )
Ot67 Yatwo okazaé, ze wtedy, podobnie jak w wypadku § 7, pewien

wyznacznik funkeyjny musi rownaé sig zeru. W tym ce.lu, 1‘6Z.niczku.]. {g,c da;
ne réwnanie (I), n—2 razy, utworzmy szereg n—1 niezaleznych rdéwnan
n-tego rzedu.

k:l,...JzTL

(10 F® = 0,

‘Wszystkie te réwnania ezynig zadog¢ wszystkim powierzchniom calkowym
danego rownania (I) i ich rownania charakterystyczne:

3 3 [43] d:
2P0 oF® .. or 0, U = — az% )

(107

w
2np 02011

icm
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powinny mieé wedlug p. Darboux z réwnaniami:

9" ol W 3; =0, r=1.2,

22
2z,
By 18

wspolny pierwiastek « = u,.
Stad zas wynika jako warunek konieczny dla ukladu n-- 1 réwnan
1-go stopnia z n -}~ 1 niewiadomemi:
TSR U

B(Fla’ :2)’_“,;,‘(::—2,»’ Z/‘; 7—2-“

G

(in D

) g(’.;e) :

7z czego mozna, podobnie jak w przypadkn dwich calek drugiego rzedu (§ §)
wywnioskowad, ze charakterystycznym wstegom 2 + 1-go rzedu czyni za-
dosé calka:

(119 D (&, Yy &y Py Qsves Eity - -

- Ulv Z‘Z) = 0: Sefk=n—1,

Wreszeie mozna tatwo okazad, ze z ostatniei calki odwrotnie wynikaja zaw -
sze dwa réwnania ksztalttu (9). . i

Jezeli zag réwnania (4) nie sg réwnego rzedn, wiedy nie daja sie one
sprowadzi¢ do jednej calki posredniej.

Rezultaty, otrzymane przez p. Darboux w jego pracy s naste-
pujace:

1) Réwnania rézniczkowe wsteg charakterystycanyeh n-tego rzedu
twurzg ukiad, zawierajgcy liczbe funkeyj niewiadomych wiekszg o je-
dnosé, niz wynosi liezba réwnan ukladu.

2) Wszystkie réwnania ¥V = a, ktére z danem maja oo™ wspélnych
powierzehni catkowych, mozna otrzymaé jako catki poprzedmiego ukladn.
Inb jako wspélne rozwigzanie 2-ch réwnad czgstkowych I-go rzedu i 2-go
stopnia.

3) Wspélne powierzchnie calkowe otrzymuja sig calkujac uktad row-
nah rézniczkowych zwyezajnych.

4) Dla otrzymania catki ogélnej konieczna jest znajomosé dwéch row-
nah V= a z funkeyy dowolna, z ktérych kazde nalezy do innego szeregu
charakterystyk.

Obie metody znajdowania réwnaii ¥ = o wedlug p. Darboux?)

3} Darboux. §5.
§
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stanowig togolnienie metod, stosuw.auych w teoryi 1'6\.Num’1 czy@?tkow.ych
1-go rzedu. Pierwsza z nich, polegajaca na xvp1‘0&Vanen}u now?r ch zilszlx;
nych z, ¢ byla stosowana W I. 18‘19 }Jrz‘ez Og}].{h y ego.f : leucn;ozna
Caunchy uzyl tu pomysiu Amper e'a i 7 n{nle]’azego r<‘3 eratu none
réwniez wnioskowaé o pewnym wplywie A mpere’a na prace p. ar

bot éo za$ do drugiej metody, ktéra w uteoryi‘ réwnan cg%stkoxquln ld-gio
rzedu byla wprowadzona przez Ji ac o‘b 1'? go (Darboux § 5), to nie udalo
si szukad jej §ladéwun Ampére’a. o

e na;la.;%i\z’? 1;1(113 Jzi)ocza.tku komplikacye danego zagadmenm,;)spro m;adz:.;-
jae je do rozwiagzania 2 réwnan 1'6211iczl.(0\vy:ch cz.gstkowych ;—(;go saoi)ju:
1-go rzedu, gdy tymczasem 1'6\&7@1}1&, 031ggu1@?e pierwsza metods, sa 1-g

stopnia i dajg sie tatwo sprowadzi¢ do poprzednich.

0 PEWNYM SPOSOBIE PRZEDSTAWIENIA WSPOLNYCH
MIEJSC ZEROWYCH DWOCH ROWNAX ALGEBRAICZNYCH
Flz.y) =0, g(@y)=0.

NAPISAR

JAN ZALUSKI.

Przy szukanin wszystkich wspdluyeh miejse zerowyeh danyeh dwa réw-
nan algebraicznyeh f(x,y) =01y (@, y) = 0 postepuje sig zwykle w ten
sposéh, Ze naprzéd z rugownika R ( 1, 9) = 0, powstajacego z eliminacyi
zmiennej # lub y, oznacza sie wspilne miejsea, lezace w skoficzonosei, a po-
tem dopiero z wyrazéw najwyzszego wymiarn funkeyj 7, 7 oznacza sie miejsea
wspélne, lezgee w nieskoficzonosei (o jednej przynajmniej ze zmiennych
2], |y | nieskonczonej). Zadaniem ponizej przeprowadzonych poszukiwan
Jest utworzy¢ metode, na podstawie ktovej to odrézmienie byloby zbytecz-
nem, a ktéraby przedewszystkiem dozwolita odrazu wyznaczyé stosunek

-lea— spélrzednych miejsc wspolnych, lezacych w skoticzonogei Jub nieskofiezo-

nosei.

Réwnania algebraiczne zmiennych &, y maja postaé:

F(@Y) =0n—+ Vus 4 Opez 4. .. + o, o=,
g (%, y) =ZU71 _l—"Z—Un—l +l—1)u—‘2"}-. .. "!—%1 -—l—‘?_l..’o =,

Prace mat.-fizyez., t. VIIL 9

O]
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