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stanowig togolnienie metod, stosuw.auych w teoryi 1'6\.Num’1 czy@?tkow.ych
1-go rzedu. Pierwsza z nich, polegajaca na xvp1‘0&Vanen}u now?r ch zilszlx;
nych z, ¢ byla stosowana W I. 18‘19 }Jrz‘ez Og}].{h y ego.f : leucn;ozna
Caunchy uzyl tu pomysiu Amper e'a i 7 n{nle]’azego r<‘3 eratu none
réwniez wnioskowaé o pewnym wplywie A mpere’a na prace p. ar

bot éo za$ do drugiej metody, ktéra w uteoryi‘ réwnan cg%stkoxquln ld-gio
rzedu byla wprowadzona przez Ji ac o‘b 1'? go (Darboux § 5), to nie udalo
si szukad jej §ladéwun Ampére’a. o

e na;la.;%i\z’? 1;1(113 Jzi)ocza.tku komplikacye danego zagadmenm,;)spro m;adz:.;-
jae je do rozwiagzania 2 réwnan 1'6211iczl.(0\vy:ch cz.gstkowych ;—(;go saoi)ju:
1-go rzedu, gdy tymczasem 1'6\&7@1}1&, 031ggu1@?e pierwsza metods, sa 1-g

stopnia i dajg sie tatwo sprowadzi¢ do poprzednich.

0 PEWNYM SPOSOBIE PRZEDSTAWIENIA WSPOLNYCH
MIEJSC ZEROWYCH DWOCH ROWNAX ALGEBRAICZNYCH
Flz.y) =0, g(@y)=0.

NAPISAR

JAN ZALUSKI.

Przy szukanin wszystkich wspdluyeh miejse zerowyeh danyeh dwa réw-
nan algebraicznyeh f(x,y) =01y (@, y) = 0 postepuje sig zwykle w ten
sposéh, Ze naprzéd z rugownika R ( 1, 9) = 0, powstajacego z eliminacyi
zmiennej # lub y, oznacza sie wspilne miejsea, lezace w skoficzonosei, a po-
tem dopiero z wyrazéw najwyzszego wymiarn funkeyj 7, 7 oznacza sie miejsea
wspélne, lezgee w nieskoficzonosei (o jednej przynajmniej ze zmiennych
2], |y | nieskonczonej). Zadaniem ponizej przeprowadzonych poszukiwan
Jest utworzy¢ metode, na podstawie ktovej to odrézmienie byloby zbytecz-
nem, a ktéraby przedewszystkiem dozwolita odrazu wyznaczyé stosunek

-lea— spélrzednych miejsc wspolnych, lezacych w skoticzonogei Jub nieskofiezo-

nosei.

Réwnania algebraiczne zmiennych &, y maja postaé:

F(@Y) =0n—+ Vus 4 Opez 4. .. + o, o=,
g (%, y) =ZU71 _l—"Z—Un—l +l—1)u—‘2"}-. .. "!—%1 -—l—‘?_l..’o =,

Prace mat.-fizyez., t. VIIL 9

O]
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gdzie:
9 ag =1 @
=ty @ e 25N Y A a2 R A A G BY -+ o Y
2 = Waly — 1,
; syl
T == b @ Dt 27 LY T bamz2 ae2 g b by Y —+ boa ¥,
a == Uuiy ¢ a—1,

przyczem niektdre Gy, b.,y, moga by¢ zerami. Funkeya [ (%, ) jest wige
w*,'fniaru m, funkeya g (z, ) wymiara 2.

Potozmy:
=0 7‘1:
@ y=ot,

gdzie g jest iloscis stala, dowolng, réing od zera, a f;, {, nowemi zmienne-
mi. Wtedy =0, g =0 beda mialy postaé:
. - U gy =
(3) f(Q tu {2) == Um QOm + Om—1 Q" 1 + B + v QT U = 0,
g lo by, )= Wy o* + Wn—1 ‘9"_1 —IL cee + wy e + Wy == 0,
gdzie:

Co = tgo y* F Gam 11 % by oo a1 b 7 —+ to,a 1%
Wa == bup 1% 4+ Dy 1@ by - oo Do Ty 8% —+ oa ta®.
Spolezynniki zatem v, w. S2 jednorodnemi funkeyami zmiennych
t,, 1, stopnia a-go. N o
Uwazajac rownania (3) za réwnania o same) jednej niewiadomej ¢,
staniemy jako warunek aby istnialy wspélne pierwiastki g, zwigzek:

0
Vs U1y Um—2y = o5 Oy Ty 05 05 s 07

<

0, Vm, Vmoty oe.qUn Yy Yo 0,...,0

070- 01"'$01UM1 Una1, -« - -3 Vi Y
——

(4) B (fa 9= i 51 _\’"f’} = 0.

Way Waiy Wiepy « < =y Wy, Wo, 0, 0y vy 0, 0

0, Wy, Wietye.., Wy Wy We 0 000y 0, 0

0, Wa Wa—ety - o Wy, W,

cm
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Wyznacznik R (/, ) nazywa sie, jak wiadomo, rugownikiem.

Przedewszystkiem udowodnimy, ze R (F ) jest funkeya jednorodna
wymiarn koniecznie m.n. Aby iego dowiesé, obliezymy stopien wy-
znacznika postaci ogélniejszej, niz rugownik R (7, ), a mianowicie:

Um o V1 3y U3 s Uy gy Tl fegy vy Pepg

Umity Uu, Ci—1 4 e B Ty, g, B PR

Undn—ly Umdn—sy Omdn—3 s + . o o . . . . . )
H=

Wa o Wat y Wamz y oo vy Wy, Wy 10, o Wi

Wat1y Wy, Wity ow ey Wiy AW, W 0 0 L, Wl

Wotm—1y Wadm—2 , I T 1Y

gdzie ¢/ 1w, wrazie I > 0, p > 0 maja takie samo znaczenie, jak w ru-
gowniku, a elementy z wskaznikami ujemnemi oznaczajg dowolne funkeye

jednorodne o zmiennych #—1, £~ Z wyznacznika H utworzymy dwa po-
dluzne schematy:

[Ty Va1 co Vi Doy Vs Vegy e, Uy 1y |
Pudt s YUm, EER I PR PR PR PRI S

3) . ]

e e e e e . >

Umdn~1s Umdn=2y « . -« o . o . . L L, Y
Wy Wy—1 , oy Wy Wyy Wy « oy Weegpdy )
Wats 5 Wy, ey Wa Wy, Wya e, Wonn

b) .

\ Wam—ly Wadm—2j - =« . . .. Wey Wy, Wy

Pierwszy z nich a) zawiera n, a drugi b) m wierszy.
Uzywajgc a), b) do obliczenia wyznacznika H sposobem Vandere
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monde’a, bedziemy mieli przedewszystkiem do czynienia z wyznacznikiem,
ntworzonym z pierwszych » pionow schematu a), tj.:

Usn Vi1 Vi@ 5 o v vy Vit (a=1)
V1 s it T—1 s v o vy Up— gy
(9) K, = ! Uy Ut , Vi 4 ooy Vmeo—3) ’ *
- ! U1y Undn—2y Viedn=3, « »+ 3 Un ‘

zhadamy przeto niektére jego wiasnosei.

Zapytajmy, co sig stanie ze stopniem wyznacznika K,. jezeli stopien
elementéw niektérych piondéw, lub wierszy obuizymy i tak np. w pionie
r-tym o &y, wptym o ky, we-tym o % it.d. Wiemy, ze wyznacznik roz-
- winiety jest suma, a w kazdy dodajnik tej sumy wehodzi jako czynnik jeden
itylko jeden element jakiego§ pionu lub wiersza. Jezeli wiec obnizamy
stopiel wszystkich elementéw jakiegos pionu lub wiersza, to przez to obni-
zamy zarazem o te samg ilosé stopien kazdego dodajnika, a tem samem wy-
znacznika. Stad wiee przez obnizenie stopnia pionéw »-tego, p-tego, s-tego
obnizamy stopieit wyznacznika o &k + %k, + & + ... jednostek.

Rozwinmy wyznacznik K, wedlug pierwszego pionu i zbadajmy jakie-
go on jest stopnia i jaka funkecya ze wzgledu na ¢, 4,7 Rozwinigeie przed-
stawia sig w formie:

(6) Ko=0n AJn + Ut Am—1 + P2 An—s + o+ Uit~ A‘«lm-»n—-}-h

gdzie 4 sg podwyznacznikami nalezacemi do odpowiednich elementéw pio-
uu pierwszego. Z poréwnania tych podwyznacznikiw ze sobg wynika, Ze
kazdy z podwyznacznikéw Am_1. Am—s, ... da sig utworzyé z 4, przez sto-
sowne obnizenie wskaznika w ktéryms z wierszy, Kazdy zatem podwyzna-
cznik An-1, Ans, . .. jest nizszego stopnia od stopnia podwyznacznika 4.
Oznaczywszy stopien podwyznacznika 4, przez k, wnosimy odrazu, Ze
podwyznaczniki 41, 4,-s,. .. bedg odpowiednio stopni &—1, k—2, ...,
a ze W rozwinigtym wyznacznikn K, (6) sg one mmnoznikami funkeyj
Undd, Om42s - - +» Przebo stopien calego wyznacznika jest taki, jak stopien
dodajnika v, A,. Aby wiec znaé stopiei wyznacznika, wystarcza poznaé
stopied iloczynu v, A,

4,, jest wyznacznikiem, a ten rozwiniety wedlug pierwszego swego
pionu przedstawia sie w formie:

An =05 A "{— V1 4 + Cen + U n—2 Ann +2.

7 poréwnania podwyznacznikow drugiego rzedn A'p_1, A'mes, ..., W sklad 4
wehodzacych, wynika, Ze co do stopnia zachowujg sig one tak samo, jak pod-

icm®
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wyznaczniki pierwszego rzedu 4,,_;, Auca, oo, a2 wiee stopien iloczynow
Uit Aty Puge A'mgay - o. , jost taki, Jjak stopien iloczynu pierwszego v, A',.
Stad stopien wyznaeznika K, bedzie taki, jak stopien iloczynu 9%, 4',. Poste-
pujac tak dalej dojdziemy, e stopieh wszystkich dodajnikow rozwinigeia (6)
bedzie taki, jak stopieit floezynu wyrazéw przekatni glownej w (5), t. . v

Wyznacznik K, jest wiec w zmiennych #y, t, funkeyy jednorodng
stopnia me . 2.

Przez obnizanie w (5) stopnia wszystkich elementéw w ktérymkolwiek
z pionow, lub wierszy o te samg ilogé w kazdym pionie lub wierszu, obniza-
my tem samem o tgz ilo$6 stopied kazdego dodajnika, a wige przez obpizanie
takie wyznacznik nie przestanie byé—jak przedtem—funkeya jednorodna.

Zwrémy beraz uwage na wyznaczniki K. jakie nalezy utworzyé
zrschematu a), aby laczac je z dopelniajacemi wyznacznikami schematu b).
obliczy¢ potem (sposobem Vandermonde'a) wyznacznik H. Wszyst-
kie one dadzg sig utworzyé z wyznacznika K, przez stosowne obmnizenie
stopni wszystkich elementow w pewnyeh pionach. Wszystkie zatem wy-
maczniki, ntworzone z K., beda stopnia nizszego od stopnia K,, a w zmien-
uych #, ¢, bedg jednorodnemi funkeyami. Przytem zaznaczyé potrzeba, %e
funkeyg nwazaé bedziemy za jednorodns, jezeli w niej znajdowac si¢ beds
wyrazy postaci 1.4, & dla 20, dla v 20, byle tylko x+ » = 1.

To cosmy powiedzieli o wyznacznikach schematn a) stosuje sie w zu-
petnodei do dopelniajaeych wyznacznikéw &, schematu b) — te bowiem sa
tak samo jak poprzednie zbudowane. Stad wynika, Ze wszystkie iloczyny
.. K, bedg jednorodnemi funkeyami, a czy i wyznacznik bedzie takim, roz-
strzygniemy w ten sposob. Obliczymy przedewszystkiem stopiei iloczynu,
ntworzonego z K, 1 dopelniajacego wyznacznika &), z schematu b), utwo-
rzonego z m ostatnich pionéw. Stopien wyznacznika K, réwna sie, jak
wiemy, m.n = 2, a drugiego, ktéry ma postac:

Wo o Wely MWey, ey Wemgl

[ Wy, Wty e, Weoge

Wy, W, Wy ey Wy

K, =

Weem 15 Wy Wop—gy oo« 5 Wy

jest taki, jak iloczynu wyrazéw na przekatni gtownej, t.j. v,”. Stopien ten
jest 0. Stopien zatem iloczynu K, . K, jest mn 4 0 = m . = .

Dalsze iloczyny wyznacznika H tworzyé bedziemy z iloczynu X, . K,
przez obnizanie stopnia w pionach wyznacznika K,. Poniewaz zas do wy-
znacznikéw &, megg wehodzié tylko piony, ktéryeh w XK, nie ma, przeto te
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piony, ktére w K, przez obnizenle zatracamy, muszg wejsé do K; w miejsce
tych, ktore w- K, otrzymalismy. 0 ile wige obnizymy stopieh wyznacznika
K., o tyle podwyzszymy stopiei wyznacznika K, Stad wynika, ze iloczy-
ny w ten sposéb tworzone (a takie tylko wehodzg w wyznacznik H) sg tego
samego stopnia co iloczyn K, . K. Wyznacznik wiee H jest co do zmien-
nych %, ¢, funkcys jednorodng o charakterze juz wprzody okreSlonym wy-
miaru 4.

Wyznacznik H pozostanie funkeys jednorodng, jezeli nawet niektore
Vay W, beda zerami. Wtedy bowiem dodajniki, zawierajace te v,, w, odpad-
ng, a pozostalych stopief si¢ nie zmieni.

© Wiedzae to, polézmy w wyznaczniku H za wszystkie v, W kiérych

r>mir<0 zera, toschodzimy w takim razie do rugownika E(f, g) =0.
Rugownik zatem jest co do zmiennych ¢, t, funkeys jednorodng i juz
calkowity wymiaru 1. Z tego wnosimy, Ze istnieje 1 par wartosel £, 1,
spelniajgeych warunek (4), t. j. B (f,9)=0, a zatem dwa rownania
f,y) =20, g (x,¥)=0 odpowiednio wymiaru mm, n, posiadajg l=m.n
wsp6lnych miejsc zerowych.

Lecz rugownlk R (f,g) =0 daje nam mozno§é oznaczenia jakoci
wszystkich wspdlnych miejsc zerowych. Poltdzmy bowiem:

() E (ﬂ!j) =t —aty), ety —asty), ..., (frl —arly)==0,

gdzie niektére z owych liniowych ezynnikéw mogg byé réwne sobie. Przyj-
mijmy, ze p-ty czynnik :

Bty —apty =10,
powtarza sie k razy, to dostajemy z niego stosunek:
Lo
t By’

Polozmyz wprost #; = a,, 4, = f, 1 wstawmy w rownania (2), to otrzyma-
my pierwiastki wspdlne ¢ = g;, s . .., or (W ilosci k); mie¢ wige bedziemy:
L == Q1 Upy

Y = 01 fBrs I=1,2,3,..., K,
jako wspdlne miejsca zerowe danych funkcyj £, ¢ (Iub réwnan F=0,¢9=20)
@
0 stosunku 7= 22 bez rézniecy ezy do ¢, = a,, &, = B, nalezg g skofi-
»

czone, ¢zy ¢ = co. Przytem w razie skoficzonych o; nie jest wykluczone,
ze niektore Jub wszystkie, s3 sobie rowne. :

icm®
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Co sie ty9zy @ = co, to istnienie tych miejsc wywnivskujemy stad, Ze sig
wtedy czynniki, zawarte w E(f, ), zawieraja rownoczesnie i w spétezynni-
kach poteg ¢”, ¢” réwnan (8). Jezeli bowiem tak jest, to dla takich # = ap,
i, = fp mamy wprost ¢ = co. W ten wigc sposéb. otrzymujemy wspélne
miejsca zerowe, lezgce w nieskoficzonosei. Charakteryzuja si¢ one stosun-

kiem —| ‘= 2., gdzic 2 wmoze byé skos

; % N reszei
7 oo 2, 5 yé skoficzone, zerem, lub wreszcie
nieskonczonoscia.

Réwnania postaci:

" 2?2 — 202 — 2y -1, =0,
22 byt — Bayr — by 1, = 0,
za uzyciem podstawienia:
Z=0
Y=gty
bedg mialy postaé:
Gt —2(a by + b 6)o+ 4 =0,
(212 07— 2 (ag &, + by 8y) 0+ I, = 0.

Rugownik ze wzgledn na wspilne pierwiastki o, réwnan (2) bedzie mial
postaé:

@ '

Ui —2(a t Dy 1), L, 0,

) 1 0, t2+t22, — 2 (et by ts), 4 |
@ B(fig=| . 1 bt bity), L —o0

G 1% — 2(ay 8y 0y 1), [ 0

b, 4412, — 2ttt b),

a rozwinigty przedstawi sig w formie:
#) E(f,g) ="+ 42, (7 8>+l t, -+ Dy 1,2).

Z wyrazenia (4) wnosimy, ze réwnania f=0, ¢ = 0 majg cztery wspél-
ne miejsca zerowe. Poniewaz za$ czyniki rugownika (¢, + ity), (4 — i &)
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53 takze czynnikami poteg ¢? rownan (2) przeto mamy dwa miejsca zerowe,
xX

=, —
oo Y o

= — 4.

N ta
lezgee w nieskofczonosel o stosunkach m
Gdyby W rownaniach (1) bylo @, = as, by = ly, |y == Iy, to:
BAf, ;) =" + 555
a wiee mielibysmy 4 miejsca w nieskoficzonoel, z ktérych dwa sa o stosunku

&€ .
= -}, dwa zas o stosunku —| = — ¢
Y e Y oo

W kazdym innym przypadku mamy dwa miejsca w nieskoiiczonosei,

a dwa w skonczonodel lezace i stosownie 7o tego, ezy:
hg? — Iy Iy >> 0,
By — Iy Iy =0,
Byt — Dy Iy <0,

sa albo rzeczywiste rdzne, lub powtarzajace sie, albo urejone.
Uzywszy w réwnaniach postaci:

@)

gdzie b _- ¢, podstawienia == p {;, ¥y = p t, i uporzadkowawszy wedlug
poteg ¢, ofrzymamy réwnania:

i S
? ’

@)

4 [
{[i: —l—?“Q—)Q‘-—lz().

Rugownik tych réwnan rozwinisty ma postaé:

b — 2 __ g2
R(f,9) = [tlu = 0? 4, ¢ [0 ] ‘

@? ¢?

albo:

A (& yp— L oy b oy
£, 9) =(?T, Vbi—a® + - Ve —c) . (T Vb*—a® - Va-—c~> ,
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Stad stosunek:

Polozywszy:

fy= b Ve,

= ¢ Vh2E—u2 ,

otrzymamy z rownan (2) pierwiastki o w formie:

5

a wiec:

Wspblue zatem pierwiastki sa zawsze skonczone, dla ¢ = 0 = b rzeczywi-
ste, w innyel wypadkach urojone.

Nawigzujge do podstawienia & =pf,, y =ot,, jakiego uzylismy
W powyiszych poszukiwaniach, mozemy wyprowadzi¢ ciekaws wlasno$é da-
nego rownania algebraicznego:
() [ Gy, gy By oa s @) =0,
# zmiennych @y, @y, ..., 2, Gdy rownanie to jest wymiarn m-tego a v, ozna-
cza funkeye jednorodna, zawarta w (1) wymiarn e, to mamy:
(2) /‘ =ty + p—1 + Uy + e + vy + by = 0.
Kladac w (2):

as =0 L, s=1,2,3,...,mn,

otrzymamy:
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(3) o™ . Ui Ctl! igg ) + g”‘-l . Ump—1 (.tl! 2‘2, ey tu) + s + Ty = 0.

Przyjmijmy, ze kiadge w (3):

t =1y, iQ = Ta, Ty =173 + v, ty = Tuy

gdzie 7, 7o, 7; - - . , T+ 58 doWolnie dane liczby, otrzymamy:

Q=01 02 @y - -+ Quns

to w takim razie:

By == Qg Tyy #y == QaTay -+ -y Fu T Qa Tuy a=1,2, ..., m,

sa niezawodnie m miejscami zerowemi danego réwnania f=10. Stad twier-
dzenie: ,,Gdy dany jest dowolny system # liczb 7, 7oy Tay - - o5 Tay to w nieo-
graniczonym obszarze n zmiennych (s, ..., Ls) zhajdziemy zawsze m
miejse zerowych rownania /=0 o spélrzednych proporcyonalnych do liczh

‘.
Tys Toy Tgr oo vy Tn o

icm
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NAPISAXL

Fr. MEVER,

Przeiczyl za wpowaznieniera autora

S. DICKSTEIN.

CZESC 11",

POKREWIENSTWO FORM.
A. Pytania, odnoszace sig do skcriczonosei.

a). Wiadomosci agdlne o obszarach catkowitosei. Najwazniejsze
dowody skoriczonosci.

Po zalatwieniu sig z pytaniami, odnoszgcemi sig do zagadnienia o row-
nowaznosci, zwracamy sig do rozpatrzenia réznorodnych zwigzkéw alge-
braicznych pomiedzy ntworami niezmienniczemi, powstajgcemi z danej for-
my pierwotnej lub ze szeregu takich form.

Jezeli zwrocimy najprzod uwage na utwory caltkowito-wy-
mierne, to okres nowszy (od 1868) daje sig scharakteryzowaé przez to,
Ze w nim wysunieto na plan pierwszy okredlone ,zadanie o skonczonosei¥,
{Endlichkeitsproblem). ~ Z istoty algebry nowszej wynika, Ze najcelniej-
szem pytaniem w niej jest, czy obszar form, dajacych sie wyprowadzié z pe-
wnych form pierwotnych za pomocg proceséw niszmienniezych, jest
0bszarem catkowitogci“!) (Integrititsbereich), t. j. czy mozna
z niego wydzielié liczbe sk on czong indywiduéw w ten sposéh, by kazde

*} Wstep i Czedé I wtomie VII-ym ,Pracmatematyszno-fizycznych.”
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