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1.

Do podanych przez Weierstrassa ?), Hilberta ?), Hor-
witza *) i Gordana ® opracowai dowodéw Hermite'a i Linde-
manna na przestgpnodé liczh e 1 = dolgezam nowe opracowanie jedynie
dlatego, ze opieram si¢ w niem tylko na mozliwie prostych twierdzeniach al-
gebraieznych i nie korzystam woale ze §rodkéw pomocniczych teoryi liezb.

Szereg wykladniczy
- @ 372 2
C=ltatatygto

jezeli % 1m oznaczaja lczby calkowite dodatnie, rozpada sig na trzy
czedel:

') Sitzungberichte der kais. Akademie dejWissenschaften in Wien, Math. Natur.
Classe, z listopada 1896.

®) Sitzungsberichtte der kg. preussischen Akademie der ‘Wissenschaften, zu Berlin,
1885, XLIX.

), %, %) Patrz ,Prace matemat.-fiizyez%, tom V, str. 1—12.
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. 2 2 21
H=lt+qtgt. -+ g
zF i i1

Y= +(k+\)! +"'+(m+k—1>!’

otk gmEL

Ty = e R Y + ... ininf.

Jezeli funkeyg catkowity (m—1)-go stopnia zmiennej ¢
(tfm—1) Gfm—2) ... G+1)+(-Fm—1) (+m—2) ... (t+2)
+(Etm—1) ¢+m—3) ... 43y ... Fam
oznaczymy przez g (1), a réznice pierwsze, drugie ... (m—1)-te szeregu
g, g, g@)...,gm—1),
oznaczymy odpowiednio przez:
g1 (0), g1 (1) g1 (2),.-.s g2 (m—2),
93 0)s go (1 92 (8); ..., g (m—3),
gm0},

to bedzie tozsamoseiowo:

—1
00 =90 + 50~ 460 5+

t(E—1) ... E—m-+2)
=+ gu-1 (0) ( )(m——(l)! ’

tak, ze:

g 02, .
(mk—1)1 Ty =t g () =gy (0) & + B E frawt

I Y Lt
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Niechaj
f@)y=uayatt 4 a a" ...+ G2
bedzie dana funkeya calkowita podzielng przez = o spélezynnikach catkowi-
tych rzeczywistych Inb zespolonych, z ktérych pierwszy a, jest od zera réiny,
iniechaj ta funkeya nie posiada wspdlnego dzielnika ze swoja pochodng /7 ().
Potozmy:

1 m (¥ () () matn1
m"+1(?f)=T=clx—}-cga:2—]——...—|—c P ,
&£ mnden--1

gdzie » oznacze ktorgkolwiek zliczb 0,1, 2, n. Tozsamosé

(m+-k—1)! e = (m+r—1)! (X 4+ Y3 +2Z)

v}

. 1 .
pomnozmy przez ] c} sumujmy nastepnie od k=1 do k=mn-+n-+1. Je-

zeli potozymy:

1 \ ;
Gv(fﬂ)=m{cl"" ml X +e® (m+1)1 X, ... 4™

1 (mn-+n+1 ) ! X”“"'}’"—H) )

B,(z)= % (clf"?’ m! Zy e (mt 1)1 Zy 4.+

mn-pn (777/)2—1—’724—}- 1) ! Zmn—[—u—}-]) 3

to otrzymamy rezultat w postaci:
2) G, (0) e = G, (z) + L f (&) + B, (),
gdzie L jest funkeys catkowity zmiennej x, gdyz funkeya

o (g g [ \ &) e
G ml ¥ I L - Contongr VAH141) ! Doy

wedlag (1) rownaé sie bedzie:

9(0) (@ &+ 6wt .. 4o

)
i1 grntntl )

a0 '
+ = 11 (6 4 26, 2 4 8¢, o2 —+..))
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0)xz?
+‘[]2(23$ (26 4-8.2¢0 -1 . 8e,m a0,
+

z ., 2, L et
=9(0)T+g1(0)’ﬂ‘T+92(0)TT “{‘-'-“(I“Em—l‘\(')mz_‘ i

a wiec bedzie podzielng przez f, albowiem T zawiera czynuik /. a funkeye

T, TV 7 zawierajy werystiie caymik L 7.

3.

‘Wyrazeuie:

(wz-l—k—l‘)! g;k_l+(;,l'+;f_1)f
(E—1)!

(m+k—1! X =

o=t b bR

E=nt 7
jest suma pochodnych m~tej, (m41)-gj. ..., (nn-f-m--n)-ef funkeyi arr-1
Jezeli potozymy:

gt o fm p— ﬁ .

to @, (x) przyjmie postat:
@ (9}) = ',"17 (f;.“m —i— /',,“"‘AFD T" . + ﬁ‘v'mn—rm;‘n))

i bedzie funkeys catkowita zmieunej x o spotezynnikach, ktore 53 pola‘,c%ej
niami calkowito-liezbowemi spétezynnikow ay, Gy, - - . , Gn, §dyZ spolezynniki
funkeyi "lT £+ s wielokrotnogeiami spotezynnikiw funkeyi £,

m!

Jezeli g, (x) jest reszta stopnia wzgledem nie wyzszego {lad n, lfto'r@
otvzymujemy, dzielge G, (%) przez f, to wyznacznik ukladu spolgzynmkow
a4 1 funkeyj oy 01y Goo- --»Fa Die Jest zerem. Mozna to, podobnie jak u We-
ierstrassa, ndowodnié sposobem nastepujgeym: )

Gdyby ten wyznacznik byt zerem, to istnialybyby liezby ¢4, G enrsCay
nie wszystkie réwne zeru, sprawdzajgce tozsamoss:

‘5090‘|“31!/1+'--+0u!7n=0,

funkeya zas:
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G=10¢, G {®)Fto G (&)+F...7F ¢ Gu(®) o N
nie jest zerem, wige rownania te zgadzajg sie z réwnaniami:
bylaby podzielng przez /. Jezell napiszemy:

Ghteafid+.. Falfhi=@Gtazrt.. . taz?)fr=uv, Tezeli f, B ) L1
f g k) B8 Pos Pis - fu 53 nt1 plerwiastkami réwnania 7 (z) =0, to przynaj-
B a i S N T muniej jedna z n4+1 wielkosci ’

B =0, B,=0, B,=0.

to bedzie:

ml G== o b gt L bt Co Go (B €1 Gy (B) ...+ C, Gu (3,
i funkcya w musialaby byé takze podzielna przez £, gdyz v, v,. .., o™ za~ G Gy (B) + G Gy i8y) T+ GG (B,
wierajg ezynnik f. Lecz gdy u jest podzielne przez f2, gdzie p < m, to e .

z tozsamosel u — o ==wv, wynika, ze i’ jest podzielne przez f2. Witedy

zag musi f»+ byé dzielnikiem iloSci w, poniewaz /1’ nie maja wspdlnego

dzielnika. Gdyby zatem u byto podzielne przez f, to musialoby byé réwniez

podzielne przez f2, 77, ..., "+, co jest niemozliwem, gdyz w jest stopnia

nizszego mz' f"f-H i nie znika tozsamosciowo. Chetd o G et -, et
‘Wyrazenie:

CoGa (Ba) 01 Gu(By) ...+ G G (B

musi by¢ rézna od zers, jezeli wyrazenie

Cy e%f 4 Gy et 4+ O, efal | nie znika tozsamosciowo. Gidyby bowiem te wszystkie wielkodei byly ze-
rami, mieliby$my:
w ktorem ¢ jest iloScig zmienng, zas B, gy, ..., B 53 wielkoSciami danemi,

znika tozsamosciowo, jezeli w jego rozwinigein wedtug poteg ilogei ¢ spol- Cig (B Cogutp) .o 4 Cugy (B =0,
czynniki przy #9,4,..., ¢* sa zerami. TIstotnie, jezeli pomigdzy wielkosciami ‘ ) o

Bo: Biy - -+, B~ wybierzemy liczebnie rézne i oznaczmy je przez Vs Yas e v s Yy Cogp (Bod+ g )+ Caga (B) =0,
to cale wyrazenie po redukeyi wyrazéw z jednakowemi czynnikami wyktadni- . .

czemi przybierze postaé:

Cogu (Bo) 4 Crgn (Bir . .. + Cigu(Bu) =0,
By er'-|- B, e+ ... B, etu

a stad, poniewaz wyznaczaik ukladu spotezynnikéw funkeyj g,, g4, .. ., g» nie
Jjest zerem, mielibysmy:

a brak poteg #%, ¢, ..., t* w rozwinigciu wyrazi sie przez réwnania:
Go—i—(,‘l-]—...—{—U,,:Bl—{—Bg—{—.‘.—{—B,L:O, . Cot Gt =0,

Coby+C Bt ot Cofu= By +Bypy+ ...+ Bup==0, O ot Cpit .. Cpa=0,

CoBl CLp* =+ Cufur =By py* + By p b By gt =0, o

Poniewaz wyznacznik:

o B+ Glﬁl”'*‘-”"]'cnﬂﬂf“:()!

musialoby byé przeto:

; 1, 1, o1 l
i ‘ O =C=...=C=0.
| 710 Vo » Ve !
| i
7Tyl s !

Prace mat.-fizyez., i IX. 3
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4.
Jezeli r jest wartoScia bezwzgledng zmiennej z im > » > 0, to:

3

_rr LA r ),

12 <G (1+ ATFFI T @ TR M EFD
gtk mo ( m )1 | \)’
< (i k)t (1 +m—l—k TR T
b ’

<mFE=D’
a przeto:

_Lm__ o ) P2 l e, ' + - ) < pott fn (7")’”,
le(m)}<m! rla™+ 2 ml

gdzie f, powstafe z f, jezell wszystkie spélezynniki gy, ag, ..., @ zastgpimy
ich wartosciami bezwzglednemi.

5.
Niechaj bedzie:
' F(z)=0C + Ce+..+C2

dang funkeyg zmiennej 2, catkowity o spolezynnikach calkowitych, nie znika~
jaca tozsamosciowo. W tozsamosei (2) poldzmy

f@) =z (z—1) (z—2) .. . (z—n)
i nastepnie kolejno ¢ =10, 1, 2,..., n. Bedzie wtedy:
G, (0) = G, (0),
G, (0)e = G, (1) B, (1),
G, (0)e* = &, (1) + R, (2),

G, (0)yer=@&, (n)+ B, (n).
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Mnozge te réwnania przez G Cy. .G i dodajye, otrzymamy:

G () Fle)=H, -0,
gdzie:
H, = (, G (05 + ¢, G, {-+... - C. G, (w),
o= C’l}z’,,(l‘;—;~...+(-',:h‘,. (o,
Wyblerzmy m tak wielkie, aby wartosé liczebua ilosei o byla mniejsza

1 .
od —. W tym celu dos¢ wybraé m tak, aby ezynito zadosé nierdwnogei:

.ot QLM <L
m! <9

gdzie S oznacza sume bezwaglednyeh wartosei spilszynaikiw G, ¢, ..., 05
istotnie jest wtedy m >>n i manmy:

| R, (k) | << P ﬁ)! Lk L it (@ (n+1)...20)"
mi-

int ’
a stad:

1 (97 L 9 grime
]o[<S.9z“+1(n(”TI)Y""'H; <
h m! ~

1

T .

Po ustaleniu wartosei na m musi byé wedtug ustepu 3-go jedna z liczb
Hy, Hy, . .., H, np. liczha H, rizna od zera, poniewaz wyrazenie F (¢f) nie
znika tozsamosciowo. Jako liczba catkowita musi H, mie¢ co najmniej war-
tosé liczebng réwng 1, a wige bedzie bezwzgledu na znak:

60 Fe>-L

1

Nie istnieje przeto funkeya calkowita o spélezynn ikach catkowitych, znika-
jaca przy wartosei e.
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6.

Niechaj bedzie:
w(z'):c,;,—}—ulz—]—.,.—j—eqz'l

dowolna nie znikajges funkeya calkowita io spolezynuikach calkowitycl;
niechaj:

9 (z) =Dyt by . by

bedzie znéw dowolna fankeya calkowity ze spotezynnikami catkowitemi ze-
spolonemi, z ktérych b, i b, majg byé riznemi od zera.

Niechaj «a;, ay, - - -, @y beda pierwiastkami réwnania ¢ (2) = 0, ¢ zad
zmienng; wtedy iloczyn

P ()= ye™) p(e). .. p(ew),
po wykonaniu dzialan, zamienia sig na sume wyrazow postaci
(3) A B!u,7.+ha.+...+euﬂ)1’

gdzie 4 jest iloczynem p spotezynnikéw funkeyi v, zas a, b,..., e sg liczba-
mi catkowitemi szeregu 0, 1,...,¢9. Jezeli wyszukamy w tych wyrazach
wszystkie rézne od siebie liczebnie wyrazy ao; +bay-... eq, iozna-
CZYMY j6 Drzez fo, Buy- -2 B, gdzie fy=0, to po zebranin wszystkich wyrazéw,
majacych wspélny ten sam czynnik wykladniczy, znajdziemy rezultat postaci:

Pil)y=C, e - Crett ...

To wyrazenie nie moze znikaé tozsamosciowo, gdyz w razie przeciwnym
w rozwinieciu jednego z ezynuikow y (%), w (e), ..., w (¢%?) wedlug po-
teg zmiennej ¢ musialoby braknaé poteg ¢, ¢,..., %7, stad zas wedlug ustgpu
3-go, whrew zalozeniu, wynikatoby: )

gy =t =...=0,=0.
Mozna wiec napisaé:
P(t)=Cyedt L C bt 4. .. C, efnt,
gdzie albo C, nie réwna sig zeru, gdy n = 0, albo, gdzie wszystkie ilogei

¢, Cy,..., Cu sgrozne od zera. Rozwinigeie wyrazenia P (f) wedlug po-
teg ilosci ¢ ma postaé:
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P(i)=7ro+hl%—;kg—+‘:

gdzie hy, Doley, bo? hy - .. 53 liczby zespolone catkowite. Gdyz w spélezyn-

. - .
nikun 7y pray 57 Wyraz (3) daje czesé rowna

A@a+bat+...tca b,

a wiee 7y jest funkeys calkowity & tego stopnia pierwiastkow ay, @z, . @p
majaca spitezynniki catkowite. Funkeya ta jest symetryczng wzgledem pier-
wiastkOw oy, ag,. .., ap jak latwo widaé, jezeli pommozymy przez siebie
P wyrazen:

pE) =y Q)+ +2+...Foe)lol

4 i & tE
T+ 20+ )t 5T

p(e) =y (1) (¢ + 20+ ... +qc)a t

o - 1

+(‘i+22ﬁ"g+~--—i—’Z‘ZC@)GQ‘TT---,

p () = (1) (¢, F 26+ . .. Fq6) ad

2

. 1
Ao 2 T ) 05T
Jezeli wiec przeksztaleimy 7, na funkeye calkowity funkeyj symetrycznyel
by by

elementarnych — T -+ T‘ plerwiastkow oy, a5, ..., @y, to tatunk-
(U 1] (1}

P . g : -
eya bedzie stopnia i-tego, bedzie wige miata postaé g gdzie g oznacza
gl

liczbe calkowity zespolong.
Poprzedzajace wnioski stosuja sig milezgco do przypadku p > 1.
W przypadku p =1 sg one jasne wprost, jezeli putozymy

P{l)y=y (rw“; .
Funkeye symetryczne elementarne oy, 6y, . . -, Ox ilo$ci By, By« -+ Pn 58

liczbami zespolenemi wymiernemi, gdy n>0. Gdyz, jezell rozwaiymy
sp6lezynniki przy ¢ 1 ¢ w P (), bedzie:
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GG + o C=1y— G,
Gopt OBt o A Gt =T
kladge zatem
zt— g L A BT — g =,
znajdziemy: '
Tty — 0y Ty b 0y gy — o G (y — C)) =0,

fiugr — 0y T 4 03 Mtz — .o L0 Iy =0,

712::—1 — Uy Ttana + [ h?_n—;}. — ..o Tu1 =10,

2

Pl ton=0.

e At e i
Rugujac z tyeh réwnai oy, 65, . . . , 6 Otrzymujemy:

T Tty ooy g — Gy |

My y Bas o0y Iy

[ e 1 =0.
% 7’2»1—1 . h:‘m—ﬂ IR RE) h»~1 1
; — ey w L 1
Ta tozsamos$é daje nam na n funkeye catkowity o spolezynnikach wymier-
nych, jezeli wyznacznik
§ Doty Mmoo ooy By — (Y |
i Py Rpas..., Iy !
‘. |
| R
| i
T

LT ]1111——3, ey Jtuy :

nie jest zerem.- Ten wyznacznik za$ jest rowny albo wyrazeniu
0 G €y — 1) (o — BuF e (Bo— fucr)’,

albo réwna sig (; stosownie do tego, czy n>>1 lub n=1, wiee zerem nie jest.
Istnieje przeto réwnanie stopnia (1 -+ 1)-go:

gt g2t e, m=0

o spolezynnikach zespolonyeh catkowitych, ktire ma plerwiastki By, Biy. .0y fue
Jezeli w tozsamosei (2) potozymy:
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=t a2,
a %==Py Bi,- ., Pu Otrzymamy:
G, (0) = 6 (4),
G (0 e = @, (B) -+ By (B),
G (0) & = G, (B) 1 B, (Ba) -
Mnozge te rownosei odpowiednio przez G, C,,..., C. i dodajae, znajdujemy:

1

bk

Gy (0) P(1) = H +o,

gdzie
y = bt (G Gy (B) + G Gy (B) v G Gy ()
e=Ci B (p)+Cy By (fy) .. Cu By (B)

H, jest liczbg calkowity zespolong. Jezeli bowiem rozwiniemy &, () we-
ding poteg ilosel x, bedziemy mieli:
Li+lo -l oo Lt amen

i bedzie:

g B =1 (G4 & o G0 (6 futee o G

lub
H, =l byt Dy =1 0= by By 2 D 0™ i -

’ 1
Jezeli obierzemy na m warto$é okredlong tak, aby bylo [ @ bymte | < 5

to jedna z liczb H,, A, ..., Ha, np. B, bedzie od zera rozng, gdyz P(£) nie
jest tozsamosciowo zerem i bedzie:
(H >,

i

a zatem:
1
Gv (0) P(l) > 2 ‘Z"O |mu~{—u ?

skad:
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! 2 (bt G, (0)]

Niechaj bedzie jeszeze
y (@)= (z—p) (),
4 pewns oznaczong wartodeiy logarytmn naturalnego liczby y; o — liczbg,

ktorej wartosé bezwzgledna nie jest wigksza od bezwzglednej wartosci za-
dnej z liczb 4, ay, ay, . . ., ap, i nadto jeszcze:

[y ()] I’u”l(”‘ﬂH-!% (e) | < K.

Bedzie tedy:

P (1) = (en—eh) (em— ) ... (err —eh) y, (e) y () ... vy (e49),

. ‘ 1, alta i
o =140 RIS o,

3 wige:

1P| < | H
b

stad wynika
R
e

log 1 '
| o (log 1) | > 2K [ 6,1 [ G, (0)] °

Nie istnieje przeto funkcya catkowita o spolezynnikach zespolonyeh catko-
witych, znikajyea dla log y.
Jezeli przyjmiemy w szezegdlnosei:

v (Z):l +Z1 log (”1) =iz, 9 (Z):F(——’L’Z),
gdzie F oznacza jakgkolwiek funkeye catkowits i catkowito-liczbawa, bedzie:
4'{'{(2):13 K:‘],
a przeto:
—pa

Fla) > gy
STt
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Jezeli z jest lezbg rzeczy wists algebraiczna, zas y (z)=0—rdwnaniem

ito-lic . . Jent adnds J/ L i — R
catkowito-liczbowem, ktéremn czyni zadosé Ih—}——i.r Inb VT —a iz,
F (iz) - dowolng funkeys calkowita i calkowito - liczbows, to kladae
9 (5) = £ (—i%2) bedzie moina podaé granice, kidrve przekroczyé muszg
funkeye

F(are tg z), F(ave sin 2},

W tym celu nalezy polozyé:

T
7 are tg w =log l/' 137z

I —ix’

7 are sine + log (Vi—a* i ).

Niechaj danem bedzie rdwnanie stopnia p-tego o spélezynnikach cal-
kowitych

@ (z)=Dby b 2. by

Gy, Oy - - -, 0y Diech beda pierwiastkami jego; &, &, ..., & za§—rozmaitemi
calkowito-liczbowemi liniowo jednorodnemi polaczeniami tych pierwiastkéw.
Potizmy:

(£ == A, 65 L A, ebt L. 4, e,

gdzie Ay, 4y, ..., 4, sa liczbami riznemi od zera. Te¢ z dwéch liezh:
qp!. Sg¥—1, ktéra nie jest nmiejsza od drogiej, oznaczmy przez w ogit
wyrazow, zawierajacycl potegi ', ¢, ..., w rezwinieciu wyrazenia y ()
wedlug poteg zmiennej ¢, vznaczmy przez o, Wwreszeie u niechaj bedzie ilo-
Sciy nieoznaczong.

Ponjewaz iloczyn IT (14— m), rozciagniety na wszystkie mozliwe prze-
miany pierwiastkow oy, ay, ... .o,, jest funkeya catkowity symetryezng tych
pierwiastkdw, ma przeto za spolezynniki przy pojedyfezych potegach ilosei
 funkeye catkowite i wymierno-liczbowe ilosel . Jezell U jest tym znieprzy-
wiedlnyeh czynnikow tego iloczynu, kiory zuika dla w=c, to czyunik ten
powstaje 7 pomnozenia w-— o przez podobne czyuniki #—cp, ¥ —ws ...,
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ktére otrzymujemy z w—e przy pewnych przemianach pierwiastkéw
Oy @y - -y Gp.  Niechaj wy, ys,... bada ilosciami, powstajgcemi z y (f)
przez te przemiany; polézmy

P()=w By D). ..,

P () jest suma wyrazow postacl 4 v, gdzie 4 jest liczbg calkowity, 7 zas
est wyrazeniem calkowito-liczbowem i liniowo-jednorodnem, utworzonem
z plerwiastkdw e, ay; ..., ap. Jezeli poszukamy wszystkich réznych liez-
bowo wartosei iloSei 5 1 zbierzemy wszystkie wyrazy, majgee za czynnik te
samy wielkosé wykladnicza, to wyrazenie, jakie stad wyniknie, nie moze zni-
kaé tozsamo$ciowo. Gdyby bowiem bylo inaczej, to wtedy iloczyn waw, w,, ...,
ktory az do wyrazéw, zawierajacych #* wlacznie zgadza siy z wyrazeniem
P (t) musialby by¢ podzielny przez /=+1, a wige przynajmniej jeden z czyn-
k6w o, w;, w,, ... musialby byé podzielny przez tet!, gdyz liczba tych
cynnikdéw jest « p! Tak i za$ ezynnik ma postac

Ay et - Ay end 4L A e

gdzie n, Mo, .. .. n, POWStAjE % £, &, ..., £, przez przemiane pierwiastkow
ay, Gy, - . ., & Wige wedlng 3. musi zuikaé tozsamosciowo, jezeli jest podzielny
przez t'F.  Byloby zatem o o, @, ...,=0, a funkcya niepraywiedl-
na U zrednkowacby sie musiata do u; wtedy byloby o=0, a zatem takie
w (1) =0 jest w sprzecznosci z przyjeciem.

Stad wynika, ze iloczyn P (¢) daje sig przedstawié w postaci:

Pily=C ¢4t b Cy et 4. ..} C, ein,

gdzie g, =0 i albo C, nierowne zeru, gdy » =0, albo ), Cy,. ... C, wszyst-
kie od zera rézne, By, f.. .. ..B, zas sg liczbowo roznemi calkowito-liczbowe -
mi lniowo - jednorodnemi wyrazeniami, utworzonemi =z gy Qay .oy @y, gAY
n>u,

Jezell rozwiniemy P (1) wedlug poteg ilodei £ § napiszemy:

t o, &
Pty ==y, -+ 1y f‘i]'-_' T—}—

0 gy Dy By, Do® luay . . bedy Hezbami calkowitemi. Gdyz najprzod jest ja-
snem, 2e ly. iy, 0.l s Hezbami wymiernemi, bo Pis) zgadza sie Z w o, w, ...
az do wyrazéw, zawierajgcych potege t-. Nastepnie mozna dowiesé zapel-
nie tak samo, jak w 6., 7e funkcye elementarne symetryezne ilosei gy, o, . ., fa
w przypadku o >> 0 sa lczbami wymiernemi i ze skutkiem tego mozna utwo-
rzy¢ rownanie calkowito-liczbowe stopnia (12--1)-go:
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3
ty @t 22 e, z2=0,

ktdrego pierwiastkami sg fy, f,..., f.. Wymiernos¢ liczb hups, Mt . . -
wynika wtedy z wzoru

g e ==y ey o Ay ey =0,

kiory utrzymuje sig poczawszy od s==n—1. Ze zas b,* /i jest liczbg cal-
kowity, wynika stad, ze

=Gy B" 4G BiF 4. . Cu pa®

jest funkeyg catkowita i catkowito-liczbows k-tego stopnia ilosel ay, as, . . ., a,
a wiee 1 ilodei by ay, by @a,. .., Uy a,, czyniacych zadosé réwnanin

zy by 2P Wby 2 -1 8, =0,

a wiee bedacych liezbami algebraicznemi catkowitemi.
Jezeli w tozsamoscei (2) potozymy:

[ty " q, " .. 4, £,

== flgy iy o - - Py

znajdziemy:
G, ()= G (f,) .
G (e = G, (B) + B (B,
G (0) lu== (7, ('ﬁ;,)éi— R (ﬂ,,“,
a stad:
) H,
G, (MW P() =5om T+ e,
e
L)
gdzie:
1 ) oy y ER
W ]/,, = GO Gy (/33) “:“ 01 Gx' (ﬂl)"“ tee ] C;,, {’7" (ﬁ") b

Q= C] RU (ﬂl) + C_. Ry (ﬁg)"{“ .. + Cm Hu (,Bu)-
H, jést liczbg catkowity, peniewaz /, staje sig réwnem

lo bo"”‘+” " ]20 _i_ Z‘ ]Jnmn-ku—]’ bo 721 + 1_4 bﬂmn—l—n:’ﬁ , Z)DE ]22 + e
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jezell polozymy
G @=lh+hetlz?+...

1

Jezeli dobierzemy znéw m tak, aby [ o i»*+ | bylo mniejsze od 5 to

jedna z liezb H,, Hy, .. ., H,, up. H, bedzie rézna od zera i bedzie:

1
| & (0) P (1) | >W.r—-“

71} 7
, 1
P> sra @5
a wige:

1
NN e
lp (|2 3K Gy | | B |

jezeli
Ly, Dy (1. | < K.

Nie moze zatem y (1) byé zerem. ‘

Jezeli w wyrazeniu v () spétezynniki 4,, 4,,..., 4, nie sg zwyczaj-
nemi liezbami calkowitemi, lecz liczbami calkowitemi algebraicznemi, wtedy
przy pomocy ¢ iloSei nieeznaczonych 1, u,, . .., %, Utworzymy wyrazenie:

A ug Ay ug . o A4, w,

i réwnanie nieprzywiedlne I'= 0, ktéremu ono .czyni zadodé. Jezeli
+ Q(w, Uy . .., u,y) jest staly wyraz tego réwnania, bedaie:

Q=(A uy+ Ay g +. A Agug) (A w4 Ayt ) (4w + A 1000 4) s

gdzie 4", A, ..., 4", 45", ... sa réwniez liczbami eatkowitemi algebraicz-
nemi. Jezeli wige polozymy:

Q(e8 e, bt )=y, (1),
0 v, (#) bgdzie mialo postaé

B, ew' 4 B, eni .. .,

gdzie 7, 75, . .. 853 Wyrazeniami catkowito-liczbowemi i liniowo jednorodne-
mi, liezebnie réimemi, utworzonemi z plerwiastkow ay Gy oo vy Oy, ZaS
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By, By, ... s liczbami calkowitemi. Te spotezynniki By, Bg,.. nie
moga by¢ wszystkie zerami, bo inaczej wedlug 3 znikaloby takze jedno
7 Wyrazeh

Af et ) e b 4TS A e
a wiec znikatoby i @, co sig sprzeciwia nieprzywiedlnosei rownania I' = 0.

Poniewaz tedy | o (1) | musi byé wiekszem od pewnej wyznaczalnej
granicy, to i to samo stosuje sig do i do{y (1) ].
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