0 TLUMIENIU SIE DRGAX W OSRODKACH DOSKONALE
'SPREZYSTYCH. S

L. PODLASKI

. Ruch falowy, ktéry w réznych dziedzinach fizyki matematycznej wyra-
Z&IE])'.Z& pomocg pewnych funkeyj spélrzednyeh przestrzeni i czasu, lgczymy
ogllnie z wyobrazeniem pewnego stanu, rozehodzgeego si¢ od punktu do
punktu.

Cecha wspilna i zasadnicza, wszystkich fal, ezy to akustycznyeb, czy
tez_elektromagnetyezuych, wzglednie $wietlnych, polega na ogoélnem wyra-
.Zenlu rozchodzenia sig jakichkolwiek zaklécen w ofrodku, tak, i% coraz to
nne czesel osrodka, ktéry pierwotnie byt w spoczynku, koléino zostaja
W ruch wprawiane; w zjawiskach tyeh kazda czes6 ofrodka otrzizmuje iwy-
syla ustawiczuie pewne zasoby energii.

Jezeli wyobrazenie to polgezymy z zasada zachowania ilogei energii
otrzymamy niezbedny wniosek, ze wogdle kazdy uklad fal skladaé sig musi
z flrgaﬁ, ktorych obszernogé (amplituda) ustawicznie maleje z czasem: inne-
mi sh?wy, ze wogdle kazdy uktad fal jest, ze tak powiem, sthumionym, ’zupel-
nie me:::aleinie od oporu; np. tarcia mechanicznego, lepkosei Iub’ oporu
galwa;mcznego; kazda bowiem fala, wychodzgea z danej czesei osrodka nie-
?glia,nmzonego, zabiera i unosi ze soba w nieskoficzong przestrzei pewny
ilo$¢ energii. Skoro wiec ustawiczunyeh tych strat nie pokrywamy przez do-
pl:o?vadzanie odpowiednich zasilkéw energil zzewngtrz, energia w danem
‘miejsen ustawicznie sie zmniejsza, drgania stabng i gasng wreszcje.
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W pewnych warnnkach mozliwe sg oczywiseie uklady fal o obszerno-
gel w czasie niezmiennej. Dzieje sie to wowezas, gdy orodek jest zamknie-
ty zewszad dcianami doskonale odbijajacemi, albo tez, gdy Zridlio, zasilajace
drgania, jest nieskoiczenie obfite: w drugim przypadku ruch energii wszg-
dzie jest stateczny. Zreszta musimy zaznaczyé, ze przypadki te napotkad
mozna li tylko w badaniach teoretycznyeh, jako wypadki graniezne, lecz nie
w naturze; w rzeczywistosei bowiem nie istnieig ani nieskofiezenie obfite
4rédia energii, ani tez Seiany doskonale odbijajace.

Zgodnie z tem, cosmy wyzej powiedzieli, calki ogélne rdwnai rozniez-
kowych ruchu ofrodka drgajacego, pozbawionego tarcia, wuszy z konieezno-
$ci zawieraé wogole rozwiazania, odpowiadajace drganiom stlumionym, skoro
tylko nie zachodzi jeden z wyzej wymienionych przypadkiw wyjatkowych.
Aby przypadki te z gory wykluezy¢, musimy zalozy¢ odpowiednie warunki
graniczne i praypuseié oraz wyrazié explicite, ze wielkod¢ zapasu ener-
gii w kazdem rozwazanem Zrodle jest skoficzong.

i.1a osrodka jednorodnego warunki te, o ile wiemy, nie daja sig wyrazié
w sposéb okreslony i jednoznaczny; daje sie to natomiast uskutecznié dla
dwoch ofrodkéw réznyel, przylegajgeych do siebie, z ktorych jeden, pier-
wotnie zaburzony, oddaje energie w ksztalcie fal osrodkowi drugiemu.

Gdybysmy, wychodzac z tego punktu widzenia, cheieli traktowaé za-
gadnienie w caltej jego vgolnosel, napotkalibysmy znaczne Lrudno’éci‘ anahf
tyezne. Poniewaz pragniemy wyswietli¢ ogolne stosunki w sposdb jaknaj-
bardziej przejrzysty i bez komplikacyi matematyeznej, W]Jrnfvadzamy na-
stepujace zalozenia, zasadpiczo obujetne, rachunek za$ znacznie upraszeza-
jace; zakiadamy mianowicie, ze:

1) drgania w jednym i drugim oérédku sg podiuzne i prostopadie do
powierzehni granicznej; .

2) w calej przestrzeni istnieje potencyat predkosei: .

3) ie obadwa te ofrodki sa plynami sprezystemi o wlasnosciach zre-
sztg réznych. )

Badania wige swoje ograniczamy do fal akustycznych, j'ak to wy:mk-a
7 zalozen 1), 2); zalozenie za§ 3) pozwoli nam W pr9sty s‘posop Wyl:amé ci-
gnienie przez odksztaleenia i zastosowaé do obydwoich osrodkow réwnanie
hydrodynamiczne w ksztatcie:

%)

P g1 Ag.
2 Sl

(1

[}

W rozprawie niniejszej 1'ozxva,2amydwa przypadki zasadnicze: fal
plaskich i kulistych, i stosujemy do nich Wyze] skreslone poglady.



GUEST


icm®

48 L. PODLASKL O TEUMIENIU SIE DR@AN. 49
Pomyslmy sobie dwa rézne plyny sprezyste, z ktirych jeden wypelmia ) o=f (t - —) —f (t + zc—) , <<z X,
warstwe plaska, rozeiggajacg sig od =0 az do v=2X, drngi za$ rozeiaga 9 ?

sie od plasgezyzny = =X do nieskoficzonodel; w kierunkach v, z; obie war-
stwy niechaj rozelggaja sie do nieskonczonosei. Warstwa odrudka pierwszego (8) ¢ = F (t — i), z>X,
o grubosci X graniczy z drogim ofrodkiem wzdinz plaszezyzny z = X, @

Plaszezyzna za$ x==0 niechaj bedzie doskonale odbijajgcg. Dla
fal piaskich, rozchodzacych sig w kierunku x, mamy réwnanis rézniczkowe:

ktére majg czynié zados¢ warunkom granicznym

dp _ 3¢

2 % B 9 - — —
2) x?g{ = ':f pry - 0<Ce<C X, @ w = e P=he, o=X.
. Podstawiajge wartosé za i i 2 z (7) i (8) w réwnaniu pierw-
(3 ol prey z2> X, ox )

szem (9) i kladae 2 = X, mamy:

gilzie @, @, oznaczaja potencyaly predkosci, ¢, g, predkosei rozchodzenia sie

! 1 X X 1 X
zaburzeii, w plerwszym, wrglednie w drugim osrodkn  Dla praszezyzny gra- ’ ey { f' (t - —q—) + 7 (t + _q—) } = & F ( - ?) :
nieznej @ ==X mamy warunki: ¢ ' '

2 30 2 oy czyli, calkunjac wzgledem ¢:

S e | T fa —D;fi ! a=X, X

. o (10) =i F=trl—2)-
glzie k, Ik, oznaczajg gestodei osrodkow.—Warunek plerwszy wyraza cig- 4 ? ! '
glo$é predkosci normalnej, drugi—réwnogé cisnien po jednej i drugiei stronie . . : :
plaszezyzny graniczne. PO Jedne) £t Drugi warunek graniczny daje:

Calkg ogolna rownania (2) jest:
z 3 : i X X X
I e R S R R Gt E

p=rli= T o)
' Z dwoéeh tych rownai mozemy wyrugowaé F; kladac zas
przy x=10, wedlug powyiszego zalozenia, musi byé =0, a wige

kg
- . N 12 =g-
(3) i) =—r@); 12) %
dla drugiego osrodka mamy: otrzymamy:
p—1 X\ X
: ol Frpe 3]
®) w=rl-=], n¥l 4 e
1

. . . Kladac wreszcie dla skrécenia:
albowiem w osrodkn tym (tylko jednostronnie ograniczonym) fale biegng ‘

tylko w kierunkn z dodatniego. u—1 X 2X_
Druei - c o . i (13) e =g, t———:'ﬁ, —=C,
_1ug1 z warnnkow granicznych (4) mozemy zcatkowaé ze wzgledu na pH1 q ' 2
czas ¢ 1potozyd staly catkowania réwng zern, beg szkody dla og6lnosei badania.
Mamy wiec obecnie wedlug (5) i (6) oraz (4) dwie funkeye: . mamy:

Prace mat.fizyez, . IX. 4
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(19) N =140

Jest to réwnanie funkcyjne, okre§lajace ksztalt funkeyi /. Kiadae
w réwnaniu tem 9 -+ ¢ zamiast 9 otrzymamy 42 /° (9) = f ($-2¢), powtarza-
jac zas proces ten » razy, znajdziemy:

(14) g [(9) = f (& no).

Jak widzimy z (13), stala ¢ wyraza czas, w ciggn ktorego fale prze-
bywaja calz warstwa osrodka pierwszego od powierzehni granicznej do Scia-
ny odbijajacej iz powrotem.

Dla y=1 otrzymalibysmy wedlug (14') rownanie funkcyjne funkeyi
pojedynczo - peryodyeznej. Wogdle atoli 5 jest mniejsze od jednosei
(patrz (13)); warto§¢ wiec funkeyi f zmniejsza sig z czasem w stosunku
okreslonym przez ulamek rzetelny »*. Réwnanie (14) albo (14') wyraza
wige drgania peryodyczne stlumione.

O tem, e przyczyng ustawicznego zmniejszania sie obszernodei drgan-

jest wysylanie fal do drugiego nieograniczonego osrodka, mozemy sig prze-
dewszystkiem przekonaé w przypadku szezegélnym y=1; wéwezas bowiem
p—1=p-1, t.j. p=co, a wiec k; =0, co oznacza, Ze pierwsza warstwa
drga wprézni. W tym wypadku iloS¢ energii, zawartej w calej warstwie
osrodka pierwszego, pozostaje stals, i jak tego wymaga prawo bezwladnosei
dla nktadu odosobnionego, warstwa ta jest siedliskiem drgaf o niezmiennym
okresie i niezmiennej obszernosci.

Skore tylko okreslimy ksztalt funkeyi 7 zgodme z réwnaniem (14),
funkeya

=1 3)-rb )

bgdzie okreslong dla wszystkich czaséw idla wszelkich 0 <C v < X, t. ]
dla calej warstwy pierwszego osrodka.

Co sig zas tyczy potencyatu predkodei ¢, w osrodku dragim, mozemy
uezynié zadosé wszystkim warunkom, kladge:

-g)= b

gdzie 2 i & oznaczaja ilodei state, Kladac w réwnaniu tem z =X iporé-
wnywajac je z réwnaniem (11), otrzymamy:

Tt == )

x X X
= —— — e b=
} 9 + /i 9

+

S
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) Wle?my sigd, ze F wyraza dwie fale drgaii o réznicy epok e —be=r,
t. J. rownej czasowl potrzebnemu na dwukrotne przebyecie warstwy o gru-
bodei X: jedna fala biegnie do plaszyzny granicznej o==2X wprost, druga

za$ dopiero po odbicin sie od Sciany tylnej »=0 do osrodka dragiego.
Kladge:

_ k
(15) T=

mozemy uapisaé:

Fiz—z

(16)

Réwnaniu funk:yjuemu mozemy uczynié zadosé, kladac:

[ (§) = e cos gt
wedlug tego bedzie:
(3 cr=e* e (cos fc cos 38 — sin gesin g
wedlug (14) zas:

i e cos B = e ¢*? (cos ge cos g9 — sin gesin f)
dla wszelkich wartodei 9. Stad wynika:
sin ge=0,

[ czyli

(1 ‘
l gdzie

n za$ jest liczba catkowita.
Mamy wiec ostateeznie:

_e
(@ =e ° cos @;”-'?.

(18)

Kiadge zamiast ¢ raz ¢ — —, drugi raz — f—{———, otrzymamy dla po-

tencyatu predkosei w plerwszym ofrodku
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e (-2 2 5 _e(ip2 n 2
o=¢ ° ! '7) cos IL_T(!,—%)‘—e 0“(“’0) cos J%l(t+f_),
. > q

(19) g P

0<<e<<X.
Podstawiajgc w réwnanin (18) za

z X X . z X X
N P — = —_ =, dr . t— — ainl =
18z x -+ Py 7 ngi raz .- -+ 7 -+ 7

otrzymamy:

] _ ug(t_i+£~£) In 7 ( z X X
=x)e ° % 77 coS fm e ———] —
s " ! U + % 0)
(20) « _i(z_i+£+£) 2n T X X
- 23 9/ Q8§ —— (i— — — Nv) g
) ¢ U + % + q
dla x> X,

b

Wyrazenie to na o, daje sie zresztg uproscié; poniewaz ¢= -:QE ezyli

-2 .
’Zn —(}X.— =mn=, przeto, kladac:

(21

znajdziemy po kilku prostych redukeyach (17):

— L&y

o =xze ° |e e

1 1
+;e__ —59) 08 2n 7 9.
—. 0,

poniewaz jednak, wedlug ostatniego z réwnah jest

an SO w2
Vi—1"
przeto:
" 22 _ &l P
(@2) e R na g,

] Fatwo sig przekonaé, ze catki (19) i (22) czynig zadosé rownaniom 16z-
mczkowym i wszystkim warunkom granicznym. Ogélniejsze calki otrzy-
mamy, biorge w (19) 1 (22) za n kolejno wszystkie liezby calkowite, mnozac

icm
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przez dowolne stale A. wyrazy (19) iprzez odpowiednie stale B, wyrazy
(22) i tworzge sumy od 2=1 do » ==co. Tlosci B, nie beda niezalezne od
odpowiednich ilosci A, lecz bedziemy mogli wyrazié jedne przez drugie za
pomocy warunkéw granieznyeh, zachodzgeych dla =X, Stale zas 4. be-
dziemy mogli obliczyé, rozwijajac funkeye spolrzednej o, wyrazajgey stan
poczatkowy obu §rodkéw, np. dla ¢ = 0, na szereg trygonometryczny Fou-~
riera i poréwnywajae spotezynniki przy odpowiednich wyrazach.

Zreszty wszystkie te calki majg te ceche wspélng, Ze, jakto widaé
2 fankeyj wykladniezych, zawartyeh w (19) i (22), wartosel ¢ i ¢, wzrastaja
ustawicznie wraz z ¢ dla kazdego dowolnie obranego czasi. W tem miej-
scu zaznaezyé nalezy, ze, jezeli rozwazania nasze o rozchodzenia sie energii
naja wogdle mieé znaczenie okreslone, musimy sobie wyobrazié, ze zjawisko
rozpoczyna sie od takiego stanu poczatkowego, w ktorym przynajmniej dru-
giofrodek w cale] swej rozciaglosei znajduje sie jeszeze w spoczynku. Na
podstawie tej uwagi fatwo dowiesé mozna, ze wartosci dla spitrzednej x, do-
puszezalne przy danym jakimkolwiek czasie ¢, podlegaja dla drugiego osrod-
ka pewnemn ograniczeniu. Jezeli mianowicie funkeya jakakolwiek argu-

X R
mentu t—?, powiedzmy
1

F(t——wj‘—)s

ma byé dla # =0 réwng ilosei stalej, niezaleznej od x ¥ calym obszarze do-
datnich wartoSei na 2, czyli, jezeli ma byé

F (-—- —7;—) == const.,

1

wowezas, podstawiajae zamiast © argument ¢ {— w, otrzymamy:

const. = F (m, — t) .
D

i widzimy, Zze I jest wielkocia stalg dla wszystkich wartofei dodataich ar-

gumentu X _t. Jezeli wice funkeya F ma wyobrazaé pewien stan zmienny
0
w czasie i przestrzeni, mozemy to pogodzié z obranym stanem poczatkowym

a . . :
tylko w ten sposob, ze rozwazamy argumenty rs —t wylgcznie ujemne, t.J.

% <C g, ¢ innemi stowy rozwazamy tylko te punkty, ktérycﬁh dosieglo z.abl.x-
rzenie w danej chwill, Dla tych i tylko dla tych punktéw utrzymujg sig
wzory powyzsze (19) 1 (22).
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Ot6z, jezeli wzér (22) napiszemy w postaci:

oX

e on - L(i- 2 Py . -
o = 8 (: > 2nm T
IS 1 cos —— (¢ — — |

Vi ¢ h ol

spostrzezemy, ze obszernofé drgan wzrasta wprawdzie dla danego ¢ wraz
z wartoscig @, nie staje sig jednak nigdy nieskoficzenie wielkg, poniewasz
i - 7;— ma by¢ zawsze dodatnie.

1 : .

Dla wszystkich #>> ¢, ¢ nie mamy jeszeze w danej wehwili Zadnyeh
drgaii; natomiast dla wszystkich @< ¢t mamy w chwili { szereg fal, kto-
rych obszernoéé (amplituda) jest tem mniejsza, im bardziej zblizamy sie do
plaszezyzny graniczne] x =X, a wige im pézniej fale te z plaszezyzny gra-
nicznej zostaly wyslane. Zgadza sig to najzupelniej z istoty rozwazanego
zjawiska; skoro bowiem osrodek pierwszy wystal juz fale drgat o okreslo-
nej obszernosei, stracit on tem samem pewien zasib energii, a wiec tez zdol-
nosé wysylania drgan o tejze samej obszernosci, tak iz kazda nastepna fala
musi by¢ stabszg. !

Obliczmy wreszeie ilosé. energii, ktora warstwa pierwszego osrodka
zawiera w chwili poczgtkowej ¢ = 0 i poréwnajmy jg z tg iloseia, ktérg po-
chiania drugi osrodek od chwili ¢ =0 do t=co. Ilogc energii, zawarta
w czgscel walcowej warstwy osrodka pierwszego o grn

bosel X, o przekroju
=1 i o tworzgcych réwnolegtyeh do osi x, réwna sie: ‘

gzie o jest dane przez réwnanie (19); wykonywajac zaznaczone dziatania
i podstawiajge w ostatecznym wynika ¢ =0, otrzymamy:

L 2eX 2: X, .
g FEE TN gl
19 e’ e 7,

&

gdzie:
PR _ 2n=x
== . R /‘3 — _T ,
albo
2 ki pte

=1 eq

——

Y Patrz np. Kirechhoffa »Mechanike.
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11 3 3 " 3 @y i ora-
7 dvugiej strony, ilosé enevgii, przeplywajacej przez 1 cm. pomelzc;hm Ul.a:
nieznej w kierunkum wartosel rosngeych, w eiggu sekundy, moina Wy
razié przez
1 i

(<%

L 2¢y Sy

12 ot

k)

R L as . . ot 7adosé TO-
gdzie o, jest dane przez rownanie (22). Poniewaz g, czyni zado§

P
Wwoanin

¢ dn
atl +ag =0

przeto powyzsza ilosé mozemy napisaé tak:

_ (S_‘LY _
g, \ 2

Podstawiajac wartosé (22), mnozae przez di i calkujacod 0 do oo, otrzymamy

ok ﬁ2+2£2;
(24) Uog w1 €

k Bl idzimy. ze wyrazy \24) i (23) sg iden-
poniewaz #= }L:—ﬁ, widzimy, ze Wyrazy \

i : W war-
tyczne, jak byé powinno; albowiem cala energla.poczqtl’{owa, zda.\:&ir:ao
stwie ;érodka pierwszego, przepiywa ostatecznie do osrodka druglego.

S

Przechodzae obecnie do fal ku listye h. pomy..élm-y s?blisiiilliﬂgi Ez&f—y
sprezystg o promienin E, ktdra jest otoczona innym j 'aklm}}gdliskiem e
cI;enie rozlegtym plynem sprezystym. J e.zeh k?la.ta jest ;;v e

odluznych, zachodzgeych w kierunku jej pr?l_me.m, .Wywo o pmnkcie
gzaj@cym n’érodku fale kuliste podinzne, tak iz zJawmk«: w i
zalezed bedzie tylko od czasu ¢ i od odleglosei r=V2t+ 4

: 2 e ® . ’ d—
e k‘lé;’- tym przypadku ogélne réwnania rozmt_:zko'we pote;cgzi:;)u?;gy:
kosel ¢ i ¢, dla kuli osrodka otaczajacego przybieraja kszta; § 2
s0g) _ o 209 g
@5) B

i

1) Patrz Kirchho £fa ,Mechanikg®. -
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R ) =g, o (rey)

(26) T g r>Ah.
Opréez tego mamy warunki graniczue:

2 2 .
en FF:_B;—l i kp=Iko,, r==R,

podobnie jak poprzednio.
Aby @, bylo dla » =10 skohiczonem 1), trzeba polozyc:

sl e
(28) — 9 9/
¢ . . r<B,
dla 9, za$ mamy:
) Flt—21
(29) - ( )
¢ = p it s r>R,

pomewa? osrodek zewngtrzny jest nieograniczony. Frzez uwzglednienie
warunkow granieznyeh i wyrngowanie funkeyi F, otrzymamy : )

B0 @ UF B —(a—1) ' )+ N G+ F(9) } =0,
gdzie

‘ 1?=i—-—éi—, ﬁ=c’
- ) 7 7
q _ k
( ”—q:-“'u’ ”=z.r: N=‘QR‘(Z—-1)7

k ik, oznaczajy gestogei kulii odrodka zewngtrznego.
Kladac wreszcie

. —1 N
(32 e P

) pF1ITT TG
bedzi - . . .
ffnklc;?lgre:mlell 5 wyznaczenie ksztattn fankcyi f nastepujgce réwnanie
(33) f’(19—1—0)—nf’(#)—l-;‘{f(ﬂ?-!-f/‘)—f(ﬂ)}:0-

) Inaczej bowiem srodek kuli bythy siedliskiem nieskoficzenie wielkiaj energii.
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Dla {=0 réwnanie to staje si¢ identyezne z réwnaniem (14) dla fal pla-
skich, i wyraza peryodyczne drgania stlumione. Dla y=1 mielibysmy
drgania o obszernesei niezmiennej.

Aby uczynié zadosé temu rownanit w przypadku ogélnym, t. j. dla ja-
kichkolwiek wartosei 3 1 £, polézmy, powodujge sie analogia do przypadka
poprzedniego (fal plaskich):

(34) f0) = e cos B .

Fuonkeya ta w samej rzeczy czyni zado$é powyZszemu réwnaniu, przez
podstawienie za§ otrzywmujemy dwa réwnania na wyznaczenie stalych, a i g,
zaleznych od wartoSel 9, £ic. Aby otrzymaé roéwnania te w sposéb naj-
prostszy, wychodzimy przedewszystkiem z calki a peryodyeznej

(85) (@ =e?.

Przy uwzglednieniu nastepnie wartosei sprzezonyeh y otrzymamy drgania
sthamione; podstawiajac za$ powyzszy wyraz w rownaniu (33), otrzymamy:

oo = YT (u—Dy
N-(u+4 Ny’
albo tez
. ytu
(36) er=n_
gdzie dla skrécenia
N N o, owl b
(37 e e e s

Jednym z pierwiastkéw rownania (36) jest y=20. Réwna.n.ie to musi mieé
jednak przynajmniej jeszeze jeden pierwiastek. Piszae zamiast (36)

Do qae=?b
761_1_!—)'%—?"

pamietajac o tem, ze wedlug (37) jest zawsze a4 >0 i badajac pl'zebieg po
obu stronach funkcyj w ostatnim rownanin od y=0 do y=-{'—o?, i qd
y=0 do y=— oo, przekonamy si¢ latwo, Ze, opréez_ zera, nie 1s§me]e%
pierwiastki dodatnie naszego réwnania (36), lecz moggllsmueé plerwm.stk}
ujemne o wartosci bezwzglednej [y]>>[a]. OdnoSny wige uklad zaburzed
ofrodka moze sie tylko ustawicznie zmniejszaé, nigdy za$§ wzmagac.
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Wogéle, zaleznie od stosunkow ilosci stalych, zawartych w réwnaniu
(36), moga istnie¢ oprocz pierwiastkéw rzeczywistych pierwiastki urojone,
ktérym odpowiadalyby drgania peryodyczne o niezmniennej obszernosei, ja-
ko tez pierwiastki sprzezone, odpowiadajgce drganiom sttumionym. Aby
ostatni przypadek nieco blizej zbadaé, polézmy:

y=a-ip,
o cos fe— BT WOt H
e ¢08 fu = (R s
(38) f
_l_ v oj S ﬁ(b—[b)

z réwnah tych albo tez z réwnan réwnowaznych

1 g @Fapdp
Svﬁ CFaf+p5

(39) f
b—a)

tgpo—— PL—0)

AT R
na_leiy Wyr&lmzi(: ilosel a1 B przez «, b, ¢.” Nie rozwiazujae tych rownah, wi-
dz_xmy pomimo to, ze wielko§¢ a, wyrazajaca stlumienie, jest zupelnie
niezalez na od wielkodel B, wyrazajacej okres i ze wogéle istnieje ealy
szereg odpowiadajacych sobie wartoscl a i, a zatem caly szereg rozwigzan

f(9) = e cos .

Calki ogélne otrzymalibysmy, sumujge wszystkie te rozwigzania szczegolne,
po pomnozeniu ich przez czynniki stale dowolne. Znajac ksztalt funkeyi £,
mozemy podobnie jak dla fal plaskich znales¢ potencyaly predkosci oig
dla wszystkich punktéw wewnatrz kuli, jako tez osrodka otaczﬁ}'@uego:

»

-Amn o (f- Z g %o i '
qJ:EET”{e ¢ ”)COSﬁn(ﬁ—iq)—-e (+9) cosﬁu(t'}‘{;) },

an “on __Lv_‘l £ N
oy { o=r DT (=TT ) s g, (t—"_~ﬁ+£)
1

m.n

icm
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gzie sumowania rozciggaja sie na wszystkie mozliwe grupy rozwigzan ilosel
al B, za§ A1 B sgiloseiami statemi, ktore mozna wyznaczyé, znajgc stan
poczgtkowy calego ukiadu. Wszystkie uwagi, dotyezace tego stanu po-
czgtkowego, sg identyczne z uwagami, ktéresmy uezynili przy badaniu fal
plaskich.

Jezeli p=0, pierwsze z réwnan (38) daje nam rozwazany juz przy-
padek ruchu peryodyeznego (réwnanie (36)).

Dla cf = 2nzx, gdzie n jest liczbg calkowity, mamy wedtug drugiego
z rownah (38)

2anib—a) _—0
BFa2+4nta "

przypadek ten jest wige mozliwy tylko wéwezas, gdy a=1>, tak iz ma-
my n=1;

_ Ofartiwa
T tatinrat

ac

czyli @ =0; odwrotnie tez znajdujemy (dla a=0 warunek a=>0. Ponie-
waiz n=1 daje u — l=p-+1, p=cc, a wige k=0, przeto widzimy,
ze drgania kuli s3 niestlumionemi wéwezas i tylko wowezas, gdy kula znaj-
duje sie w prozni. I w tym wiee przypadku zachedzi istotnie zwigzek po-
migdzy sttumianiem a promieniowsniem akustycznem.

Jezeli stlumienie jest nieznaczne (przypadek ten zachodzi wowezas gdy
gestodé ofrodka otaczajgcego, jest bardzo mata w poréwnaniu z gestoscig
kuli), mozemy atwo znales¢ roawigzania przyblizone rownan (38).

W tym przypadku bowiem moZemy potozyé:
a—b=29,

(41 cp=2na+§,

gdzie 8, 6 s podobnie, jaki a ilosciami tak matemi, ze drugie 1 wyzsze ich
potegi pomingé mozemy. Z tem zastrzezeniem pierwsze z réwnah (38)
daje po rozwinigein funkeyj trygonometrycznych i wykladniczych na szeregi:

b2+ 2ba+ b6+ m2mp
Fl2bat+mi4-2mp

(143 ao=

- gdzie = 2nm; MNOZ3C przez mianownik prawej strony i odrzucajsc kwa-

draty i iloczyn iloSei a, g, 4, otrzymamy:

m?

) “E=T T
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Podobnie tez otrzymujemy z drugiego réwnia (38):

e md
(48) B=— g
B .
_ 2nu=n 4
(44) == 1-b2+4n‘~’n? :

Podstawiajae znalezione na o i 8 wartosci do wzorn
f(®) =e?cos 9,

biorge za » kolejno wartoSci 1, 2, 3, ..., otrzymujemy nieskoficzony szereg
rozwigzan szczegblowych; pomnozywszy je przez ezynniki dowolne i sumu-
jac od n =1 do n==o00, otrzymamy calke ogélng, ktérg bedziemy mogli
przystosowaé do jakichkolwiek warunkéw poczgtkowyech.

icm

TEORYA PRZEKSZTALCENIA PFAFFA.

PODAL

C.RUSJAN.

(Dokoficzenie), ')
§ 3.
Wtasnosei przeksztatconych wyraZer rozniczkowych poprzednich §§.
'W poprzednich §§ dowiedlismy, ze wyrazenie rézniezkowe o parzy-
stej liczbie zmiennych niezaleznych x::
X, day - X, dag + . - . Xon dTon

w przypadku, gdy jego wyznaczuik A nie jest réwny zery, mozna przeksztakj
cié na wyrazenie w nowych zmiennyeh z;, Z5,..., 2 tak, ze W nowej postacl

Zy Q2+ Zy A2y -+ . .+ Zon Az,
zmienna x, bedzie sie zawierata tylko we wspolnym czynniku g spélezyn-
BikOW Zyy Zyy o+ -y Lin+ . )
‘Wyrazenie rozniczkowe o nieparzystej liczbie zmieunych 2
X, dw X deg ... A Xon1 @20t

w przypadku, gdy jego wyznacznik A, nie jest rowny zeru, daje sig Sprowa-
dzi¢ do postaci

Yy Patrz ,,Prace matematyczno-fizyczne,* 1. VI, str. 6198,
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