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rach (migdzy N. Targiem a Zakopanew). Z poréwnania tege wypada, e
w okvesie 1848—1878 ubytek roczny wynosit 6',33.

Nachylenie maguetyczne, zmierzone w Zakopanem przed 20 laty.
bylo 64" 8,30 (sierpien 1878). Z poréwnania z liczba zualeziong przezemnie
okazuje sig ubytek roczny = 0, 9. W okresie trzydziestoletnim, poprzedza-
jacym rok 1878, ubytek ten wynosit ¢, 83, Jjak oblicza dr. Wierzbicki
wedlug swoich i Kreila obserwacyi.

Co do natezenis pordwnanie jest trudne, nie znam bowiem zadnych
pomiaréw tego elementn, odnoszgeych sig do obszaru, o ktéry tu echodzi.
Przytoczg tylko, na zakoficzenie, wartosci wszystkich trzech elementdw,
obliczone dla epoki 1-98,5 i dla pozyeyi Zakepanego, wedlug tablic N eu-
meyera . Nie nalezy jednak zapominad, ze wplywy i wlaseiwosei lokal-
ne uie s3 uwzglednione w tablicach tego rodzaju. Liczby te sg: & — 6°3%'
z ubytkiem rocznym 5.5; i= 637355 z ubytkiem 1’ na rok; H= 10,2046
z przyrostem rocznym 0,00015.

Krakéw, Zaklad fizyezny Uniwersytetu J agielluiiskiego
w griadnin 1898,

§) Landol: und Birnstein. Physikaliseh-chemische Tabellen: wydanie 1594
str. 526--528. :
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W pracy tej podajemy dowody analityezne pewnych twierdzen. ktore
geometrycznie sg oczywiste. Jezeli mianowicie zapytamy o najogédlniejszy
ciggla grupe przeksztalcen plaszczyzny. wytworzong przez przeksztalcenia
nieskoliczeaie male, przy ktirej elementys liniowe danej krzywej i katy
pomigdzy jej sasiedniemi styeznemi pozostaja bez zmiany, to odpowiedzig
bedg oczywiscie tylko wszystkie przesuniecia i obroty, t. j. przeksztalce-
nia grupy ruchéw euklidesowych. Podobnie najogélniejszs ciggly grupy
przeksztatcen przestrzeni (wytworzong przez przeksztalcenia nieskoriczenie
male), nie zmieniajges dlugosei elementéw liniowyeh, katéw pomiedzy sg-
siedniemi liniami stycznemi i sgsiedniemi plaszczyznami $cigle stycznemi
danej krzywej skosnej, sa przeksztalcenia grupy rnchiw euklidesowych
w przestrzeni. Nareszeie te same przeksztalcenia stanowis najogélniejsza
grupe rzeczonej kategoryi, ktéra nie zmienia dlugosci elementéw liniowych
na powierzehni i odlegtosel punktow powierzehni od plaszezyzn stycznych
w punktach sasiednich. ’

‘W ten sposéb, w zastosowaniu do wszystkich tyeh ntworéw geometry-
cznyeh mozna grupe ruchéw euklidesowych okresla¢ za pomocg niezmien-
nosei pewnyceh form rézniczkowych, ktére przyjaé moina za punkt wyjscia
przy-uwazaniu odpowiednich niezmiennikéw vézniczkowyeh. Zobaczymy,
Zze istotnie najprostsze z tych niezmiennikéw sa bezposrednim wynikiem nie-
zmiennoscei rzeezonych form roZniczkowyel. Aby tedy z tego stanowiska
traktowaé teorye wszystkich niezmiennikéw rézniczkowych grupy ruchéw
eunklidesowych, t. j. teorye przystawania krzywych plaskich, krzywych prze-

Y} Z seminaryum matematyeznego prof. K. Zorawskieg o w Krakowie.

Prace mat-figyez., t. X. ’ 8
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strzennych i powierzchni, potrzebne sa, dla petnodei i jednostajnosei ro-
zumowania, dowody anvalityczne twierdzen powyzszych, ktére zreszty i z te-
go wzgledn mogg by¢é interesujgcemi, ze mogy stuzy6 za wskazéwke do po-

dobnych rozumowan w przypadkach, ktore geometryeznie nie 83 tak oczy-
wiste. '

1. Krzywe plaskie.

Uwazajmy linie krzywa:
z=z(u), y=ylu).
Kwadrat elementu liniowego wyraza sig Wzorem:
=t
a kgt pomiedzy sasiedpiemi stycznemi: 7

&'y " — ylxn

“‘m du.

do =

Niechaj ogolne przeksztatcenie nieskoiiczenie male niewiadomej grupy
" bedzie:

: 2 : 3
Wf=qp@.n ?g + iz, ) a{; .

Krzywa nie zmieni sig, jezeli jakkolwiek zmienimy jej parametr, zatem :
ou = &(u)dt,

gdzie & (u) jeét funkeya dowolna. Fatwo wyprowadzié, ze:

&7 g 027 . ¢ "

T TV T =g = —wE,
oy’ . 3y" ,

Tt—~w’~y£” 5’5 — 7}"’ QJIUEI _ ?/’-;T"-

') Zob. tom XXIII Rozpraw Wydz. mat-fiz. Akad. Umiej. w Krakowie str. 1 —14.
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"Na mocy tych wzoréw otrzymujemy :

—i;l-;: =2(2"g" - iy’ dud,

; ]

s : ) e du

a;z ?) Y =y @ 2y = (g ) Py

Azeby zatem té waryacye byly rowne zeru, musi by¢:
| 2oy =0,
alyt" =ty g — " = 0.
Z pierwszego warunku wynika:
A ¢ =—iy,
i =

Y

gdzie 2 jest funkeya dowolna parametru w. Roézniczkujae té wyrazenia,
mamy :

qw" - ) Zl' . 21}1:7 q,l[ —_ 2,;.,,1_’_ ;.SC",
a podstawiajae to w warunek drugi, otrzymujemy :
V@'t =0;

poniewaz za$ 2"*-}- ' pomijajac pewne przypadki wyjatkowe, nie moze
sig rownaé zern, mamy zatem:

F=0,
t. j. otrzymujemy :
¢ o= — Ly, y =n 4 iz,

gdzie m, n, 1 sa stale dowolne. TWF tedy jest istotnie przeksztalceniem
nieskoniczenie malem grapy ruchiw euklidesowych.
Latwo pokazaé, ze majac dwie formy niezmienne Adw i Bdu mamy

niezmieunik—% . Istotnie:

dudd + Addu = 0, dudB 4 Bddu=0,
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a stad wynika:

468 — Bs4d = 0,
t. j. otrzymujemy:

B
6——I=O.

Mamy zatem niezmiennik —;, ktéry w danym przypadku ma postaé:

2yt — vz
@y

§. j. jest krzywizng uwazanej linii krzywej.

II. Krzywe przestrzenne.

O wiele bardziej skomplikowanym dowéd ten bedzie w przypadku
krzywych przestrzennych, Réwnania krzywej przestrzennej mozemy napi-
sa¢ w postaci:

o= u(u), y=yiu), z= 2z (u).
Kwadrat tedy elementu liniowego jest:
as? = (#'2 4y 7'y du?,
kwadrat kgta pomiedzy sgsiedniemi linjami stycznemi:

Ao’ = {a? B+ ) dub )

dst

kat za$ pomiedzy dwiema DPlaszezyznami scisle stycznemi:

a6 — (et yp4sy)ds
a? —+ bf.’ + ci' 4
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gdzie:
a=y2" — 2y, a=y"" — 2"y,
b _— Z'.T" J— mVZ'I, /.; — :" n‘l:]” — .Ll! 3"7:
¢ = xl?/ll _ ylmrl. y = ! ]/m . :U" atl,

Niechaj ogdlne przeksztaleenie nieskonczenie male niewiadome]j grupy bedzie

of

3z

3f .
=+ (2,,2) 3—5 Fotuy, 2

n]
<
L

Wi= 54,2 L

Wiemy, ze jakkolwiek zmieniamy parametr krzywej, to ona sig nie zmieni,
mamy zatem:
ot == E(u)dt,

gdze £(w) jest funkeya dowolny. Zatem zupelnie tak samo, jak poprzednio,
mozemy wyprowadzié wzory nastepujgee:
ox' = (¢" — x'&) &, o't = (¢" — 2u"E — X&) OF,
Oy ==y’ — Yy, &y = (" — 2" — y'&) ot
87 = (o' — 2'&) &1, 02" = (a" — 2R"E — 2'£") 41,
" = (" — Bu"E — B E — 2 ET) 8,
5}/'" — (‘l,l"” _ 3wav o 3yu & e y!SII!) 8,

§a = (6"' — 32" EI — 33" ;s_-n 2 érn) St

Opierajge sie na tych wzorach, otrzymujemy:

ods? = 2 (@' +y'y + o) dutdi.
Skore za§ waryacya ta ma byé rowng zeru, mamy rownanie, ktérego lewa
strong nazwiemy dla skrécenia przez L:

e} L=s'g'yy + 20 =0.

Azeby obliczy¢ waryacye uwazanych katéw, tworzymy najprzéd na
podstawie przytoczonych wzoréw przyrosty: :

da = (yo" — yugy + Zvlwl — z!wn . 35’“} 8,

0b = (Z¢" — "¢’ 26" — '¢" — 38D) 8,

ot ool

de = ('y" — @y g — o — 350) o
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Sa = (Z"/Ip" _ s!lyllll + !/n{jnl _ wa" — 5“5' — HEN + aell/) (St,
éﬁ p— (varf,)_ll — .‘.U"G”' _:_ :r/ 1)‘(,-"' — Z"'(pw — ﬁﬁ&-f — [7_5" + bém) ét’«
(S:r' p— (‘]/I!I,/;‘!! _— !/H l[""’ + .'l,‘” ’7‘)'” —_— .7,7", 'I/,’” — 5;)5’ —_ e;’:” + cs"’) 6{.
gdzie:

== !/rgur . zl!/ru’ TS =

bh=2'p" — .L”Z"’, C== 'y —y'

Zamiast obliczaé wprost §(dew), tatwiej wzigé 0(ds*dw?), zamiast czego
moZua napisaé na mocy wyprowadzonego warunku dstd (dw?) i mamy:

ds*d (dew?) = 2dusst {a(y'o" — y'e’ + 2" p =2 y") b2 " — 2
F ot — o) 4 (o — "y 4y — ) )

stad wynika jako drugi warunek dla okreslenia @, y, o réwnanie naste-
pujgce :
a;("l/'(}” _— ylf 6’ + 2" I,U' — :'"@U”‘) _!_ ll(z'tp” — er(P' + :'LT”O" —_ m’ﬂ!’)
+e@y" — o'y 4 e — y g = 0.

Podstawiajge w tem réwoanin wartosei na a, b, ¢ 1 jeszeze wprowadzajae
oznaczenie: :

..Cf'_)__i_ylg_}_zl:_::ﬂ;
skad:

2D gy 2 =
mozemy réwnanie poprzednie doprowadzié do postaci:
2H(J;”('P" +'!/"w"_i_'d.,'lolr)+2L‘\‘x"2+yllg_{_zﬂ ﬁ) ___H/L:’zo'

Poniewaz na mocy pierwszego warupku L =0 i L'=0, otrzymujemy
waranek : )

{2) ( Jl,‘"¢" _;_ ?j” 7{'" + 2" = 0 R
ktoregotows strong nazwiemy krétke 17

Zwrécimy sie teraz do waryacyi kata 6. Zamiast réwnania 4(d)=0,
mozewy wzigé rownanie : '

deo*ds®8(db) = (ag’ + By + yo’ — ap’ — by" — 6"

T ag" b+ ooy dutet = 0.

icm
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Stad otrzymujemy warunek :

ap’ + py’ + po’ — ag” — by — 6" ag? - byp" - 00" = 0.
Pokazemy, zZe warnoek ten mozna zastapié prostszym:
@) N = &g Ty 4 20" = 0.
W tym celu postaramy sig tak okresli¢ spélezynniki 4, B, C.. ., nieza-
leine od ¢, y i 6, aZeby byto:

AN+ BM'+ CM + DL'+ EL' + FL = ap’ + fy' + ;0

— ag" — by — " + ap” by 4 e

Podstawiwszy W torownanie wartosei na N, A, M ..., porzadkujemy

strong lewa wedlug pochoduych ¢, v/, ¢', " .. ... ; stad otrzymujemy réw-
nania, okreslajace spélezynniki 4, B, C...:

o« = Da"' 4 Eu" 4 Fo, @ = Aa" + Bz" + Da’,
f=Dy"+ By + Fy, b=Ay"+ By + Dy,
y = D2"" -} Ez" + F¢, ¢ = 42" 4 Bz" 4 Dz,
—a= Ba" 4+ (C+|2D)2" + Ex,
— b= By" 4 (C+2D)y" + By,
— ¢ =RBz" 4+ (C4-2D)2" 4 £%,
Roéwnai tych jest 9, niewiadomych zas 6, lecz 1'Wna11ia te ni.e 53 od sieliig
niezalezne i nie sa ze sobg sprzeczne; wynikajg z nich nastgpujace wartosel
na niewiadome:

aa 0 + ¢y
A E)

k]

. a?—{-li—}—c’ B — lm-H";‘*l*“ , D=

L e—2aat i) wtbfrey  p_ By
C=a—l—b—-}—c A{aa—}-ﬁ—i—o/), B i o= 4 .,

gdzie
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Poniewaz tedy, pomijajac przypadki wyjgtkowe 1), spotezynnik 4 jest rozny
od zera i od nieskoiiczonogei, wige istotnie nasz poprzedni warunek mozna
zastapié warunkiewm (3).

Dla okredlenia zatem funkeyj . p, ¢ mamy trzy réwnania rézniczkowe:
Y+ Yy 4 e =0,
w” q)ﬂ + y'l 1/'" + zH (7" p— 07
M

Ea

9,4"/ -+ ymwm 4 2" " e 0.

Z pierwszego z tyel rownan otrzymujemy na ¢ wartosé:

a’ 5
') . {
- A
Stad przez rézniczkowanie wynika:
’
M. & " Y " h RN r
0 = — > ’17—771’ T,-’I‘Tﬁ W,
a’ Y 0 2a be'—202" w2’ —2az"
w__ " " " . .
o= =y — =3P+ =3 ’/'"—*“:VT"P‘Fh,;?“ ¥
z z 2 z z 2z

Jezeli wartodei te rodstawimy w réwnanie drugie i trzecie z naszyel row-
nati, te bedziemy mieli:

2 (" — ay"s — 2" by — ') =0,
(4/, 2'2 [hf;«‘"'—’ ﬂl/"”) — Qg (bq«" - f“l)") — (IJZ' — '_).ZIZ’") I;D’
+ 2" (02 ~ 242"y ' = 0.
4
. a . . . y
Postaramy sie okredi¢ warunek, ktoremu czyni zadosé fonkeya o = J—y,— ;
mamy :
5) I A i S A e ey
Podstawiajac te wartosei w réwnauia (2), otrzymujemy:
# b—ar) ¢" — {az'r — 2" (} — uryy o' =0,
(6) 22 (b—ar) g — gt {agr'd2"(h— ar)} " — {2’ 2t — a2y
+ 2" 2" (b—ar)— 22" 5 (b—ar)} o =0,

_—

') Spblczynnik 4 r6wna sig zern lub nieskoficzonodci wtedy, gdy kgt dw réwns sie
zery, lub kyt dO réwna sig zeru.

9
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Poniewaz:

(}Jur d ( q:n ) ; ( f,tf‘" );‘
= g VT 71
@' du \ @ 4
wige z pomiedzy tych dwoeh réwnai mozemy wyrugowad niewiadomg p.

Gdy to wykonamy, otrzymamy réwnanie rozniczkowe drugiego rzedu wzgle-
dem 7:

, . o\ g
2 {b—ar)r" + 2az'v’? — {2 (b—ar) — 2" (b—ar) } ' =0.

i¢, ze ro i rni §¢ rozwiazanie:
Moina sprawdzié, ze réwnanin temn czyni zadosé ]

ya! — 12
== *——ﬂz, - y?/" »

gdzie 1, u, v sg stale dowolne. Stad wynika, ze mamy nastepujace wartosei:
] ¢ =glud —wy), y =l —ix), o = oy —up),
gdzie o jest funitcy@ parametrn %. Ale mamy:
w4y " 26" = 0.
Jezeli otrzymane wartosei wstawimy w to réwnanie, to bedzie :
o (a4 du—-ev) = 0.
Pomijajge tedy przypadki wyjatkowe. usunigte z rozwazania, otrzymujemy:
o =0,
t. j. e o jest wielkosdcig staly i widoezna, Ze bez zmniejszenia ogoélnosel
mozemy przyjac: o
Calknjge zatem réwnanie (7), otrzymujemy:
==l puz —ry, p=m—rr—liz, o=1n +nypz,

t. j. grupe ruchéw euklidesowych.

Rozumujge tak samo, jak w koicu poprze(h;iﬂego ustepu, odrazu doj-

‘ L do . d s i droea

i 78 Wi §ei — 1 ——, t. j. plerwsza 1 drng:

dziemy do znanego wniosku, ze wielkodel 7 Lo t.j p e
krzywizna krzywych przestrzennych sg niezmiennikami rézniczkowemi g

py ruchéw euklidesowych.
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1I. Powierzehnie,

Réwnania powierzchni napiszemy w ksztatce:

o=,y = (u0),

z = 2 (u,c).

Jezeli wprowadzimy oznaczenia :

E=az*,+ Wio 2%, , § = _AJ.I‘(—"‘-——L‘_ 'B‘“yﬂ—‘ﬂ, —1——(}?——20— s
: VA B2l 2

2. 1,
Fe= iy ++ Y1o¥ioy + %1201 « = Mﬂ—l .

AT+ B2
= yy + ¥4 'f 2%, 5 = _éj"cn‘i_v___‘_%izo? s

2V 4*+ BE (R

gdzie 4, B, € majg wartosci:

A= y025 ~ YaZip - B =z, — Zo1yy;  C'== @yglyey — o110 »

a dla oznaczenia pochodnyeh vzylismy skréeenia :

R By, 1)
Jut Juk

=

to formy kwadratowe:
ds? = Kdu? - 2Fdndp - Gdr?,
e = Sdu? 1 2 Taudn + Tdr?,

oznacza¢ beds kwadrat od]
wierzehni i odleglosé
keie u, . Zalézmy,

eglosei punktéw u, v i u~+du, v-}-dv na po-
'punkt.u. w~du, v+dv od plaszezyzny stycznej w pun-
‘e powierzehnig poddajemy takiemu przeksztatceniu:

. of ) 37 -
Vr=rena g tvione) L owyn L,
przy kiorem owe odleglogei pozostaja bez zmian

azeby wyznaczyé najogélniejsze przeksztalcenie
wartunkom.

y. Chodzi¢ bedzie o -to,
Wf. czynigee zadosé tym

: 1 23
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Jezeli w jakikolwiek spos6b zmieniamy par afnemy 2y L,t to ipow;z :

chria nie zmienia ani swego ksztaltn, ani poloZenia w przestrzenit, priyj
miemy zatem:

du = E(m,v)8t, dv = y{u, ) ot,

gdzie £ iy s funkeye dowolne. Z warnankow :
d(ds?) = 0, d(d*)==0,

przyréwnywajgc do zera spotezynniki przy jednych i tych samych potggach
rézniczek du, dv otrzymnjemy:

" SE= — 2 (E%, + Fipa) 6,

) } OF = — { By + F (55 + thn) =+ Grjroy 0L,
\ 0G = — 2(F&y + G 04
88 = — 2(8&, + D) 6F,

{9) l 0T = — {88, + TS+ yor + Uiy } O
] SU== — 2 T&, + Uiy ot

Zupeie tak samo, jak poprzedaio, zastosujemy WZOry Da V\;arfljacg:‘pocho—
dnych spélrzednyeh z, y. 2. FLatwo wyprowadzi¢ wzory nastepujgce:

8y == {@ro—T1p&10—% [/ 82y = (Por—L10Em— ét,
Z10 {@ro—1pé10 atthro) 6% oy {(Por—106m Fgi )
it ! 0

—_ — - ¢
Yy = (@10 —YioE10— Yo} 8,  8yu = (pou—ifn Yornar) Ot
g0 T

8214 = (6—Z10E10— 701 8, Oz = (oo —Z10bu—ZmHn) ot

Birgy = {‘on —2(x2051¢x+3’117hu’—(Q'wszﬂo‘&'f’fn’izo’} dt,

Oyan = {"‘Pﬂo'“‘—’(.’/wfm‘]“.’Uu’hn)“(fhnsao“l"”m’hu)} dt,

0239 = {020 — 2(2anfraH2r1l0) — (210220720 7120) } 8t, .
Sy = {‘Ptx_‘”z‘»fx'1+mx'a711(‘)"(*"311§xo+="‘1lﬂm)—(5’519511?%017711)t 5?
Oyy = {’!’11”(y2b§nx+yx'-aﬂm)"(?/n&a”f.@’n"}m)—‘(%0511_{‘%1’]11)} dt,
Oz = '\(au-‘13‘;'«‘571_{’:0271103’—(211Em‘}‘:n"]m)“(Z10511+Za‘ nu)} &

0y = {¢’u2"“2(-1‘115&1*‘[“"7'27]01)"‘('l’rn;"_os*}’a'nmn?)} at,

Ypz = {y)ng"2(y1.1§o1+%~2’]m )—‘(!/mfuﬂ_i’f’/m’iuz’} ot,

-~ £ z, 5 t
824y = {al,._.-—i(.zufu-*-z.nz’lnx)—“11)5f12+”"17]"2)} 8,
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Jezeli zwazymy, jakie wartosei majy E, F, (7 i wyrazenia te podstawimy
W warunki (8), to otrzymamy réwnania nastepujace:

. ! ! pa— o
(10 w10 T Fioy'io T 210010 == 0, Loy Por ~+ Yor Yy + 2010, = 0,
L1oPai T oW + 210001 ~+Zo1Pre Vo190 + 2001 = 0;

;?;?;;:?fgz‘:ﬁ??ﬁi’ kbore shuzy za podstawse teoryi nieskoriczenie malego
0 wiele’ bardziej sk.om- pli%{owanym Jest wywdd warunkdw, wynikajg-
cych ze wzoréw (9). Jezeli mianowicie Zwazymy naprzod, ze:
84 = { g0 T Y010 Zn e — ZyoYag — A (ot 01) } 02,
0B = {2, 201 P10 1y 01 — #1060~ B 1 9761) boat,
00 = {-Um"/-’oi"_-’»’nx%u‘!‘ynx?’m‘“.’Utn'ﬁnx — (&t} of,

Oraz Ze mamy tozsamosciowo:
Az + By + Czy = 0, Auy 4 By + Czy = 0,
to otrzymamy réwnania:
(42 + B2+ C*) (Apy, T Byay 1 Cozl
-+ {(4p,; + By, HCay,) '{%n-(Gym-‘BZI I FYaol A2y — Gy )2, (Bigy— Ay} |

- (Aqym_l_Bw“'hi—‘Cgm}-{ms&(eym'—Bzv]]+yﬁn(‘dz01—0wul :’_l_ze(l(-gxul—ﬁyﬂl)} = D.:

¥+ B+ C) (dgy, + Byy, + Coyy) +
+ (A¢oz+B§”01+0501) {wu(Gyw‘“Bzw)“H/n{Azm— C”"xn)"_iu(B@]u—A?/1o) !

o (A%O+wa+ Coro) {x”(c%l_Bzm H—Z/i1(‘4501‘“0%”"1”311(B'fm“A.IIM ) } =0

(4* + B2 + &) (dpa - Bipg + Coy)
-+ (A?’QJ‘I‘B%)l“f"CUOI) {3’02(0.410“‘331 n)‘r‘fou(AZJo'—me}“}'zoz(B‘l’m“'A!/m) }
—(4@p+By. + Coya)fitas( Qpor— B2y, ) ~+ sl A2y — Ciryy + Zoul By~

1)) = 0.

Eatwo okazaé, ze réwnaniom (10 i -
“ac, haniom (10) uezynié mozna zadost w sposdh nas
ogélniejszy. biorac: \ W sposdb naj-

1
) Zob. G. Darboux. Lecons sur la théorie zéns 2 .
Chapitre T. : e générale des surfaces. %-me partie,
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Fro = UZyg = ¥lf1qs Foy == Uy — Viors
12 Yo = Wy - Adq. Yoy = Mo, — AZq,
Oy = ;-?/19 — WXyg, Oy == Ay — W »

gdzie 4, u i » sy funkeye dowolne zmiennych u, . Azeby jednak wartosel
(12) dawaly istotnie rozwigzanie naszego zadania, muszg one speiniaé jeszeze
dwa warunki. Najprzéd funkeye 1, u, » muszg by¢ takie, aby roézniczko-
wanie wzgledem » pierwszej kolumny wzoréw (12) dalo ten sam rezultat,
co rézniczkowanie drugiej kolumny tych wzoréw wazgledem g, t. j. musi byé:

Ha — Wl == Yol — "alfas
(13 Yol = Pl S AR = iy
Tl — ’z'mynn == Uglyy = Myt

Nastegpnie musza by¢ spelnione réwnania (11). Jezeli utworzymy pochodue:

i — -~ - — —
Poy = o1y T M2 — Violho — "o Poy = lg T T M2 Yallo Pl
Wan == P1eTso —}_ Vilyy == Ay — A2sg, Yoo == Yo T Wy T An T AT
.
= L2 2 = Fg¥o ~F Al — UnTo — K,
Osp = Apolfro T Alfay = Mgro — Uy Tz = Lyl Alfen P& Mg

i wartosei te podstawimy w pierwsze i trzecie zrdwnai (11}, to po wykonaniu
skrocen otrzymamy :

2o (Cfye—Bz151 + (A2, —02,) v (Ba,—dipe) = 0.,

2'01 (Cym—Bqu + My ('Aim_cmm) + Yo (BJ’:‘M"AZ/M) =40 3
Z drugiego réwnania mozemy tym sposobem otrzymad jedno z dwdch rownan

Ay ( U‘I/m———BS,ﬂ) "i" g (.:[2',,1——- Cirgy) 4 vy (Bay,—Ay,) =0,

Zy (Cofyo—B2,p) 1y (d2,,—Cx,) o vy, (Boyy—4Ay,,) = 0.

zaleznie od tego, ¢zy ¢y, wii. o obliczaé bedziemy przez rézniczkowanie
pierwszej, czy tez drugiej kolumny ze wzordw (12). Pomnézmy réwnania
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(12)odpowiednio przeziyg, tha, 10 1 dodajmy dosiebie, to po wykonanin skrécef
otrzymamy:

Al + B, + Cr, = 0.

Podobuniez mnozac te réwnania praez a,, ¥, &, 1 dodajae do siebie, otrzy-
mujemy:
A';'m + B'ﬂm + 0”“1 = 0.

Uwazajmy teraz uklad rownan:
‘4'110 + Bxulu + C"'m = U‘J
(Cym—Bzm) ;"m _{'_ ("1510_ O""m) Mg + (me""Aym) M = 01
(Cyu==Bz,,) ko 1 (A2 — Cy)) yy + (Bry— Ay vy — 0

mamy tu trzy réwnania liniowe jednorodne z trzema niewiadomemni ,4, i1,
e Wyznacznik tyeh rownan jest:

[ 4, B, C.
[ Cy,—Bz,, d&,—Cz,, Bx,—Ay,

Vo Cyg—Bz,, Azl Br,—A4y,
ktory, jak latwo sprawdzié¢, rowna sie:

(42 + B 4+ 2,

Pomijajac zatem przypadki wyjatkowe, wyznacznik ten jest odmienny od
zera, otrzymujemy wiec:

yy = 0. My = 0. r, =
Zupeluie taksamo mozemy wykazag, ze
by =W o, =0,

Wy = 0.

Dochodzimy tedy do rezultatu, ze 4, u, » sa wielkosciami stalemi i otrzymu-
jemy na ¢, v, ¢ wyrazenia:

p=ldpuz—ry, wy=m-frr—js o6=u-+iy— ur
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gdzie I, m, n s3 takze wielkosci stale, t.j. otrzymujemy nieskonczenie male
przeksztalcenie grupy ruchéw euklidesowyel.

Wykazali$my tedy, Ze waruokom naszym, t. j. niezmiennosei elementéw
linjowych na powierzchni i niezmiennodei odleglodci punktéw powierzehni
od plaszezyzn styeznych w punktach sgsiednich czyni zado$¢ tylko

‘grupa ruchéw euklidesowych. Pokazemy jeszeze, %Ze 2z niezmienno-

gci naszych form rézniczkowych wprost wynikaja niezmienniki grupy
rochéw euklidesowych najnizszego rzedu, t. j. promienie krzywizny przecied
normalnych glownych. Na moey wzoréw (8) i (9) mozemy napisa¢ waru-
nek, ktéremu majg czynié zado$¢ te niezmienniki rézniczkewe w postael
réwnania;

2 (B, + Frig) -5 +Uzw, + Fé, + g + ’mei-tsf-
e .8 - ‘ ef
+ 2 (F5, + Gygy) Trfv 2 (85, + Tid —§f£+ {‘5;‘,&1’1(51“‘7}01)+U’Iln }3_1I
+ 2 (T8 + Una) 557 r = 0.

il

Poniewaz jednak funkeye £ iy sg dowolne, zatem spolezynniki przy ich po-
chodnych muszg byé rowne zern i otrzymujemy uklad:

2L f+d.x* +r _.u.
F opll 4 g2 oq °f.
B 5r+2F b+ 855 +21 55 =0,
3 3f
—[—ZG-—+T8 +2U5E=0

Uklad ten posiada dwa od siebie niezaleine rozwigzania, ktére, jak latwo
sprawdzié przez rézniczkowanie, sa:
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SU—1I° UE+4 8G—2FT
EG—F?! EG —F? :

Wyrazenia te sg odpowiednio rowne:

gdzie g,, 0, 54 promienie krzywizn przecie¢ normalnych gléwnych.

dwaorowania, nie mienigjae pil powierzehni
JAKO PRZYKLAD
DO TEORYI NIEZMIENNIKOW ROZNICZKOWYCH.!

E. WIERZBICKI.

Grupa odwzorowas, nie zmieniajgeych pol powierzehni, posiada nie-
skoiiezenie mate przeksztaleenie, kidrego symbolem, otrzymanym z warunku

S {Hdudv) = 0,

jest:

Ea

e 8f af 2F 2y
OF =gy +nay —H g + 50 5

w T 3w
gdzie u i v sg spélrzedne krzywoliniowe na powierzehni, £1iy dowolne fun-
keye zmiennych i v, a H funkeys tychze zmiennych w wyrazenin elementu
poles do = Hduwdr, t.j. H=VEG — F=2.

Zamiast H wprowadzimy jako zmienna zalezug:
@ (u, ) = logH (u, ¢),

) Z seminaryum matematycznego prof. K. Zorawskie go w Krakowie.

Prace mat.-fizyes,’t. XJ 9
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