UWAGI 0 ROWNANIU GAUSSA W TEORYL
FUNKCYI GAMMA.
M. LERCH,

profesor nniwersytetu we Frrburgn, w Szwajearyi

W pismach Akademii czeskiej, krol. czeskiego Towarzystwa nauk,
a niedawno w pracy, przedstawionej na czwartym zjezdzle katolikéw we
Fryburgn !) wykazalem, ze teorya funkeyi przestgpnej

S

ORI \ R S
M R(w,s) = }‘_ e

n=y

obejmuje w sobie liczne wzory, znane z teoryi funkeyi gamma. Szereg (1)
jest zbiezny tylko dla wartasci s, ktdrych czesé rzeczywista jest wieksza od
jednosei, leez funkeya, ktdrg ten szereg okreéla, istnieje w catej plaszezy-
nie zmiennej zespolonej s, w ktirej ma tylke jeden punkt osobliwy, a mia-
nowicie biegun stopnia plerwszego s ==1, tak, Ze roznica
N ) 1
R{w, 8} — —

s—1

jest funkcya calkowity.

1) Sur quelques propriétés d'une transcendauvte nnifurme.
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Zwiazek tej funkeyl przestepnej z funkeys gamma polega na dwdch
rozwinieeiach wedtug poteg ilosei s i s— 1: 53 one:

1 {10)

{2) H(1z:."=(7 1 )——log o st
1 C(w
(3) R (1w, s) = — %%)* ST TES N SIE IS DR SRR

Cheemy dowiesé, ze te dwa wyniki, ktore tak latwo zapamietad, za-
stepuja znane wzory z teoryi funkeyj gammg, otrzymane wprawdzie dawno
na drodze elementarne], lecz obeigzajgce pamied.

W tym celu znajdzmy wartosé sumy

=1

Ng (LT_E‘ ) .
. m
o=y

Jezeli czesé rzeczywista ilosci s jest wieksza od jednosci, to mozna
stosowaé szereg (1) i bedzie:

m—1

O w-ta )_ AN ~l _ me

ZH( m T Z;_. w+a |, s E(w+a+7nn)“

=0 a n (T—r") wn

Liczba at+mun=4# (a=0,1 ... .. m—1:n=01,2....09)

przyjmuje jednoznaczuie wszystkie wartosci calkowite; a poniewaz szereg,
na zasadzie zaloZenia, jest bezwzglednie zbieiny, to waxnoq( strony
drugiej bedzie:

1

R N
" e (20 - K
k=0
tak Zze mamy réownanie:
=1l
4 2 R (—3”-—7—]-*;_—2— , s) =m* R (w,s) .
a=0

Rownania tego nie trzeba pamigta¢, poniewaz rachunek tylko co po-
dany jest bardzo prosty: nalezy tylko wiedzieé, ze rownanie (4)jest waznem
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dla kazdej wartodei s, dla ktérej funkeya Z (w,s) zostaje jednoznaczug,
t. j. dla kazdego s.
7 szeregu (1) wyplywa
T {w)

]_)R(w,s = log ’2__ ; B(w, 0) =~

l-zll—‘

—W.

Rozniezkujge réwnanie (4) wediug sikladac w wyniku s =10, otrzy-
mujemy na podstawie vstatniego wzorn
- p(zj_a)

N it ITiw) 1
1 = [ )
Z °® V2a . 13 = "‘( 3 w| log m,

a9

a={

a przechodzac od logarytmoéw do liezb,. znajdziemy znany wzbr Gaussa:

¢ T (i) T

m

o] o

-r (w) -

(w—i—l) F(wﬁn_pt__ =

27) 2 m
I 7 / (27)

9. Naodwrét, przy pomocy wzortu Gaussa mozemy udowodnié nie-
ktére twierdzenia tu nalezgce, co pokaza¢ cheg na przykladzie nastepuia-
cym. Postaram sig ntworzyé funkeye zmiennej rzeczywistej i dodatniej w,
Za pOmMoey WZOoru:

o0
o 1 1.
Fw) = EE) (_ o + 2 (wtm)ite ) ;
n=y

kiadge tu EF— 7a i sumujac wartosei, otrzymane przy a==0, I, 2.

m—1, znajdziemy:

m—1 me-1 oo
- w—+a . i) 1
F (_.. =lim f — 2 e
:—21 m ) e=1 Q +§O§(w—_}-’;g+ 'n\’""E’ ,
lub wedlug (4):
m—1 ,
w+ . . ,’l’_ mite
e =m (- o+ 2 ==k
a=0

A poniewaz

mite = m -+ ¢ log m + (0%,
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gdzie (g?) ozhacza Szereg postaci ¢ ¢ + & .- ‘bedzie wedlug

zalozenia:

EW‘“ - + F @) + @,
k=

gdzie lim (g) =20, tak, ze:
0=0

5\ mite . m —+ om log m 4 m F (w) -+ (o),
i (10 Te)' T e
k=0

gdzie zndw (¢) oznacza ilod¢, ktora staje si¢ nieskoiiczenie mala wraz z ¢
Tym sposobem mamy rezultat:

m—1

S () = ml-

m o=
o

m y omemlogm o, F(w)),
4 4

= log m -+ m F(w),

¢o nam daje wlasnosé funkeyi F(w): .

m—1
w—a )
{(a) EF('“;‘:’> = m log m -+ m F(w).
o

7 tozsamosel

oo (==}
1 1§ 1
L ToTnyte T wite F i (101010
u=o a=0
wynika wzdr
. 1 o W WS (PR N SR N B
lglino (— z{ + E (w—}—n)“&") =w 921.31 0 - e (-0 1) +9" !
=y
lub .
1 .
) = F (2 1
) F (w) — + Fw—+1

7 tego rownania wyptywa, Ze fankeya
I

o) = F () + T oy

©
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5
czynf zado$é réwnaniu
P (w) = ¢ (w+1).
Funkeya ta jest skoficzona w catym przedziale (1. ..2), gdyz sg taw

, . . I (w
skotiezonemi funkeye F (w) i F((w)) ; funkeya przeto ¢ (w) jest wsze-

dzie skoiczona.
Z wzorn (raussa (5), biorge pochodne logarytmows obn stron, zosj-
dujemy :

m—1 11 (w + a)

S VLN S B I (w)
2 (w-i—a)_ m log m-}—m—mr,

w=0 1
m

a dodajac do tego (a):

m—1

2 14 (wj;a) = mey (w).

=il

Rownanie to ma spelniaé sig dla wszystkich wartofeicatkowitych doda-
tnich liczby m, przyczem o (w) jest funkeys przy wszystkich rzeczywistych
wartosciach iloSci w skonczong i ciggla; kladge:

o0 oo
plry=3 d,cos 2vwx+ X B,sin 2»wan,
0 1

hedziemy mieli:

m—1

o : [e]
w0 .
Z tp( ;:_ ) =m 4, + Z M Amy COS 2vwrz—}—2 st By sin 2 v w 7,
1
=0 1 1
poniewaz sumy
-1
cos 2vm (0 a)
gin  m %
a=(

wtedy tylko mogg byé od zera rizne, jezeli v jest wielokrotnoseig liczby m.
Ostatni szereg tedy réwna sie szeregowi m ¢ (w), skgd wynika:
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o oo
m Ay + T mAmcosiruwa 4+ X m Bu sin2vuwn
1 1

oo oC
—m g+ mZ 4, cos2ywat > m B, sin2vwax,
1

a poréwnywajge spotezynniki znajdujemy :

Amv

A-v, By = Bv:

t.j.dla y=1:

An

4y, B.= B;.

Szereg trygonometryczny ztakiemi spolezynnikami byiby wszakze roz-
biezny, co nie bedzie tylko miato miejsca W praypadku A4, = B, =0, gdy
tedy funkeya ¢ (w) redukuje si¢ do jednego wyraza 4, Tym sposobem do-
wiedli§my wzorn postaci:

I (w)

F(w)=.»1——1,—(“7,

gdzie 4 oznacza liczbg stala. To otrzymawszy,

2
f Fluw) dw = 1I;
1

poszukajmy wartosci catki

bedzie :

2 o

2 e . .
e Em) s

u=i}

I:lim(—~—i——i—]

o= 0 o

a poniewaz

3 o o3

g 1 1
’ o z (wFn)ytte ?Z
1 2=0 n==)

[t — el

lclr—-

przeto I==10.

icm®
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=1

Z rownant

3

/ F(wr) dw =0, U dw = 0

] ! I (w)

wyplywa 4 ==10; dowiedli$my tedy, Ze:
‘ 1, w1 e
lim (——— LI R S PO A
o= e + il (w—{—n)‘*E\ =T T

n=0

.3'. Okazemy wreszcie, ze rownanie (2) prowadzi prostym sposobem do
catki R&a.bego (w zalozeniu oczywideie, Ze nie uzyliSmy jej poprzednio do
dowodzenia tego wzorn). Istotnie z réwnania

a+1 oo -
) | 1 1 .
dw D = AN [ 1 _ 1
! smod (w-n)° s — ldem L (atnpt (atn l)s_l]
wynika:
K&
iy . 1 1
f R (w, s) dw = =1

“

Rézniczkujmy wzgledem s i polozmy s= 0., to uwzgledniajge wzor (2)
otrzymamy :

at+1

{ log

a

I (w)
Vax

dw = a log a—ua.
a stad:
1n+l N
} log I'(w) dw = a log a — a + log Vom.
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