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W tym artykule zajmiemy sig rownaniami rozniczkowemi zwyczajnemi
pierwszego rzedu a drugiego stopnia wzgledem pochodnej. Chodzié nam
bedzie o zestawienie warunkoéw niezmiennosei takich réwnaft przy nieskoni-
czenie matych przeksztatceniach punktowych, a obok warunkéw niezmien-
nodci obu rodzin linij krzywych, czynigeych zado$é ‘rownanin, uwzglednimy
takze warunki niezmiennosei tylko jednej z tych rodzin. Z uwagi na zasto-
sowania geometryczne, ktérych przykiad przytaczamy w koneu artykulu,
przeprowadzimy dyskusye niezmiennosci pewnej szezegdluej postaci réw-
nan pierwszego rzedu a drugiego stopnia. '

Uwazajmy z jednej strony réwnanie rézniczkowe:

€ Adz 4 2B dz dy + Cdy* =0,

gdzie 4, B, C sy funkeyami zmiennych @ iy, z drugiej strony nieskoiezenie
mate przeksztalcenie:
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Zapytujemy naprzod, pray zachowaniu erklch warnnkéw réwnanie réz-
niczkowe (1) zezwala na nieskofiezenie male przeksztatcenie (2).
Jezeli wprowadzimy oznaczenia:

‘ L:U(Ahz(ag‘i +Bl)

di
® o a—umAE LrnEr ) toa
N=U(C)—}—‘( +cm

to mozna bedzie warunki te napisa¢ w ksztalcie:

4 L=1d, M=EkB N=IC

gdzie k& oznacza dowolng funkeye zmiennyeh wiy. Gdy C nie réwna sig
zern, to mozna warunkom (4) nadad ksztalt:

(5 CL — AN=10, CM —~ BN=0.

Jezeli zag ¢ = 0, ale B jest odmienne od zera, to mamy warunki:

3

e =0, BL-—

AM=0.
Gdy wreszeip C=0 1 B=.0, to réwnanie (1) zezwala na nieskoficzenie
male przeksztalcenie wtedy i tylko wtedy, gdy

9% _
oy

Réwnanie (1) okresla dwie rodziny krzywych calkowych. Moze sig
zdarzy6, 7e nieskoficzenie male przeksatalcenie (2) pozostawia bez zmiany
tylko jedng z tych rodzin; zapytujemy tedy, w jakich warunkach to ma miej-
sce. Gdy naprzéd C nie réwna sig zer, to mozna roéwnanie rézniczkowe
napisaé w postaci:

— B+ VB —dC
o

6 ' Yy =
Jezell zwrécimy nawage na to, ze:

,_37] |. on BE el ,
U(@’)“ﬁ‘l‘(@‘“@)’y “3‘1;212,

a
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to znajdziemy bez trudnosei, Ze jedna z dwu rodzin (6) pozostaje bez zmiany,
gdy ma miejsce warunek:
(N C(CL — ANy + 2 (— B + VB4 C) (CM--BN) = 0.

We wzorach' (6) 1 (7) nalezy uwzglednié albo gérne, albo tez dolne
znaki. Jezeli warunek (7) ma zachodzi¢ dla obu znakéw, to otrzymujemy
poprzednie warunki (5). Jezeli dalej C == 0, to réwnanie (1) rozpada sig na
dwa réwnania:

drx=10, Adz+2Bdy=20

i w przypadku, gdy B jest odmienne od zera, réwnunia te sg réwnaniami
niezmiennemi, gdy sg spelnione odpowiednio warunki:

2 3t
@) 3y =0 BL— AM—{—— A1y =0

Jezeli zag i B =0, to przypadek ten redukuje sie do poprzedniego, bo wéw-
czas mamy tylko jedng rodzing krzywych. Jezeli wreszcie podwdjna ro-
dzina krzywych ma miejsce w przypadku, gdy ¢ nie réwna sig zeru, t. j.
gdy mamy B? — AC = 0, to nalezy uwzglednié warunki (5) i latwo okazaé,
ze wystareczy uwzglednicé dxugl z tych warnnkow.

Te wzory zastostjemy teraz do rozwigzania nastepujacego zagad-
nienia.

Wyprowadzi€ warunki, ktérym musi czynié zadosé funkeya P (z,y),
azeby réwnanie rézniczkowe:

) (a—P) du? + 20 dx dy + (¢e—P) dy* = 0,

gdzie @, b, ¢ s3 danemi funkcyami zmiennyeh i y:
1) okreslato dwie rodziny niezmienne przeksztatcenia Uf;
9) azeby tylko jedna rodzina tego réwnania byla niezmienna.
Przysiepujge naprzid do traktowania pierwszej czesel tego zadania,
musimy zastosowaé wzory (3) i (4). Otrzymujemy warnnki:

S

(10) o

S
U(P)——LP—{—Ja—x/“-{-ak_l,
(i + ?7)134r b= m,

U(P)—]»P-l—‘) P—{—uh-—n
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gdzie przez I, m, n oznaczono wartesei:

= U@ +2 (a ‘95.{_1;31),

x 2
! 9 d
{11) : m--U(b)—{—a—-{—b(E—[—aj)—{-c‘é,zi;a
% |
n=U@+2 (b5 +e 3.

Z warunkéw tych wynikajg réwnania:

(ag + 377)p+1,7¢=m,

2y B
(12)
oy s . o
(EJ Bg;)P—}_(" a)k=mn

i jezeli jeszeze wprowadzimy oznaczenia:

/ 617 o
Dy = (c—a) (31/ + ) (3,,/ j{) »
{13) ! D= (c—a) m — b (n—0, )
% ¢\
) .Dg—(n——l)(au ‘l“@‘) —- 2m (Ty—%/’

\

to w przypadku, gdy D, jest odmienne od zera, otrzymamy wartosei:

(14) P=L

Podstawiajge te wartosci w pierwsze i trzecie z réwnan (10), otrzymujemy:

/ D,
15) U(P)— kP = D
gdzie
Dy =1D,—2 ._=11D‘,—2§T;7I)1—(:D34

icm
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Azeby dla otrzymanej wartosei funkeyi P réwnanie (9) istotnie byto réwna-
uiem niezmiennem, musza réwnosei (14) i (15) byé ze soba w zgodzie, t. j.
otrzymujemy warunek konieczny i wystarczajacy:

a6 U(Dl)w D, D,__ D,

‘DU 'DO 5{)“ DD ’

Jezeli za§ Dy=0, to muszg mieé miejsce i réwnosei D;=01i D, =
Mozna pokazad, ze ten przypadek najzupelniej scharakteryzowany jest przez
réwnosei:

17) D, =0,

t. j. Ze z tych réwnosci zawsze wynika D, = 0. W istocie, gdy wielkosei
¢—a 1 b nie s3 obie réwne zeru, to z (17) na mocy wzoréw (13) wynika, ze
i Dy = 0;jezeli za§ ¢=a 1 b==0, mozna to sprawdzié bezposrednio. Azeby
i dla przypadku (17) rachunki byty bardziej przejrzyste, wprowadzimy jesz-
cze 0zhaczenia nastepujgce:

= 1 % &) _
bn— em=r, Zi'i (BJ—I— ) o
. - % _ o
¢l —an=s, 2 ( i 31/) g,
am — bl =1t, (354-%)—21; o

Ay ax oz

' Z pomocg tych oznaczei mozna réwnosei (17) napisaé w formie:
(18) rtt=10, g+ r=0.
W przypadkn, okre§lonym przez te rownosel, réwnania (12) sprowadzaja sie

do jednego réwnania. Jezeli ¢ — a jest odmienne od zera, to eliminacya
wielkosci % daje zwigzek:

? ,
19)  (—a) UEP) + 2 (5;7— — gg) P* 4 (o—n-tl) P—s—0,

a jezeli b jest odmienne od zera, to mamy zwigzek:

20) bU(P)—[—(—g—g-l— a”)lﬁ-g-(g—m) P—r=0,
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kiory mozemy takze napisa¢ w postaci:

e+ (ot ai) PP — (e m) P Et—0.

(20) 5

Zatem P okresla sig jednem rownaniem czastkowem przytoczonego ksztattu.

Jezeli wreszeie

c—a=0, b=10,
to musi byé takze: ‘
. oy 28 % .
(21) i 0, 5T e = 0;

gdyby bowiem chociaz jeden z tych zwizg,zki()w nie byl spelniony, fo byloby
P =g iréwnanie (9) bytoby identycznoscig. To wynika z réwnan (12) przy
uwzglednienin wartosei:

m=a(a—§+ %«Z) n="U (a) + 2a,—gﬂ

[/ D aE
Z—C/(a)-l-‘za@, e

Jezeli zwiazki (21) istotnie sg spelnione, to mozna 2 wybraé dowolnie
i wowezas réwnanie (9) sprowadza sig do postaci:

dw? 4 dy? =0,

co zgadza sig z tem, Ze warunki (21) okreslajs nieskoniczenie male odwzo-
rowanie podobne.

‘W ten sposéb zadanie 1) jest rozwiazane.
Zadanie 2) rozwigzuje sig wogéle za pomocg warunku (7). Zwrétmy
mianowicie uwage na to, ze w naszym przypadku L, M, N majg wartosei:

L=1—2 2 p_yw),

13 o7
M= m — (—a? -+ LL) P,

S

N=u~2§l7—1-’——

B (P,

icm
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to z warunku (7) otrzymamy zwiazek:

(—P) le—a) T(P) +2 (__ — _) P (o—nt) P——s} —2(—b
22)
+ VB —(a—P) (u—-P)){le(P) + (g—j 377)?’—}—(9—112) '

[

Jezeli. zatem ma tylko jedna rodzina réwnania (9) pozostawaé bez
zmiany, to P musi czynié¢ zado§é temu réwnaniu i nie spelniaé poprzednich
warunkéw.. Warunek ten jest falszywy, gdv P=c¢ i gdy réwnanie (9)
okresla podwdjng rodzing krzywych. W pierwszym 2z tych przypadkéw
mamy pierwszy albo drugiz warunkéw (8), ktére mozemy napisaé w postaci:

2 5 , s
@) =0 W@ +( 2 + 2 tm) c+t——§f7(c—a)2=o.

W drugim frzeba powréei¢ do warunkéw niezmiennodci dwu rodzin
réwnania (9).

Zajmiemy sig szczegdlowiej tym nstatnim przypadkiem.

Zal6zmy naprzod, ze D, nie réwna sie zeru i ze P obliczone 7 pierw-
szego ze wzorow (14) ezyni zadodé réwnaniu:
(24) 0?* — (a— P) (¢c—P) =0,
t.j. ze mamy tozsamosciowo:
(25) 0* Dy* — (aDy — D) (¢Dy — D,) = 0.

Zbadamy, czy wowezas zawsze odno$ne réwnanie (9) jest réwnaniem nie-
zmiennem, t. j. czy zawsze spetniony jest warunek (16).
Odréznimy dwa przypadki, zaleznie od tego, czy wyznacznik

A = (¢c—a) + 407

jest odmienny od zera, czy tez jest réwny zeru. Niech naprzéd A nie réwna
sig zeru. Przez wykonanie dziatania Uf na zwigzku (25) otrzymujemy dla

wyramma o ( g ) zwiazek:
0

(26) (a+a_2£) ( )-{—-U((H-o) +2l)l7(b)———aU(o)———uU(a)—
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w ktérym spétezynnik Wspomnianego wyrazenia, na moey zaloZenia ¢ wy-
znaczeiku A, jest odmienny od zera. Podstawiajgc wartos¢ (16) w (26)
a takze stosujac wzor: '

D, l+n_(§+§n)£1__a+c D,
ax dy| D, 2 D, °

i zwigzek (25), otrzymujemy naprzod:

BT® = aT0) — 0 T(6)+ - (ato) () + 2 (B*—ac) (_g% + 2_3)

+ [T @to— @ e L2 2 L

2z 3y/1 D, 2 D,
J‘eieli zas w dalszym ciggu zwrécimy uwage na to, ze ze wzoréw (13) wy-
nika wzér:

A % = 40m + (c—a) (1) — 2 [ (¢—w) (%*%:i) +25 (gé + al;’)] Jf_; ,

oraz wyzyskamy odpowiednio wzory (11), to otrzymamy zwiszek t'02samo-

Sclowy. Zatem w przypadku, gdy A nie réwna.sig zeru i gdy spelnione jest

réwnanie (25) ndnosne réwnanie (9). jest zawsze réwnaniem niezmiennem

Inaczej sie rzeczy majg, gdy A = 0,1t j. gdy )
» ¢—a

3

)

b=+ 7.

Wéwezas mamy wartogé:

il 25 (-2,

o dy  om
a réwnanie (9) spehnia sie dla rodziny:b
dx T idy = 0.
Poniewas za$ warnnkiem niezmiennosci tej rodziny jest:

i3 o 31)7 ) .
ETR e F s (W‘ ’e?)’zo’

Wie;c' ‘otrz?n.uujex.ny Dy =0, t. j. przy zalozenin A = 0, niezmienno$é obu
rodzin mozliwg jest tylko wiedy, gdy zarazem D, = 0. ‘

(9) O WARUNKACH NIEZMIENNOSDI ROWNAN ROZN1cZKOWYCH iT1.d. §

Pozostaje rozwazyé ogélnie przypadek D, = 0. Fatwo sprawdzié, ze
jezeli przytem D, = 0, to oba pierwiastki réwnania (24) speiniaja zwigzki
(19), (20), t. j. ze kazdemu pierwiastkowi odpowiada niezmienne réwnanie (9.
Z innej strony wiadomo, Ze jezeli oba réwnania, odpowiadajace dwém fun-
keyom P, majg by¢ niezmienne, to musi zachodzié przypadek uwazany, t.j.
tych réwnan niezmiennych musi by¢ nieskoficzenie wiele. Wyjatkowym jest
tu tylko przypadek b =01 ¢ =a, bo w tym przypadka pierwiastek po-
dwdjny réwnania (24) doprowadza réwnanie (9) do tozsamosei.

Powyzszym rachunkom latwo nadaé znaczenie geometryczue.

Uwazajmy powierzehnie, ktorej element liniowy ma postad:

ds® = E (da*dy?),

t. j. powierzchnie, na ktérej «, y g spohzeinemi izometrycznemi.
Jezeli przez D, D', D" nazwiemy wielkosei zasadnicze drugiego rzedu,
to wiadomo, ze iloraz: )

Dda? +- 2D dedy +D"dy* 1

(9% - 5
(27) E (dz? + dy?) £

jest krzywizng przeciecia normalnego, ktérego kiernnek okreslony jest war-

o [ Ly e .
tosScig stosunku -m/— Jezeli wprowadzimy oznaczenia:

D Ty P, L
( ——-‘E——a

TS T
to zwiazek (27) mozna bedzie napisaé w postaci (9):
(@—P) da? 4 2) dx dy + (¢ —P) vy* =0

i traktujac ten zwigzek jako réwranie réiniczkowe, w kidrem P jest funkeyy
zmiennych z, ¥, mozemy powiedzieé, ze rownanie to okresla dwie rodziny linij
krzywych na powierzchni, ktére sg w kazdym punkcie styczne do przecieé
normalnyeh, ktérych krzywizny wyrazajs si¢ funkeys P. Dla krétkosei ro-
dziny te mozna wprost nazwaé rodzinami P i na mocy poprzednichrachunkow
mozna wprost odezy taé warunki niezmiennosei tych rodzin przy nieskoficzenie
malych przeksztaleeniach na powierzehni.
Zwréémy uwage na to, ze réwnanie (24):

b — (a—P) (c—P) = 0.

przy zalozenin, ze A nie rowna sig zeru, okresla krzywizny przecgé normal-
nych gtéwnyel, a odpowiednie rodziny P sg rodzivami linij krzywiznowych.
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W przypadku A = 0 mamy raetzywisty powierzehnig tylko wtedy, gdy a=¢
ib=10, t. j. mamy albo kule, albo plaszezyzng i krzywe (9) istniejs tylko
wiwezas gdy P nie réwna sig a, a Wowcezas maja postad:

da? 4 dy? =),

t.j. sa krzywemi minimalnemi. W dalszym ciaggn mowi¢ bedziemy tylko
0 przypadkach, w ktérych istriejg linie krzywiznowe. )

Warunek, ktéremu ma, czynié zadosa funkeya P, azeby jedna rodzina,
P nie bedgea rodzing linij krzywiznowych, pozostawata bes zmiany przy prze-
ksztaleeniu UF, okresly si¢ jednem z rownad (22), (23) i tym przypadkiem
blizej zajmowad sie nie bedziemy.

Jezeli za$ obie rodziny P majg pozostawaé lez zmiany, ale nie maja
pozostawaé bez zmiany zadne pary rodzin do innych fankeyj P nalezgce, to
muszg mied misjsce warunki (14) i {16), a nalezy zanwazyé, ze jezeli warunek
(14) daje ktérakolwiek z krzywizn normalnych gléwnych t.j. jedng z rodzin
linii krzywiznewyeh, to warunek (16) przez to samo jest spelniony.

Jezeli wreszcie wigeej niz jedna para rodzin P maja byé rodzinami nie-
zmiennemi, to nieskonczenie mate brzeksztalcenie Of musi spelnia¢ warunki
(17).  Gdy jednakowoz warunki te 83 spelnione, to pozostaje bez zmiany nie-
skonczenie wiele par rodzin P, okreslonych rownaniem czystkowem (19) lub
(20, a pomigdzy temi rodzinami zawsze znajdujg sig rodziny linij krzywiz-
nowych. )

icm®

METODY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO BRZWZGLEDNEGO
1 ICH ZASTOSOWANIA."
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&. RICOI i LEVI-CIVITA.

Przedmowa.

P. Poincaré?) napisal, z2 w nankach m atem a‘ry(tzrﬁf:rlli
dobre znakowanie jest tak samo waznem fl‘loz:()dni—
nie, jak dobra klasyfikacya w n'a..ukac‘h przy an
67 y’ c¢h. OQczywiscle, a nawet z wiekszg stusznoscig, mgznalto. san;)o zlijwos’c
12 2h; owi énie od wyboru metod zalezy
dzieé¢ o metodach; albowiem wlagnie o ] ‘ mozt i
zmuszenia (ze uizyjemy tu znown slow znakoml'tego geomeh): f;rlllc:j
skiego) mnéstwa faktdw, nie pozostf-xjac.ych v:nLu nel
widocznej tacznodei, do ngrupowania sig wWe g

okrewienstw naturalnyech. ) . ]
’ Mozna tez powiedzied, ze twierdzenie, udowo’dmc{ne na dr oﬁ'aczh nkig?n
tych, przy pomoéy sposobow sztucznych i rozwazat, nie m;]z&;zc i
’ .
ii j, jest ezes kryta tylko w polowie;
lgeznosei istotne], jest czesto prawda od_ ) olfowle
7%-@7& sie praWiJe zawszeé, %e to samo twierdzenie przedsta,\wg. sig W sposép

i d onej w t. 54 dziennika
1) Przeklad, upowazniony przez Autor6w, pracy Ieh, ogloszonej

8. D.
3 “©
»Mathf:;mg:::gnﬁg:k; .dzie} Laguerrea (Oeuvres de Laguerre), wydawanych przez

Akademig Nauk w Paryzu.
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