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0 PEWNEM ZAGADNIENIU EULERA 0 WAHADLE.

NAPISAL

A. DENIZOT,

1. W rocznikach ,Nova Acta Academiae Petropoli-
anae” [tomos VI, 1788, p. 145) zajmuje si¢ L. Buler rozwigzaniem
zagadnienia: ,De motu oscillatorio penduli circa axem
cylindricum plano horizontali incumbentem®, ktére ma
stanowié niejako uogélnienie zagadnienia o zwyklem wahadle. Réznica
pomiedzy obydwoma zagadnieniami polega na tem, ze, gdy przy zwy-
klem wabadle cialo ciezkie jest zawieszone na osi poziomej, ktérg sobie
jako matematyczng prosta wyobrazamy, to w powyzszem zagadnieniu cialo
jest zlaczone z walcem, ktérego konce, przez dwie czesei plaszezyzny pozio-
mej podtrzymywane, wzdluz tejze (bez tarcia) posuwaé sig moga. Réwnanie
rézniczkowe, okreslajgce to zagadnienie, prowadzi do calki, ktorg Euler,
praypuszezajac tylko male amplitudy, w sposéb przyblizony rozwigzuje.
Zagadunienie powyzsze znajduje sie takze w znakomitym zbiorze zadan
Julliena (Problémes de mécanique rationnelle, 1855 II p. 63), ale i tam
tamy: ,cette intégrale ne peut s’obtenir sous forme finie“.

Praca. niniejsza wykaze, ze calke tg mozna rozwigzaé w formie skon-
czonej, t.j. wyrazié jg przez funkeye znane; wprawdzie
" przez to rzedne jako funkcye czasu explicite jeszcze
nie 8§ wyrazone.

2. Bierzemy pod uwage (zob. Jullien, 1. c.)
przekréj w pionowym kierunku przez srodek bezwla-
dnosci catego ukladu poprowadzony i niechaj bedzie(zob.
figurg) ¢ promien walca, @ odleglo§é osijego od Srodka
bezwladnosei (M), m masa ciala, & ramig bezwladno-
Sei wzgledem osi, polozonej przez M réwnolegle do osi walea; ¢ kat, ktory
a z 08ig y tworzy; &, ¥ spolrzedne Srodka bezwiadnosci (31). -
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2 R A. DENIZOT. (2)

7 7asady zachowania energii otrzymujemy bezposrednio réwnanie réz-
niczkowe naszego zadania:

m ([ dxz\* dy \A\ m o, _(Zﬂ \)2_ st
T{(W)+(—di_)f_*_ 5k ( o =mgy - const,

gdzie %‘—{(—i—f—)o—l— (%«)2} wyobraza energie kinetyezng ruchu postgpowego,
-'g— Te? (%1)0 energie kinetyczng ruchu wahadlowogo, mgy -} const Y—ener-

gie potencyalng ukladu. )
Poniewaz przy ruchu walec odwija sig wzdluz wspomnianyeh ptasz-
czyzn, wprowadzamy przeto do powyiszego réwnania :

x=asing —cp, Yy=acosp —¢
" i otrzymujemy:

(%%)2{a2— 2ac cosqa+c’+7c9}= 2g (acosp —¢)+ 0,

gdzie b jest staly, ktérej wartos¢ znajdnjemy, stosujge rownanie ostatnie do
dy

chwili poczatkowej. Wehwili, w ktérej predkosé kgtowa it

=0, wartodcis

poczatkowa kata ¢ ma byé a, a stad wynika:
b= 2g(c—acosa
i jako réwnanie rézniczkowe zagadnienia otrzymujemy:

(%%’—)S{k“’ +a?+¢*—2accos 97} = 2ga (Cos ¢ — cog a),

ktére rozwigzujac, znajdujemy:

9]

(T2 2 2 S 2
t=j (2 a?4-¢ Zaccoslt;o) do.
V2ga (cosp —eosa)?
W celu rozwigzania tej calki piszemy:

) Euler rozumie przez g, co tu przyspieszenie ziemi oznacza, wartodé 29
(... ubig st altitudo lapsus gravium uno minute secundo), 1. c. pag. 147.
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cos ¢ = | — 2 sin? (%D—), cosa =1 — 2gin? (%)
1 otrzymujemy:

1
2

1 {kg -+ (@ —¢)?+ 4ac sin? (_‘;L)} q
" Vga ‘ I 5 -
{sin2 (—g-) — gin? (;;L)}

Wprowadzajge sin (—925) = sin (-‘;—) . sin v, 1 dla krotkosei piszac: sin (_"‘_) —,

4 @—op ?

t

= p°, mozemy powyiszg catke wyrazié w postaci:
[— 1
) t— 2]/ £ @42 sin2 )T
(1—2x3sin2y)%
lab

el 9 )
— (142 sin?y) @
t=2p]/_;_/]/( 7 y) du

1— uﬁsinqu)(l _}.% sin?y;)

Jezeli w tem wyrazeniu zalozymy ¢== 0, otrzymamy:

t=y/c2—|-a2 / Ay
o J VI—xfsin?y ’

t. j. wyrazenie dla zwyklego zlozonego wahadta, gdzie Jetat 0znacza
a

odleglosé srodka wahan od osi zawieszenia.,

3.' JezelibySmy, w celu rozwigzania calki (1), cheieli postapié tak, jak
to- czynimy przy zagadnieniu o zwyklem wahadle, a wige wyrazili y przes’
am v, a zatem siny przez sinam u==gnu, otrzy malibysmy pod znakieri catki:

dla wartosei u, dla ktéryeh snu = - —17%— i, a zatem f(u) == (), funkcya. f(w)
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przestaje byé jednowartosciows i przekonywamy sig, Ze na tej drodze zaga-
dnienia rozwigzad nie mozemy.

Natomiast dochodzimy do rozwigzania catki powyzszej, 1eaell Wpro-
wadzimy zamiast y nowg zmienng z, okreslong zalozeniem:

sinp =2z,
skad przez rézniczkowanie wynika:
2siny cosy dy = dz,

de

dyp = ———
2Va(1 —e)

a zatem catka (1) przeksztatca sig na wyrazenie:

3
—_ L+ z)de
@ tzpl/f_[ 5 . ad ,
7 VE)

gdzie

2
Bz) = (1—nte)(1—2) 2 (1‘+ ;2 z) .
4. B(z)=0 jest wzgledem 2z rOwnaniem, majgcem cztery nastgpujgece
pierwiastki:

2
Loiso>— 2.
X ”

Aby sprowadzié¢ powyzszg catke do znanych postaci typowych, prze-
ksztalcamy jg, podstawiajge:

14w 7’

gdzie  jest nows zmienng, a » i s sg state, ktore ponizej w sposéb nam do-
godny blizej okredlimy. Najprzéd otrzymujemy : ‘

(3) _ V—]—su

B(e) = VE(w).

T

B(u) sktada sig z caterech ilorazéw, z ktérych obydwa drodkowe i obydwa
zewnetrzne oddzielnie obliczymy i okreélimy stale » 1 s tak, aby spétezyn-
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niki przy w zoikly, otrzymujemy w “ten sposéb ma r i s nastepujace
dwa réwnania: ' '

7‘—]—3»}—2;;——1)3:0,

2 — A +#((r+s)+2x2rs=0,

z ktéryeh wynika: o

SR
2V(1+7% (117
#1422 4p) 7

przyczem uwazamy pierwiastnik jako dodatni. Z réwnan tych otrzymujemy:

s =

i dalej:

s§— 71 =

_ x V2% )
TV R

%= V) P +p7)

(1 - n?+p?) ’
réwnoczesnie przekunywamy sié, ze 1 i s s3 wielkosciami rzeozywistemi
czego tez sam sposébiprzeksztalcenia wymaga.

b. Wprowadzajac za pomocy wzoru (3) zmienng » do calki (1), otlzy-
mujemy ja w postaci:

)

(Au —+ B) du
® ) t=M[ (14u) V (1—2%2) (1—pdu?)

dzie dla krétkosei wprowadziliSmy oznaczenia :

2
=1‘{‘”%75»
st
B-——=1-—|——ﬁ-?—r ,

(§ —1)

Vyl/(l—ur)(l—-v (—1-%‘)-;—’)

(6) M=p
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6 A. DENIZOT. (6)

6. Rownanie B(z)=0 ma tylko pierwiastki rzeczywiste, a w takim
razie, jak wiadomo z teoryi przeksstalcenia calek eliptycznyeh, A2ip? sy
wielkosci rzeczywiste i dodatnie, co tez z wyrazef dla tychze bezposrednio
wynika. Piszge dla krotkosei:

VI3 i 4p) = P

i wprowadzajae i s, okreslone przez wzér (3), mamy:

(1 — s) (—y]; ——s) _ [_P‘{»x <x2+p’)][1—|-p2—|-xp]

= (r—l)(ji;——) [P-—,, (,,:_i.pg)] 1+1’2—%P]m (>1),
Py (ot

= 5( i*i-é) _ (P )2 .
EES AN

Jezeli przypuscimy, ze w réwnaniu R (z)= 0, pierwiastki z =:‘l -
29 :
i— J;_‘ 83 urcjone, upadnie zarazem zalozenie, Ze sin (%) =7 jest wielko-
feig rzeczy wista; wtenczas nie mamy juz wigcej czystego ruchu wahadlowe-.
go. Przypadek ten z ninjejszego rozwazania wykluczamy i ograniczamy
sig tylko do ruchu wahadlowego.

7. Powracamy do rozwigzania catki (5). W tym celu wprowadzamy
funkeye eliptyczne i zakladamy;

% -—=—3— sn v z modutem £ = ¥,

A

ktory, jak z powyzszego rozumowania wynika, jest wielkoscig rzeczywisty,
mopiejszg od 1. Natenezas mamy:

du:—%—cnv.dnv.dw, Au)=cnv.dnv,

a przyjmujae, ze dla v=~03jest ¢ =1;, znajdujemy dla ealki (5):

*p
/ —;Lsn'u-i—B
',t:—to:Ml (A - snw) v,
0
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czyli

v

fli (1-4-snv) 4 (B—A)

t—t, = M2 T .

u

A o ,
- Ml‘f{—l——i- (B—4) gy} @
[]
8. Mamy przeto nastepujace typy calek :
f dv==wv; t.j. calke eliptyczng pierwszego gatunku.
"
9. Potem mamy do obliczenia calke:
; dv .
‘ A4snv
Y
Jestto calka eliptyczna trzeciego gatunku; aby jg sprowadzi¢ do gatun-
ku typowe;j

t dv
f i — b
) .

ktadziemy 1 = sn o imnozgc lieznik i mianownik przez sna—snv, otrzy-
mujemy :

o )

do dv sn v dy
f Ifsv —4 { swo—sila jsn*a—-—sn’v ==L =S5,
K . i y
gdzie :
§ o [ SMOd
" __f sn’aq —sn?v

Wyprowadzajge do tejze catki sn’v =y, przyczem pozostawiamy modut »,
znajdujemy :

TtV e2—~a?
Var—T2

d m
m} N
J (@@=t Var—at Var— I

f- sn v dv


GUEST


8 : A. DEN1ZOT. . (8)
gdzie
D2y (A2 s? 2u22% — (A 4 p?) A —
_ pry- () A _ 2P — (P _ 1%
= ———zluz—: m‘—_‘T_)‘_/E‘y =~ ol y == Py

i (poniewaz a?—k?=(a—%k)(a—k)) warunek |k]<|a] winien byé za-
chowany, o czem sig istotnie przekonywamy: por6wnywajac wyrazenia na
kia ze soby, zuajdujemy, ze 6w warunek przybiera postaé: u®<T1, co juz
wyzej wykazali§my.

Whprowadzajge wyrazenia na «,m, k do wzoru (3), otrzymujemy :

" e ¥

u(y—A iy — 1)y —1
s= [t = e R
] s 2 B—1)(I—p?)

10. Dla calki eliptycznej Jy(v) postugujemy sig wyrazeniem ') zawiera-
Jjacem funkeye Jacobiego:

— 2 ¥ sn? g 1 »¥an? O(r— )
1o)== [re*p + ZTa)v — 5 oty log o)

przyczem f=a— K’i, gdzie a jest okreslone rownaniem sn o =1.

11. Teraz calka réwnania rozpatrywanego zagadnienia jest zupelnie
zbadana. Jako wynik naszego rozumowania otrzymujemy :

bty = M1 | -‘j— b+ (B—d) (— A1y (v) — 81,

Iub wprowadzajgc wyrazenia powyzej przytoczone na 8, I,(v), 4, B:

2 2,2 22 -
i—i, :M{[] 4 %sﬁ_’%;_ “s—r) {(»* sn2 g4 »2 sn® B )] v

cn gdn B
By s 6(v—p)
"2 gt (s =) mpdng '8 BB -

—

2o | iy — 1)V (2y—i) (y—1 |
= 5 = (s—r) | avete e sl . \.
2 P )| 3 WO aZ LS

przyczem 7, s, M sg okreslone przez wzor (4) i (6).

12., Wykaz.a,liémy niniejszem, ze calke, ktéra w zagadnienin przez
E.u ler'a gosta.wmnem przedstawia czas, mozemy wyrazié w skonezonej for-
mie; rozumujac, postugiwalismy sie funkeyami eliptyeznemi, ktorych teorya—

) Z wykladéw prof. L. Fuchsa (Berlin 1894/5).
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winni$émy tu dodaé: za czaséw Eulera byta dopiero w zaranin rozwi-
niecia.

13. Powyisze rozwigzanie zawiera zarazem wplyw postaci walco«
wej osi zawieszenia na ¢zas wachnigeia, ktérem to zagadnieniem sig pierwszy
Bessel (Untersuchungen iiber die Liange des einfachen Secundenpendels,
1826), a péiniej Helm ert (Beitrige zur Theorie des Reversionspendels,
1898), zajmowat, obydwaj zaniedbujac w odnosnem badaniu wplywu pewnych
malych wielkosci i postugujac sie metods rozwiniecia na szeregi. O ile w ni-
niejszej rozprawie dane rozwigzanie w praktycznych przypadkach zastoso-
wanem by¢ moze, tego na razie nie rozpatrujemy.

Charlottenburg, w pazdziernikn 1901 r.
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