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styd, na zasadzie wzoru (4), § 18, otrzymujemy:

; w
dlog 7, —Z)L d log m, %— d logm, 5
{== — g — ,1, o (u=14p)
Py o Y g ’- 0/
) El 43
Iub:
w . ow ou
g demg mgmy
t=—p—g . =),
o d -
2

Lecz z drugiej strony, mamy tozsamosé:
Pluv=— Q7w yu 7w,

a zatem :

2

- 1 d log 7 5

=ThTy T
d—

2

(t=mu),
albo ostatecznie:

i Yo
1 2 2
4. t=-——-171—-2—-

; Uy
7'

W takiej postaci Halphen podal rozwigzanie rownania stopnia
czwartego '); jednak forma taka nie daje sip do blizszego roztrzgsania
szezegolow.

' Poréwnaj: ITalphen. Traité des fonetions elliptiques, T. T, p.121.
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0 SZEREGACH I ILOCZYNACH WARUNKOWO ZBIEZNYCH.

AP

W pracy niniejszej pragne wyjasnié nastepujaes wlasnosé Szeregow
"?»,.‘i iloczynéw warunkowo zbieznych: ‘
, ‘Wartodcl, jakie przyjmuje szereg warunkowo zbiezny przy stosowaniu
wyzystkich porzadkéw sumowania wyrazéw szeregu, albo tez iloczyn warun-
kowo zbiezny przy stosowaniu wszystkich porzgdkéw mnozenia czynnikow
iloczynu, nie mogy tworzyé obszaru ciaglego (continuu m), lecz
tylko mnogos¢ nieskoficzong wartosei wszedzie gesta (pantachie).
Prace podzielitem na trzy czesei. W czedel pierwszej zajmuje sie szere-
gami warunkowo zbieznemi; w drugiej ifloczynami warmnkowo zbieznemi;
w czgSci trzeciej podaje kilka przykladow takich szeregow i iloczynow wa-
runkowo zbieznych, w ktorych wszystkie wartosci, zalezne od porzadku
sumowania W szeregu i odpowiednio mnozenia w iloczynie, moga by¢ przed-
stawione jedng formg. "W ten sposéb dostajemy przeglad tych wartodei,
ktore szereg albo iloczyn warunkowo zbiezny przyjaé moze, i tyeh wartosei,
ktorych przyjaé nie moze.

1. Szeregi warunkowo zbiezne o wyrazach rze-
czywistych. Niech w szeregu:

» s=apug b
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o wyrazach rzeczywistych, wyrazy te spelniajg warunek:

lim #, = 0

n==co

i niechaj beda naprzemian dodatnie i ujemne, przyczem wyrazy dodatnie

@ o+ ata ...
i wyrazy ujemne:
3 by by -0+ ..

tworzg szeregi rozbiezne; wtedy szereg (1) nazywa sig warunkowo
zbieznym.

Suma szeregu warmkowo zbieznego zalezy od porzadku sumowania
wyrazéw. Mozna wybraé taki porzgdek sumowania wyrazéw, ze szereg
bedzie miat wartosé nieskonczenie wielka; mozna takze wybraé taki porza-
dek sumowania wyrazéw szeregu, ze szereg dowolnie malo rozni¢ sie bedzie
od dowolnie wybranej skoficzonej liczby rzeczywistej ¢.

Chodzi teraz o to, czy mozna wybraé taki porzadek sumowania wy-
razéw szeregu, zeby suma szeregu byla r 6 wn a wybranej liczbie c.

Aby te rzecz rozstrzygnaé, przyjmujemy, ze wybrana liczba ¢ jest
liezbg dodatnig, i stawiamy sobie zadanie: zsumowaé wyrazy szeregu (1)
w takim porzadkn, aby dostaé ‘

§==0,.

W tym' celu utworzmy *) najprzéd z wyrazéw poczatkowych szeregu (2)

sume 4, taka, aby byto:
Al my > 4 3
a z wyrazdw poczgtkowych szeregu (3) sume Bi,, taka, aby byto:

By, <lc,

wtedy dostaniemy:

Alm, - Bln, ¢,

a wiee takze:

) J. Puzyna. Teorya funkeyj analityeznyeh, Lwow 1898. T. I, str. 98.
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8y = A-.lm,'—‘—Blu‘:ﬁ'—Glmc:[
przyczem ¢ >¢ .

Utwirzmy nastepnie z dalszych Wyrazéw szeregu (2) sume
'Amr?—l, "y > 9
a z dalszych wyrazéw szeregu (3) sume

Bugin, < ¢,

to dostaniemy:

Amea,mg— Bug1,n, < ¢

Amt1,m— Butr,n, =€ — "

przyczem: ¢’ >¢' .
A skutkiem tego dostaniemy takze :

8 =(Al,,.,——B],,)—{—(A,,,‘+1‘,,.,—B,“+1,n,)=c——c’—}—c’——a”=c——c"=c, .

Postepujge tak samo dalej, dojdziemy do nastgpnjacych zwigzkiow:

Ay _131,m— Bay iymy = 6D — |
przyezem:
Ay _yrmy > OD > | By g, < o6
i
8 =(d1m,~— Byn)+ (Amets,m— Bats,m) -+ ...+ (4m_41,m — B rr )
=c¢—cN=g¢ .
Liczby ¢, ¢, ¢". .. c» spelniajg nierownosé :
S>> > e,

a poniewaz wyrazy a, i b, z wzrostem skaznika A maleja, spelniajac warnnki:

lim o =0, limi =0,
A=o0 A=o0
przeto takze i ¢® mozemy uczynié¢ dowolnie malem.
Prace mat.-fisycz., t. XIV. 6
81
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Przyjmujac, Ze ¢ jest ujemne, musielibysmy zaczaé sumowanie od wy-
razéw ujemnych.

Mamy zatem:
’ lim ¢® =0 .

A==00

Uwszgledniajac to mozemy napisac:

po—. W)
s=c— W,

@ |s—cl=|lima—c|<3,

przyczem & oznacza liczbg dodatnig dowolnie mals.
Zapytajmy teraz, czy mozna 0siggnaé

(5) s=c¢.
Aby na to odpowiedzieé, zauwazmy, ze wartosci
(6) CiCgy.nay O

sum czesciowych sy, 5, ... % tworzg mnogo$é nieskonczong miejsc okreslo-
nych z miejscem skuplema. ¢. Miejsce skupienia mnogosei miejsc moze do
tej mnogosci nalezeé, ale moze takze do niej nie nalezet. A jezeli miejsce
skupienia ¢ mnogoSei (6) nie nalezy do tej mnogosci, to chociaz spelni sie
nierdwnosé (4), réwnanie (5) zadng miarg spelnié sig nie moze. A poniewaz
nier6wnos§t (4) spelnié sig moze dla kazdej dowolnie wybranej stalej ¢, przeto
w.dowolnie matem otoczeniu kazdego miejsca ¢, jako miejsca skuplema. mno-
gosei (6), znajdujg sie takze miejsca, nalezace do tej mnogoscl dla ktérych
sie spelma takze réwnanie (5).

A wige mamy nastepujace twierdzenie; W szystkie warto§ei,
jakie szereg warunkowo zbieznyo wyrazach rzeczy-

wistych przez zastosowanie wszystkich porzadkow

simowania wyrazéwosigga, tworza mnogos§é nieskon-
czong wszedzie gesta (pantachle) A wiee nie tworzg obszaru
ciaggltego (contmuum) 4

Nie mozna wiec méwié, ze szereg warunkowo zbiezny w uporzadkowa-
niach, dajgcych zbieznosé, moze przedstawiaé kazdg dowolng wartosé
skoficzong, albowiem obok tych wartosci, ktére szereg rzeczywiscie przed-
stawiaé moZe, pozostaje jeszcze .nieréwnie wigeej takich wartosci, ktorych
szereg Zadng miars przedstawiaé nie moze. ‘

2. Szeregi warunkowo zbiezne o wyrazach zespo-
Tonych W szeregu warunkowo zbieznym:

) 8 =@ + byi) + (0 - yi) - (o + ) +- ..
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© wyrazach zespolonych, nie moze ani szereg czesci rzeczywistych

8) : a-+ay a5
ani szereg czesel urojonych
(9) b+l b+

by¢ szeregiem rozbieznym, gdyz wtedy i szereg (7) bylby szeregiem roz-
bieznym. Takze oba te szeregi nie moga byé réwnoczesnie bezwarunkowo
zbiezne, albowiem w tym przypadku szereg (7) bytby takze bezwarunkowo
zbiezny. A wige jeden z szeregow (8) i(9) musi byé szeregiem warunkowo
zbieznym, a drugi moze byé warnnkowo lub tez bezwarunkowo zbieznym.

Przyjmijmy naprzéd, ze oba szeregi(8)i (9) sa warunkowo zbiezne.
Wiedy szereg (8) czesei rzeczywistych wyrazéw szeregu (7), przy zastoso-
‘waniu wszystkich porzadkéw sumowania, daje mnogosé nieskonezong miejse
wszedzie gesty, rozmieszezong na linii rzeczywistej, za$§ szereg (9) ezesci
urojonych wyrazdw szeregu (7), przy zastosowaniu wszystkich porzadkéw
sumowania, daje mnogosé nieskoiczong miejsc wszedzie gests, rozmieszezony
na linii urojone;j.

Rozdzielmy wyrazy szeregu (7) na czesci rzeczywiste i czeSei urojone
idonowego w ten sposéb powstalego szeregn zastosujmy wszystkie po-
rzadki sumowania. Wtedy na wartosei tego szeregu dostaniemy dwukrotnie
nieskoniczong mnogosé miejsc wszedzie gests, rozmieszezong na calej plasz-
-ezyznie liczbowej. Nie zajeta przez te miejsca czesé plaszezyzny utworzy
obszar zwarty, ograniczony temi miejscami.

Przyjinijmy teraz, ze wyrazy szeregu (7) pozostajg zespolone, & wiec,
ze czgscl rzeczywistych wyrazow tego szeregu nie mozemy oddzielaé od
ezesel urojonych. Wtedy, przy zastosowaniu wszystkich porzgdkéw sumo-

* wania, dostaniemy na wartoSci szeregu jednokrotnie nieskohczong

mnogo$t miejse, rozmieszczong na plaszezyznie liczbowej, o tej wlasnosel, ze
rzuty tych miejse, na linie rzeczywista i na linig urojong utworza mnogosei
wszedzie geste. Sama ta mnogos¢ jest rowniez wszedzie gesta.
Tatwo ocenimy, ze jezeli w szeregu (7) szereg czesei rzeczywistyeh
‘wyrazéw (albo szereg czeSci urojonych) jest bezwarunkowo zbiezny o war-

‘tosel ¢ (albo e), a drugi szereg jest warunkowo zbiezny, wtedy wartosel sze-

regu (7) przy zastosowaniu wszystkich porzadkéw sumowania, utworzg
mnogosé nieskonczong miejsc wszedzie gesta, rozmieszezong na linii réwno-

leglej do linii urojonej (albo rzeczywistej) w odleglosei ¢ od tej linii.

Jako wynik ostateczny mozemy wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenie;
Wartosci, jakie szereg warunkowo zbiezny o wyra-
zachrzeczywistyech lub Zespolonyeh przy Zzastosowa-
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niu wszystkieh porzagdkéw sumowania przyjmuje,
tworzg jednokrotnie nieskoficzong mnogosé wszedzie
gesta, i tylko w przypadku, gdy szereg pojmujemy jak Sume Wyrazow
rzeczywistych i urojonych, a szeregli wyrazow rzeczywistych i wyrazow
urojonych sa oba warunkowo zbiezne, wartosci szeregu, przy zastosowaniu
wszystkich porzadkéw sumowania, tworzg dwukrotnie nieskofczong
mnogosé wszedzie gesta.

1. Tloczyny warunkowo zbiezne o caynnikach rzes
czywistyoch. W1loc.zyma meskonczonym

(1 s P=)g (L +w)

o czynnikach rzeczywistych, niech wyrazy 1, spelniajg warunek :

Ii =0.
® Jim e

Niech dalej wyrazy te bedg naprzemian dodatnie i ujemne, przyczem iloczyn
3 Atayd+4a)t+a)...

czynnikow o dodatnich w, = &) niech bedzie rozbiezny do meﬁkonczonoécl,,
a iloczyn

A
1 (L—=0) (1 —08) (T —¥) ...
czynnik6w - o ujemnych wy = — b, niech bedzie rozbieiny do zera; wtedy
iloczyn (1) nazywa sig warunkowo zbieznym.

Czynniki poczgtkowe w iloczynie (4) moga byé ujemne, liezba takich
czymnikow jest skohczona, albowiem, wobec warunku (2), czynniki te, po-
czgwszy od pewnego skonczonego 4, muszg by¢ juz dodatnie. Mozemy wige,
nie zmniejszajae ogdlnosci, prayjas; ze w iloczynie (1) wszystkie czynniki 89
dodatnie.

‘Warto$¢ iloczynu warunkowo zbieznego jest zalezna od porzadku mno-
zenia czynnikéw, i udowadnia sie w podobny sposob jak dla szeregéw wa-
runkowo zbieznych, ze w iloczynie warunkowo zbieznym o dodatnich czyn-
nikach mozna wybraé taki porzadek mnozenia czynnikéw, ze wartosé tego.

8%
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iloezynu dowolnie malo bedzie sie réznita od dowolnie wybranej liezby dodat-
niej ¢, tak ze dla kazdej wartosci tej liczby mozna doprowadzié do zwigzku:

©). |P—c|=[limB—c|<3,

przyczem 6 oznacza liezbe dowolnie mats dodatnia.

Na podstawie za$ podobnego rozumowania, jak dla szeregow warmn-
kowo zbieznych, mozemy sie przekonad, ze zvngzek

{6) P—- ¢

nie dla wszystkich wartosei stalej ¢ osiagnaé sie daje.

A wiee mamy twierdzenie;

Wartosci jakie iloczyn warunkowo zbiezny
o czynnikach rzeczywistychidodatnich, przy zasto-
sowaniu wszystkich porzgdkow mnozenia, przyjmuje,
tworzg mnogosé nieskoficzong miejse wszg,dzw gestay,
rozmieszczong na dodatniej czgdci liniirzeczywistej.

2. Tloczyny warunkowo zbiezne o czynnikach ze-
spolonyech. Niech iloczyn zespolony:

@ P=I(1+w) = +a -t ik
=0 =0
posiada wlasnosé:
{8) lim :)lim (a+ib)=10.
A=o0 =00
‘Wartosé bezwzgledna tego iloczynu jest:
©) [Pl=H|l+atit|=Hea
=0 =0
przyczem:
o=V{14a)r-+b3.
Przedstawmy czynnik ogélny iloczynu (7) w nastepujacej postaci:

(10)

przyezem;

1 @, -} b = g1 (cos @1 |- 7 sin @) == g6

(8b2
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o= V—(-l_"“ )’ m )
1y . 1+m
)

coS @y == - -, sin g =—

Wiedy iloczyn (7) przyjmie nastgpujacg postaé;
. o
12) P=1IIg ¢o .
=0

Pomnbzmy przez siebie osobno czynniki g 1 osobno czynniki e, to
dostaniemy:
a3 P=llg.dZp=|P|.¢>n.
Warto§é bezwzgledna czynnika eF#. réwna sig 1, bez wzgledu na to, czy
suma X ¢, jest zbiezna, czy rozbiezna. Jezeli wige iloczyn | P| jest roz-
biezny, to tem samem i iloczyn P musi byé rozbiezny. Z tego wynika, ze
jezeli iloczyn (7) jest warunkowo zbiezny, to iloczyn (9) jest albo bezwa-
runkowo albo tez warunkowo zbiezny.

Co do katéw ¢, okreslonych réwnaniami (11), to wobec warunku (8),
katy te dla dostatecznie duzego A spelniajg nieréwno$é:

S <n<y,

znaki ich sg takie same, jak w wyrazach by, a wartoSci bezwzgledne spel-
niajg nieréwnoé:

[sing [ <[] <]tger|
czyli;
, 18] 12N
(14) “Vm<lml<l+a

Z nieréwnosei (14) i rownania (8) jest widoczne, Ze zbieznosé szeregu X gy
Jest taka sama jak w szeregu X by, a wiec gdy szereg X by jest zbiezny, wa-
runkowo zbiezny lub rozbiezny, to szereg 3 ¢, jest réwniez zblemy, wa-~
runkowo zbiezny lub rozbiezny.

Zbadajmy teraz zbieznosé iloczynu:
(15) P=|P|e&3n,

36)
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Zbiezno§é iloezynu | P | jest taka sama, jak iloczynu | P %, ‘a o zbieznosei
iloczynu | P |* rozstrzyga nastepujace kryteryum 1):

Tloczyn | P |* jest zbieZny, gdy szereg
(16) 2 (1) = X (12a-+a2+02—1) = Z (2at+a2--0?)
jest zbiezny. Rozumie sig, ze w razie warunkowej zbieznosei tego szeregu,
takze iloezyn | P 2, a tak samo i iloezyn | P |, jest warunkowo zbiezny. Wy-
razy b, 83 rzeczywiste, a wiec wyrazy b? sg dodatnie. Szereg X 5? moze
byé albo bezwarunkowo zbiezny albo rozbiezny.

Niech szereg X 1, bedzie szeregiem zbieznym. Wtedy weding (16)
o zbieznosei iloczynu | P | rozstrzyga szereg X a, niezaleznie od tego, czy
szereg X b, jest zbiezny czy rozbiezny. Iloezyn |P | jest zbiezny, warun-
kowo zbiezny lub rozbiezny, stosownie do tego czy szereg X a, jest zbiezny,
warunkowo zbiezny lub rozbiezny.

Niech teraz szereg X b,? bedzie rozbiezny.

Wtedy z kryteryum (16) dostaniemy:

a) zbieznosé iloczynu | P | w przypadku, gdy

1
a;:—-fz-b-hﬂ , 4=0,1,2
a szereg:
it 4
Za =~_L-2b,

Jjest zhiezmy;

b) warunkows zhiezno$é w przypadku, gdy szereg X a, jest warun-
kowo zbiezny, albo gdy jest rozbiezny, lecz wyrazy @, 53 ujemne; wreszcie

¢) rozbieznoe$é w przypadku, gdy szereg X m jest rozbieiny, a wy-
razy @, sg dodatnie.

Jak widzimy zbieinogé, warunkowa zhieznosé i rozbieznost iloezynu
1P, i szeregu X b, wzglednie szeregu X ¢ moga w iloczynie P w (12)
wystepowaé we wszystkich polgczeniach. Nas obchodzg tylke te przy-
padki, w ktérych iloczyn | P| jest bezwarunkowo lub warunkowo zbiezny,
a wiec w ktérych mozemy otrzymaé warunkows zhieznosé iloczynu P.

Przyjmijmy najprzod, ze iloczyn | P| w (12) jest bezwarunkowo
zbiezny. Wtedy dostaniemy:

) J. Puzyna L e, str. 77.
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a) Gdy szereg X . jest rozbiezny, wtedy mamy:
Sop=c0o=¢ 4 2nx,
przyczem @ spelnia nierdwnosé:
0<o<<2n

zreszty jest dowolne, a n=co calkowite.
Skutkiem tego bedzie

eiZw) = giwtlnni — oip R
Przyczem :
0 <@ <C2m, zreszig dowolne;

a wige czynnik ¢fZe. = ¢%# moze oznaczaé kaida liczbe o wartosei Dbez-
wzglednej rownej 1.

W tym przypadku iloczyn (12) jest nieoznaczony w ten sposob, ze jego
warto$é bezwzgledna jest oznaczona i réwna [P, za§ charaktery-
styka €% jest nieoznaczona. Ten przypadek zachodzi, gdy w iloczynie (7)
szereg X b, jest rozbiezny, zas szereg 3 a; albo jest zbiezny, albo prazy-
najmniej szereg X a2 jest zbiezny, a w rozbieinym szeregu X a wyrazy

a;.=—%bf, 1=0,1,2...

b) Gdy szereg X ¢ jest warunkowo zbiezny, wtedy wszystkie war-
tosei, jakie ten szereg przy zastosowaniu wszystkich porzgdkéw sumowania
przyjmuje, tworzg mnogosé nieskonczong miejsc wszedzie gestg, rozmiesz-
czong na linii rzeczywistej. Wyrazenie ¢/Z# przedstawia dla- tych po-
1z3dkéw sumowania, dla ktérych wartosci szeregu 3 ¢, sg skoficzone, mno-
go$¢é nieskoficzong miejse wszedzie gesta, rozmieszcezong na kole o promieniu
réwnym 1, dla tych za$§ porzadkéw sumowania, dla ktérych wartosci szeregu
2 g, 83 nieskoficzenie wielkie, jest nieoznaczone, i moze przedstawiaé kazds
liczbe o wartodei bezwzglednej réwnej 1.

A wige mamy twierdzenie:.

Gdy iloczyn [P jest zbiezny, a szereg X, jest
warunkowo zbiezny, wtedy wartosci, jakieiloczyn P
przy zastosowaniu wszystkich porzadkow sumowania
przyjmuje, przedstawiajg dla porzgdkow, dajacych
skoficzone wartoSci szeregu ¢, mnogosé nieskod-
czong miejsc wszedzie gests rozmieszeczong na kole
0 promieniu |P]a o §rodku zero, zaf§ dla porzadkow,

(88)
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dajacych nieskofczenie wielkie wartoSei szeregu
¢ sg nieoznaczone w ten sposdéh, ze wartosé bez
wzglednailoczynu P jest oznaczonairdwna [P], za$§
charakterystyka jest nieoznaczona.

Ten przypadek zachodzi, gdy w iloczynie (7) szereg X a; jest bezwa-
runkowo zbiezny, za$ szereg X b, jest warunkowo zbiezny.

¢) Gdy wreszcie szereg X ¢, jest bezwarunkowo zbiezny, to i iloczyn
P jest bezwarunkowo zbiezny. W tym przypadku w iloczynie (7) oba sze-
regi X o i I by sa bezwarunkowo zbiezne.

Przyjmijmy teraz, ze iloczyn | P| w (12) jest warunkowo zbiezny.

Wtedy dostaniemy :

a) Gdy szereg X ¢, jest rozbiezny, to iloczyn P jest nieoznaczony
W ten sposob, ze wartofel bezwzgledne | P | tego iloczynu, przy zastosowaniu
wszystkich porzgdkéw mnozenia, tworzg mnogosé nieskofczong miejse
wszgdzie gests, a charakterystyka dla kazdej z tych wartosci pozostaje
nieoznaczong.

Ten przypadek zachodzi, gdy w iloczynie (7) szereg X a; jest warun-
kowo zbiezny, a szereg X I, jest rozbieiny, albo, gdy szereg 3, jest roz-
biezny, a wszystkie wyrazy @, tego szeregu sa ujemne, za§ szeregi I B,
i X 2 sa rozbiezne.

b) Gdy szereg X ¢, jest warunkowo zbiezny, to gdy w (12) do czyn-
nikéw iloczynu | P, i niezaleznie od tego do czynnikéw e@. zastosujemy
wszystkie porzadki mnozenia, to wartosei iloczynu P dla porzagdkéw dajgcych
skonczone wartosci szeregu X ¢, utworzg dwukrotnie nieskofczong
mnogo$é miejsc wszedzie gesta o tej whasnosel, ze na kazdej prostej, przecho-
dzgcej przez punkt zero i jedno z tych miejsc, i na kazdem kole, ktérego
§rodek znajduje sie w punkeie zero, a ktérego obwéd przechodzi przez jedno
z tych miejse, znajduje sie jednokrotnie nieskonczona mnogo$é tych miejsc
wszedzie gesta; dla porzadkow zas, dajaeych wartosei nieskoficzenie wielkie
szeregu X ¢y, iloczyn P jest nieoznaczony w ten sposéb, ze wartosci bez-
wzgledne tego iloczynn tworza mnogosé nieskonczong miejsc wszedzie gesta,
& charakterystyka jest nieoznaczona. }

Jezeli zas w iloczynie P czynnikéw g, i e nie oddzielamy, to wartosei
iloezynu P dla porzadkéw, dajacych zbieznost szeregu X ¢, tworza jedn o-
krotnie nieskonczong mnogosé miejsc, rozmieszezona na plaszezyimie,
o tej wlasnodei, ze wszystkie linie proste, aczgce punkt zero z temi miej-
seami, przecinaja dowolne kolo, ktérego srodek jest w punkeie zero, w punk-
tach, tworzacych mnogo$é nieskohczong wszedzie gests, wszystkie zas kola,
ktéryeh grodki znajdujg sie w punkeie zero, a ktérych obwody przechodzg
przez te miejsca, przecinaja dowolna prosta, poprowadzong przez punkt zero
w punktach, tworzacych mnogo$é nieskonezong miejsc wszedzie gesta.

(89)
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A wiec mamy twierdzenie: o ;

Gdy iloczyn [P] jest warunkowo zblezny,’a.s.ze,
reg T réwniez warunkowo zhbiezny, t.o warto§ciilo-
czynu P, przy zastosowaniu wszystkich porz,@dkéw
mnozenia, tweorzg dla porzadkéw,dajatcyc.h skofnczone
wartosci szeregu Z ¢, jednokrotnie nieskofczonag
mnogo§é miejsc, rozmieszczong na plaszczyznie otej
wlasnosci, ze wszystkie linie proste laczace punkt
zZero z temi miejscami, przecinajg dowolne kolo, ma~
jace §rodek w punkcie zero, w punktach, tworzgeych
mnogo§é nieskonczong miejse wszedzie ggsjoa,, wszyst-
kie za§ kola, ktérych §rodki znajdujg 8i¢ w punk-
cie zero, a ktérych obwody przechodza kazdy przez
jednoz tychmiejsc, przecinaja dowolng prosts, popro-
wadzong przez punkt zero w punktach, tworzgcych
mnogosé nieskonczong miejsc wszegdzie gestay; a dla
porzadkéw,dajgcychrozbieznosc szeregu X g, iloczyn
P jest w ten sposob nieoznaczony, Ze warto§ei bez
wzgledne |P|]tego iloczynu tworzg mnogosé nieskon-
czongmiejsc wszedzie gesta, a charakterystykajest
nieoznaczona. :

Ten przypadek zachodzi, gdy w iloczynie (7) oba szeregi X ay 1 X by,
s3 warunkowo zbiezne.

¢) Gdy wreszcie szereg X ¢ jest bezwarnnkowo zbiezny, a wartosé
jego jest @, to dostajemy:

P=|P|ev.

A wige mamy twierdzenie:

Jezeliiloczyn |P|]jest warunkowo zbiezny, a sze-
reg ¢ jest bezwarunkowo zbiezny o wartodci ¢, na-
tenczas wartod§ciiloczynu P, przy zastosowaniu wszyst-
kich porzgdkdéw mnozenia, tworzg mnogos$¢é nieskod-
czong miejse wszedzie gesta rozmieszezong na do-
datniej czefci linii prostej, poprowadzonej przez
punkt zeroanachylonej pod kagtem ¢ do linii rzeczy-
wiste]. ‘

Ten przypadek zachodzi, gdy w iloczynie (7) szereg X m, jest warun-
kowo zbiezny, a szereg X b, jest bezwarunkowo zbiezny.

Jak widzimy, warunkowa zbieznos§é iloczynu (7) zachodzi wiedy, gdy
albo oba szeregi X o, i X b, sa warunkowo zbiezne, albo jeden z tych sze-
reg6w jest bezwarunkowo zbiezny, a drugi warunkowo zbiezny.

€0
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‘We wszystkich tych przypadkach wartosci iloczynu warunkowo zbiez-
nego twqrza, przy zastosowaniu wszystkich porzgdkiw mnozenia, jedno-
k rotnie nieskoficzong mnogosé wszedzie gesty, 1 tylko w przypadku, gdy
W 1loczy.nie (7) szeregi X ay i X b, s oba warunkowo zbiezne, i gdy do
wa,rto_s’cl’ bengglgdnych @ czynnikéw iloczynu, a niezaleznie od tego do
czynmkf)\.v €9\ zastosujemy wszystkie porzadki mnozenia, destaniemy na
wartodeiiloczynu (7) dwukrotnie nieskofczong mnogosé wszedzie gest.

. Zarazem jest widoezne, Ze nieoznaczosé charakterystyki iloczynu jest
nastepstwem rozbieznosei szeregu X 4, niezaleznie od zachowania sie sze-
regu Za. Gdy szereg X b, jest zbiezny, to i charakterystyka iloczynu
]East oznaczona, chotby nawet szereg X a; byl rozbiezny, i nigdy nie moze
sle zdarzyé, zeby szereg X b, byl zbiezny, a réwnoczesnie charakterystyka,
iloczynu nie byta oznaczona.

3.

Jezeli szeregi rozbiezne, wehodzace w sktad szeregu warunkowo zbies-
nego, majg t¢ wlasnosé, ze suma n wyrazéw w tych szeregach moze byé
przedstawiona formg skonczong, natenczas mozemy takie wszystkie war-
toscl, jakie szereg warunkowo zbiezny przy zastosowaniu wszystkich po-
rzgdkéw sumowania przyjmuje, przedstawié jedna forma.

Podobnie, jezeli iloczyny rozbiezne, wehodzace w sklad iloczynu wa-
runkowo zhieznego majg te wlasnosé, ze iloczyn # ezynnikow w tyeh iloczy-
nach daje sie przedstawié formg skofczong, natenczas mozemy takze wszyst-
kie wartoseci, jakie iloczyn warunkowo zbiezny przy zastosowanin wszystkich
porzgdkow mnoZenia przyjmuje, przedstawié jedug forma.

Wtedy dostajemy obraz wszystkich wartosei, jakie szereg lub-iloezyn
warunkowo zbiezny przyjmuje, a zarazem wskazdwke, jakich wartodei pray-
Jjaé nie moze.

Podamy kilka przykladéw takich szeregéw i iloczynow warunkowo
zhieznych. '

1. Stala Eulera (Mascheroniego) mozemy przedstawi¢ na-
stepujacym szeregiem:

= (1+log 1—log 2) (% Hlog 2—log 3]+ + (% Hogn—log(n-+1)).
7 = 00
o)
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a ZNOSZ3c roWne WyTrazy, zaopatrzone przeciwnemi znakami, dostaniemy:
L 1 TR 1): (n==00)
c=1+5+5+- Al (0t )5
a stgd mamy:
1 1 1. 4c¢;y n=o0
H”=1+—é_+—3_+'”+n 10g(n+ )+ H
Szereg harmoniczny H, jest rozbiezny, lecz suma n Wyrazow tego szeregu
dla n = oo daje sie przedstawié skohczong forma: log (n+1)4c. .
WeZmy w szeregu harmonicznym sume 2n wyrazéw, to dostaniemy:

) H;..—_—1+%+§+...+_21—n-=10g<zn+1)+c; = oo

Biorae zas§ sume tych wyrazow szeregu harmonicznego, ktére majg parzyste
mianowniki, dostaniemy:

1
POV ST WRE SRR TS SHOE RS X

Ty 4 o5n 2
@ .
=logV n+1+—2-0,

a gdy sume (2) odejmiemy od (1), to bedzie:

1 1 1 .
H"zn-1=1+—3‘+“5_+-~-+ S =H2n—'H.2n
®) . _

—_— 1 2n4+1 1
=log(@n-+1)4c—Ilog Vn—}—l~—§c=10g S + 5 ¢
Wezmy teraz pod uwage szereg:

1 1 1

Szereg ten jest warunkowo zbiezny, i przy tym porzadku sumowania, w ja-
kim wyrazy sg wypisane, daje log 2.

‘Wybierzmy taki porzadek sumowania, Zeby na ¢ wyrazow d.odatnieh
przypadalo b wyrazéw ujemnych. Wtedy na an wyrazéw dodatn%ch przy-
padnie bn wyrazéw ujemnych, przyczem % =co. Dawszy sobie w ten

(92!
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sposéh liczbg wyrazéw dodatnich i ujemnych, mozemy wyrazy dodatnie
i njemne zsumowaé z osobna i dostaniemy:

— F" ’ . 2@71+1 1 —_— 1
S0 =H"mn—1— H'yn = log Venfr T2 c—logVbntl—= ¢
=1 2 an4-1 _1 (2ani-1)2

= 10g =T Bl PP e 2 A
. Viant) k) 2 ¢ {ant1) Bati)
Uwzgledniajge zas, ze n==co, dostaniemy:

. - 1)
(5) Saa=—%-10g—4b‘-l-:10g2 % .

Wazér (5) podaje wszystkie wartosci, jakie szereg (4), przy zastosowanin
wszystkich porzgdkow sumowania, przyjaé moze. Albowiem, gdybysmy nie
dali sobie zgéry prawa, wedlug ktérego wyrazy szeregu (4) maja byé sumo-
wane, to zawsze przyjaé mozemy, ze na pewng ilo$é ¢ wszystkich wy-
razéw dodatnich przypadnie pewna ilo§¢ b wszystkich wyrazow
ujemnych. Liczby @ i b s3'z pewnosciy liczbami calkowitemi, a iloraz ich
liczbg wymierng.

A wiec mozemy powiedzieé:

‘Wizystkie wartosei szeregu warunkowo-zbieznego (4) sg polowkami
logarytméw liczb wymiernych.

Wartosei te tworzg mnogo$é miejsc wszedzie gesta, lecz nie tworza
obszaru ciggtego (continnum).

A wiec, jezeli wybierzemy pewng liczbe ¢, ktora nie jest potowka loga-
rytmu liczby wymiernej; to mozemy wprawdzie w szeregu (4) wybraé takie
porzadki sumowania, ze dostaniemy:

fs—e]<é
przyczem & jest dowolnie malg liczba, lecz nigdy nie dostaniemy s==c.

2. Liczbe % mozemy przedstawi¢ nastepujacym szeregiei:

e

1) Pascal—Dickstein Repertoryum matematyki wyzszej. T. 1. Warszawa
1900, str. 75.

(93)
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Napiszmy to w nastepujgce] postaci:
Tt ) v
Dodajmy i odejmijmy to réwnanie od réwnania:
@ Han=lt sttt bty =

to dostaniemy:

1,1 1 =
H"u—l—{——}:z(l—{'g-l‘g +---+74‘n—_§‘) y M=00

" T 1 1 1 ) _
H'4n-1——4‘=2(§+1_1+-'-+4n__1 ; WO

a stad otrzymamy:

1,1 1 1 %
Pea=lt g5 b=y (Bt
(6) __i 4%—]—-1_ 1 L2
n=co, ’
i
. 1 1 1 1 ——l ) )
A=y 3 ity = [Fe )
g 1, totl 1=
2 " Vgl + 1

Nn = Co

Wezmy teraz pod uwage szereg warunkowo-zbiezny:
1

i wybierzmy taki porzadek sumowania, Ze na a wyrazéw dodatnich przy-
padnie b wyrazéw ujemnych, a wiec na an wyrazéw dodatnich przypadnie
dn wyrazow ujemnych. ‘Wtedy dostaniemy: .

(9%
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— ¢
San == H" 4an—3 — HUT{“J‘_I

1 4an—{—l+ o+ 2 1, Abntl 1

2 _ 1 = z
2 7" Vaant1 E) "ygb,,—_*_l 1t

oGOt V2T | w1y a1yt Obtl) B
2 € (@bnt1) ¥ 2antl =+ 1=7! 8 @bn ) QantD) T 1 "%

1 a
() so=—] 10g7+%.
Przyimujae tn a =5, dostaniemy:

Sy =

T
3. W szeregu:

(10) s—1+—z~§——+ priel o Lig

zlozonym z wyrazéw Trzeczywistych i urojonych, szereg wyrazéw rzeezy-
wistych i szereg wyrazéw urojonych sg warunkowo zbiezne.

‘Wyrazy te, brane co czwarty, tworza nastepujgce sumy:

1,1 1 1 e dntt -
ltst+gt. == s =5 log Ve +1+ “t g
1,1,1 1 1., 1 2n+1
sttt toma=y Fvr=gler e

1,1 ,1 1 1 dntl [ 1 =
= — — e (I7) —_ e —
gttt o= & 4“‘1“zl°gyg—m+4° g

1 1 1 1 1 1
Ttgtt ot T =glegmtl)+—e.

‘W szeregu (10) wybierzmy taki porzgdek sumowania, zeby na a
wyrazéw rzeczywistych dodatnich przypadalo b wyrazéw rzeczywistych
ujemnych, a; wyrazéw urojonych dodatnich i & wyrazéw urojonych ujem-
nych, to dostaniemy:

(95)
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1
Sab agpy (" sun—s— HI Mgy 1) 44 ( H's 01— I H’”‘)

b 1
=(_1_10 _4(m—{-1 + 1 +78r 1 4 bn+4-1 ot 7:)

2 szaw+1 z° VSl 4 8
_ 5 . 1
+z( g,%%g_ %0_%mywﬁay—zq
LTl (A1) 20l @ a1y
*[24 (4mH4ﬁ@aw+n*"—]+” 8 Gam 1) (b 1)
czyli:
an s = log -+ ) +iplog 52

Dajac liczhom a, b, a;, b, wezystkie mozliwe calkowite dodatnie war-
to$ci, dostaniemy na Wart0501 szeregu (10) mnogosé dwukrotnie nieskon-
czong miejse wszedzie gests, rozmieszcezong na calej plaszezyznie.

Przedstawmy szereg (10) jako szereg wyrazow zespolonych, a mgc
w postaci:

T N I ae

to wartodei tego sweregu dostaniemy, przyjmujge w (11) ¢, =a, by ==0.
‘Wartosci te beda:

119 sza—(llog -+ )+z 1og

Wartosci te tworzg Jednokrotme nieskoficzong mnogo$é miejsc wszg-
dzie gests,

4. Szeregirozbieine otej wlasnosei, ze suma.n wyrazéw szeregu wy-
raza sie forms skonczong, mozemy utworzyé w nastgpujacy sposib:

Polézmy:
(12) sp=ay+a,Fag...F+a.=F(n).
Funkcye F (n) wybieramy tak, zeby spelniata dwa warunki:
' lim F(n) = oo
(96)
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}i=1£1°(F(n) —Fn—1))=0, F(0)==oco.
‘Wtedy dostaniemy:

G4 =F(0), e =FW)—F@—1), lima,=0,

a szereg (12) bedzie rozbiezny.
Tak np. niech:

Fm)=1log [ (n)

przyczem

(13) f(“) —_— go1?* _I".qln‘,_l "l— e + e g» # 0
hgwt + hpma=2 0 R, ? Re=k0

Jest funkeys wymierna, w ktérej stopiefi licznika nie jest rowny stopniowi
mianownika.

Witedy:
hm f(n) =.__ nP*(-A} OOO 1 g}z]};zz
&
fm) __
Jim ey =15

skutkiem tego jest:

Iim log f(n)=co

”li_xganznlixi[log f(n)-—logf(n——l)]—hm log f(( ) =(.

Szereg s (12) jest rozbiezny, a suma n wyrazoéw tego szeregn wyraza
sie forma:

(14) sn=at o+ o+ Fa=Ilgf(n).

‘Wyrazy dowolnego szeregu zbieznego

o=gaFa+at...

Prace mat-fizyez., t. XIV,

-1
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dodajmy do odpowiednich wyrazow szeregu (14), Wtedy powstanie nowy
szereg rozbiezny S, w ktérym wyraz ogdlny jest:

A=ay+a, dla 1=0,1,2,...
a, w ktorym suma n wyrazow przedstawi sig forma:
Se=Ad,+4; +4,+ ...+ =0+ logf(n),
adla n=o0
Su=o 1),

n=——00

Przyjmijmy, ze mamy dwa takie szeregi rozbiezne, w ktérych sumy = wy-
razéw wyrazone g formami:

Sul = Ay + A + A+ ..+ A =0+ log ' (),

n=o00

Sl = A+ A A A A = o+ log " (n),
przyczem funkeye wymierne f7 () i /" (n) sg okreslone réwnaniami postaci
(13), a stopnie licznikéw i mianownikéw tych funkeyj spelniajg jeszcze
warunek :

n =00

p:__q/ =p”—q” =',. ;
wtedy, gdy utworzymy szereg warunkowo zbiezny:
AP A — A

to warto$ci tego szeregu dajg sie przedstawié jedna formg.

‘Wybierzmy taki porzadek sumowania, ze na a wyrazoéw A’ przypadnie
b wyrazéw A", to dostaniemy:

(15) s= Ay — 4"+ 4,/ —

Sap =— Smll -

s = o' 4 log f7 (am) — 6" — log " (br)
f! (an)

—_ " BN = M
=g °+10gf"(bn)’ n==00;
lecz:
Jim £ (am) = lim 9y g o= —hm—q—“—a’ n"
o' oo Ny’ !
Lim /" (bn) = hm bl’ v =t = Jim 90 R

n=00 7 n=oco ]

(98)

icm°®

O SZEREGACH I ILOCZYNACH WARUNKOWO ZBIEZNYCH. 21
a wiee:
an) g0 k" [ay
lim log flan) log %2 {—
e o 0m)  Eham (T

a skutkiem tego dostaniemy:

9 r h\)”

16 g0 o
(16) Ky go"

Spp =10 —o" -} log (-Z—)T,
Wazir (16) przedstawia wszystkie wartosci szeregu warunkowo zbieznego (15).
5. Funkeye I' (x) mozna okresli¢ nastepujacym zwigzkiem:

—-e“mﬂ(1+ ) 3

=1

’-*e"wll(l—}— ) :, n=00"

ki
=1

1
I ()

przyczem ¢ oznacza stala Eulera (Mascheroni'ego).
Majac dang liczbe » czynnikéw (n = co), mozemy czynniki 1 -+ -:—f—

_l&'
ie

" wymnozyé z osohna, i dostaniemy :
1 (2o .
TE =" 51(1 + ) = V=t (1 + ) = log (D)

=x1%(1+—9:,—) m41=, n=o0;

a wskutek tego bedzie:

(A1)

an T(z)

eI (1 + )~
Tloczyn: = ;} (1 .}.i;_) jest rozbiezny, lecz warto$é iloczynu (n-+1) po-
»=1
czatkowych czynnikéw dla » = co przedstawia sig formg (17).

Podstawmy w (17) —z zamiast x, to dostaniemy:

(n4-1)—=
I'(—=z)’

_mﬁtl_i)z

==l v
a po podzielenin tego rownania przez —z, otrzymamy:

L x () ()
a8 vg(l _T) “zl—=x I'{(l—x)"

[CEN
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Utworzmy teraz iloczyn:

(19) P= man'(u-%) ,
kreska przy IT przypomina, Ze w tym iloczynie » przybiera wazystkie war-
todei catkowite dodatnie i njemne, z wyjatkiem » = 0.

Tloczyn (19) jest warankowo zbiezny.

‘Wybierajac taki porzadek mnozenia, Ze na a czy nnikéw z dod&huem ,
przypadnie b czynnikow z ujemnem », dostaniemy:

bn 2
Pu =, x][(l—!— ) 11(1—7).
=1 4

y=1

Uwazglednijmy tu zwiazki (17) i (18) to bedziemy mieli:

_(andl) (1) an+1\% . _
Py=mn T(z)  T(—%) "(lm—{—l)smjm’ n=Cco
czyli: )

a\z,
(20) Puy= (T) sin 7z 1)

Wizystkie wartogei iloczynu (19) roznia sie od siebie x-tg potega lczb
wymiernyeh.

Biorae pochodna logarytmows iloczynu (19), dostaniemy szereg wa-
runkowo zbiezny:

1 , 1
=t

Wartodé, jaka ten szereg przyimuje, gdy na ¢ wyrazoéw o dodatniem » przy-
pada b wyrazéw o njemnem », dostaniemy, biorge 1ogmrytmowa pochodng
z Py (20), a wiec bedzie:

@D

a
5= log U 5 ) sin ma] i [m logfg—»{— log sin nx]
czyli:

(22

sq==log —Z-—[—ncotg .

') Pascal—Dicksteinl e, str. 81.

(100)
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6. Tloczyn Wallisa:

(23)

P__i_?_ii 2n 2n _
137373 h=o

5 2n—1"2n4-1"
jest warunkowo zbieiny, i przy tym porzadku mnozenia, w jakim jest wypi-
sany, daje —g— .

Tloczyn czymmikéw wigkszyeh niz 1, jest:

2 4 2n 1 1
Pl==... = =
1

3 2n—1 1 1 1 [] 1\’
(t-—3) (—1) (=) Z{—5)

uwzgledniajac za$ rownanie (18), dostaniemy:

1
P,;'———-—I’(%)‘—) (n4+-1)%, n=oo.

Tloczyn czynnikéw mniejszych niz 1 jest:

P 2 4 2n__ 1 . 1
"T8E et 1 Iy, 1A 1
[+ 3) (o) () 224 g)
ze wzgledu za$ na (17), bedziemy mieli:
1
Pn" :
2 (n—{—l)——

W iloczynie warankowo zbieznym (28) niech na a czynnikéw wiekszych
niz 1 przypada b czynnikow mniejszych niz 1, to wartosé tego iloczynu be-
dzie nastepujaca:

r(3) :
1 ) e
P,b=P,,,'.P,m"=r(-;1,)(an+1)2 2 (Z::ii) . n=oca,
"(bn—l—l)*
czyli:
x]/ @
(24) Pub‘:”z“l T’

1o
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&

a dla ¢=">, mamy:

7. Tloczyny rozbiezne o tej wlasnosci, ze iloczyn n czynnikow wyraza
sie formg skonczong, mozemy utworzyé w nastepujaey sposéb:
Polézmy:

(25) Ln=ay0,05 ... 0n=[(m).

Funkeye f () wybieramy tak, zeby spelniala warunki:

lim f(n)==co Iub 0

o f{n)
,}inolof(n——l)_ ’

f0)==0, f(O)*OO;.

(26)

zreszty moze byé dowolng.
Witedy dostaniemy:
aG=F(0 i a=/A—F(G-1), +1=01,2...

iiloezyn I bedzie rozbiezny, podezas gdy iloczyn n czynnikéw wyrazi sie
forma (25).

Tak np. gdy funkcya f(n) jest funkeys wymierng, a wige:

a7 _ g tgmit .ty
(@7 [ () honqﬁ—/ll’llq*l—"‘uA—l—/’l: ?

przyczem :
peEq, gp=R0, J==0,
to war}lnki (.26) spelnig sig, 1 wyznaczywszy czynniki o, i @y, 1=1,2,3...
dostaniemy iloczyn rozbiezny I, o wymaganej wlasnosci.
}_?o.mnt')Zmy Jjeszcze czynniki iloczynu rozbieznego I przez odpowiednie
czynniki dowolnego iloczynu zbieznego

p=aya;ay...

(102)
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tak zeby bylo:

‘ dh=aa, 1=012,. ..
to dosténiemy nowy iloezyn rozbiezny:

P=Ad, 4, 4, ...
w ktorym iloczyn n czynnikow wyrazi sig forrﬂg. skonezong:
Pu=p.f(n),
a dla n==oco:
(28) P,=pf(n), n=oco.
Przyjmijmy, ze mamy dwa iloczyny rozbieine:

P=A4,] A4 ..

Pr==A" A" 4" ...
w ktorych iloczyn n czynuikéw wyraza si(;'forma‘, (28), a wige mamy:
Pl=p'f' (), n=oo;
Pl=yp"f"(n), n=o00.
Tloczyn P’ niech bedzie rozbiezny do nieskonczonoéei, a iloczyn P" niech
bedzie rozbiezny do zéra, wskutek tego stopnie licznikow i mianownikow
funkeyj wymiernych f7(n) i 7" (n) spelniajg nier 6wnosei:
r>q, 19"
Niech te stopnie speiniaja jeszcze réwnanie:
pr__qlzqu ,_pn_.___._r s
to iloczyn warunkowo zhiezny:
(29) P=A/ 4 4 Al A 4" ..

posiada wlasnodé, ze wszystkie jego wartosc wyrazaja sig jedng forms.

(103)
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Albowiem, gdy wybierzemy taki porzgdek mnoZenia, ze na o czynnikdw
A’ przypaduie b czynnikéw 4", to dostaniemy:
Pu=pp"f (an) . f" (), n=co0

lecz:

’ 13
. g . g .
lim f* (an) = #,— =~ =Ty
0

" ==00
n= 00 ho,

P 9" s G
lim £ (bn) = o bt """ a= L0 T gy — oo
A== 00 0

0
"
h,

l_i_m £ (an) . f¥ (bn) = 9o 4" (_“_)r,

By R\

a skutkiem tego dostaniemy:

(30) Py =p'p

v 90 9o (_ff.)r
hy'hy" \ b

‘Wartoscl iloczynu warunkowo zbieznego (29) réznis sie od siebie czynni-
kami, ktdre sg »-temi potegami liczb wymiernych.

(10%)

A. PRZEBORSKI,

NIERTORE ZASTOSOWANIA TEORYI KONGRUENCYJ LINIOWYCH

(Dokoticzenie). %)

ROZDZIAYL IV.

Twierdzenia Bianchi’ego.

§ 1. W rozdziale poprzedzajacym okazalismy, ze jezeli przez punkty
jakiejkolwiek powierzchni S, nakiadalnej na jedne z zasadniczyeh powierz-
chni obrotowych, przeprowadzimy w odpowiedni sposéb proste, to otrzymamy
kongruencye normalnych do pewnej powierzchni minimalnej albo do pewnej
powierzchni ze stala krzywizna gaussowska.

Promienie tej kongruencyi, niezmiennie zwigzane z powierzchnig S
i pozostajace przy wszelkich mozliwych odksztatceniach powierzehni S nor-
malnemi do odpowiednich powierzchni minimalnych albo do powierzehni
o stalej krzywiznie gaussowskiej, lezg na plaszezyznach krzywizny okreslo-
nego ukladun krzywych geodezyjnych G powierzchni §, przedstawiajgeych
wygiecia potudnikéw. Lecz z ogélne] teoryi powierzchni ogniskowych wie-
my, ze te ostatnie plaszezyzny sg styczne do powierzchni S, dopelnia-
jacej dla powierzchni 8, t.j. do powierzehni, ktéra wraz z powierzchnia
S stanowi dwie powierzchnie ogniskowe kongruencyi stycznych do krzywych
geodezyjnych G.

'y Patrz Prace mat.-fizyez. 13. 159—235 (1—78).
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