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ALF GULDBERG,
UEBER LINEARE HOMOGENE DIFFERENZENGLEICHUNGEN
DERSELBEN ART.Y

(0 ROWNANIACH ROZNICOWYCH LINIOWYCH JEDNORODNYCH
TEGO SAMEGO GATUNKU).

Hat man zwei lineare homogene Differenzengleichungen :

@) Py =uin + 58 Yotna+ ... F 00 g =0,
&) Qee=zopn+ D 2otnat ... F g =0, (m=n)

mit rationalen Coefficienten, so sage ich, die Gleichung (2) gehort
mit (1) zuderselben Art oder ist mit (1) von derselben
A rt, wenn man durch die Beziehung:

®) =00 o+ 0l Yops .+ 00 Y = Ay,

wo die a, rationale Funktionen sind, von den Integralen der Differenzen-
gleichung (1) zu denen der Differenzengleichung (2) iibergehen kann.

Ist % >>m, so wird man njcht durch eine zu (3) analoge Relation von
dem allgemeinen Integral von (2) zu dem der Gleichung (1) iibergehen

'} TFir die entsprechenden Untersuchungen bei den linearen homogenenen Differen-
tialgleichungen vgl. vorziiglich die wichtige Abhandlung von Lo ewy: ,Ueber reduzible
lineare homogene Differentialgleichnngen®. Mathematische Annalen B. 56, p- 550 8q. Die
hier mitgeteilten Sitze sind in analoger Weise wie bei Herrn Lo e wy bewiesen und ich
verwende dabei, um eine leichte Vergleichung zu erméglichen, analoge Bezeichnungen.

(35)


GUEST


) ALF GULDBERG.

kounnen; ist #>>m und die Gleichung (2) mit (1) von derselben Art, so ist
nicht auch (1) mit (2) von derselben Art. Die eingefiihrte Beziehung ist
also nicht stets wechselseitig. Ist die Gleichung (2) mit (1) von derselben
Art und auch (1) mit (2) von derselben Art, so sagt man: die zwei linearen
homogenen Differenzengleichungen sind gegenseitig von derselben Art oder
auch kurz, sie sind von derselben Art.

Aus unserer Definition folgt unmittelbar :

Tst die Gleichung (2) mit (1) von derselben Art und die Gleichung (1)
mit einer anderen linearen homogenen Differenzengleichung n-ter oder
hoherer Ordnung, die auch rationale Coefficienten hat, von derselben Art,
so ist auch die Gleichung (2) mit dieser von derselben Art.

Es mogen @, y@ ..., y® ein Fundamentalsystem von Integralen von
Py, =0 sein; bezeichnen uy, fy , ..., u» irgend n Constanten, so ist, wenn
die Differenzengleichung Qy,==0 mit der Differenzengleichung Py, =0
zu derselben Art gehdrt und der Uebergang von den Integralen von (1) zu
denen von (2) durch die Relation (3) vermittelt wird,

A2 pey®),
1
”
stets ein Integral von Qy.=0 und ferner sind in der Form A4 (X wr y®) alle
1

Integrale von Qy,~0 enthalten; denn & u; y® ist das allgemeine Integral
1
der Gleichung Py,=0. Da

A py?) = 3 dy

ist, so folgt, dass unter den folgenden » Functionen:
Ay, Ay ..., Ay

die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen der Gleichung
@y, =10 enthalten sein miissen.

Ist Qy.==0 eine lineare homogene Differenzengleichung von der
Ordnung m =n-—w», s0 kann die Gleichung Qy.,=0 nur m linear unab-
hingige Integrale besitzen. Mithin muss ein System von n.» Constanten

n ( ’;z}: :: :) existieren, dass die» von einander unabhingigen Relationen:
I=n =n I=n
S Ay0=0, S Ayd=0,..,3 1 Ay® =
=1 =1 I=1 #
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zwischen den Functionen Ay®) Ay® . .. 4y® bestehen. Das sorben her-
geleitete Gileichungssystem sagt aus, dass die » Functionen

i==n

I=n {=n
Shyd, Sk, 3

s = Aot y_{;l

=

v unabhingige Integrale der linearen homogenen Differenzengleichung
Ay, =0 sind. Die zwei linearen homogenen Differenzengleichungen
Py, =0 und 4y, ==0 haben daher » linear unabhingige Integrale ge-
meinsam.

.,» 1 Constanten bedeu-

F
RN

I=n
Angenommen 12 A1 Y0 wobel dyrqsy=1
=1

ten, sei ein y-}-1-tes gemeinsames partikulires Integral der zwei Gleichun-
gen Py, = 0 und Ay, =0, und dieses Integral sei keine lineare homogene

" Combination mit konstanten Coefficienten von den schon gefundenen ge-

meinsamen Integralen, so folgt aus

=n

A(Z)

I=1

yd) =0

eine »4-1-te von den schon vorhandenen » Relationen unabhéingige Relation

I=n

= s Ay =0
=1

zwischen den Funktionen Ay, Ay? . .., Ay, Da die Gleichung Qy, =0
von der Ordnung n-—v» ist, so konnen zwischen den = Functionen
Ay®, dy® , .., Ay™, die unter sich die Elemente eines Fundamental-
systems von Integralen von Qy,=0 enthalten, nur » unabhingige Rela-
tionen bestehen, daher ist unsere Annahme falsch. Mithin haben die zwei
linearen homogenen Differenzengleichungen Py,==0 und Ay, =0 genau
» linear unabhingige Integrale gemeinsam. Hieraus aber folgt die Existenz
einer linearen homogenen Differenzengleichung Ry, = 0 von der Ordnung
» mit rationalen Coefficienten, welche die den zwei linearen homogenen
Differenzengleichungen Py,=0 und Ay,=0 gemeinsamen » linearen
unabhéngigen Integrale znm Fundamentalsystem besitzt!). Wir gewinnen
also den Satz:

Gehort eine lineare homogene Differenzenglei-
chung n—-ter Ordnung mit einer linearen homogenen
Differenzengleichung n-ter Ordnung zu derselben
Art soexistiert einelineare homogene Differenzen-

) Vel. Guldberg Archivfor Mathematik og. Naturvidenskab. B. 26.
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gleichung »ter Ordnung mit rationalen Coefficienten,
deren simmtliche Integrale der Differenzenglei-
chung nter Ordnung geniigen.

Beniitzen wir den Begriff der Reducibilitit einer linearen homogenen
Differenzengleichung, wie es zuerst von Herrn 8. Pincherle?) ein-
gefiihrt worden ist, indem wir eine lineare homogene Differenzengleichung
mit rationalen Coefficienten reducibek nennen, wenn sie mit einer
ebenso beschaffenen linearen homogenen Differenzengleichung niedriger
Ordoung ein Integral gemeinsam hat, und wenn njcht —irreduc ibel
nennen, o lautet unser Satz:

Gehort eine lineare homogene Differenzenglei-
chung #n—»ter Ordnung mit einer linearen homogenen

Differenzengleichung nter Ordnung zu derselben Art,

soist die letztereducibel

Analog wie in der Theorie der linearen homogenen Differentialglei-
chungen der Irreducibilititsbegriff und Artbegriff mit der Rationalitéts-
gruppe der Gleichung zusammenhiingt, so besteht in der Theorie der line-
aren homogenen Differenzengleichungen dieselbe enge Beziehung zwischen
der Rationalitatsgruppe der Gleichung und den obengenannten Begriffen.

Ist @ irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in »
Variablen und kann man diese Gruppe durch Einfithrung von neuen Va-
riablen, welehe lineare homogene Combinationen der alten Variablen mit
konstanten Coefficienten sind, so transformieren, dass sich nach der Trans-
formation bei allen Substitutionen der transformierten Gruppe » der neuen
Variablen, wobei » <% ist, nur linear unter einander substituiren, so heisst,
nach Loewy, die Gruppe G reducibel. Es gilt dann den Satz:

Eine jede reducible lineare homogene Differen-
zengleichung hat eine reducible Rationalitdtsgruppe,
und umgekehrt.

Es besteht nimlich der folgende Fundamentalsatz ?): Hat man eine
Gruppe linearer homogener Substitutionen in » Variablen mit den folgen-
den zwei Eigenschaften :

1) eine jede rationale Differenzfunktion eines Fundamentalsystems
von Integralen einer linearen homogenen Differenzengleichung #-ter Ord-
nung mit rationalen Coefficienten, welche einen rationalen Werth hat,
andert bei allen Transformationen der Gruppe ihren Werth nicht;

) S.Pincherle. Memorie d, R. Accademia di Bologna S. V., t. V.

3 Fiir den Begriff der Rationalititsgruppe einer linearen homogenen Differenzen-
gleichung vgl. Guldberg: Comptes Rendus t. 137, p. 639 und S. Ep s te e n: Bulletin of
the American Math. Society 2-nd 8., Vol. 10, p. 499,
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2) eine jede rationale Differenzfunktion, welche bei allen Transfor-
mationen der Gruppe ihren Werth nicht fndert, hat einen rationalen
‘Werth, so ist die vorgelegte Gruppe die Rationalitdtsgruppe der gegebenen
(leichung, und umgekehrt.

Ist nun die gegebene lineare homogene Differenzengleichung n-ter
Ordnung reducibel, so existirt eine lineare homogene Differenzengleichung
v-ter Ordnung (v <n) mit rationalen Coefficienten, etwa die folgende

@ Yaotr + 0D Yoppr ...+ aP y, =0

deren sdmtliche Losungen auch Losungen der gegebenen Gleichung sind.
Sei nun:

R 4

ein Fundamentalsystem von Losungen von (a), so muss bei der Rationalitéits-
gruppe G der gegebenen Gleichung der linearen Schar

(b a g Fay? 4. ey

invariant bleiben, denn existierte es eine Transformation von G, die eine
solche Losung in eine Lésung . iiberfithrte, die nicht zu (b) gehorte, so
- miisste die Gleichung (a)— die linke Seite der Gleichung hat ja einen
rationalen Werth (nimlich Null), also invariant bei dieser Transformation—
von ¥, befriedigt werden, was unmoglich ist.

Umgekehrt ist die Ratonalitdtsgruppe der gegebenen Gleichung
reducibel, also etwa von der folgenden Form:

T —en ¥+ e y@+ e

¥ =enyP tenyd .t ey,

79 =yl + e y@ .6y,

et =51 Y0+ e Y0t 61 YD T Gt YT g 18,
T =21 YV 4 o s YD - a1 2 A gea Y

TO = eut U s D o s 0 - a9 e

so sind die Coefficienten der linearen homogenen Differenzengleichung
v-ter Ordnung, wo y®,%@...y? ein Fundamentalsystem von Losungen
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bilden, invariant bei G und haben folglich einen rationalen Werth; die
gegebene Gleichung ist also reducibel.

Aus diesen Bemerkungen folgt also, dass, wenn die Rationalitits-
gruppe einer linearen homogenen Differenzengleichung Py,==0 von der
Ordnung » reducibel ist und in die Form

Gy | O

Gy | G

k]

gebracht werden kann, wobei Gy, einen Inbegriff von Matrizes mit » Zeilen
und » Colonnen, Gy, einen Inbegriff von Matrizes von n—v Zeilen und »
Colonnen, G, einen Inbegriff von Matrizes mit #—v Zeilen und n—y
Colonnen, 7 >>n—» >0, bedeutet, so giebt es stets eine lineare homogene
Differenzengleichung Ry, =0 von der Ordnung » mit rationalen Coeffi-
cienten, deren sdmmtliche Integrale der Gleichung Py, = 0 geniigen und
welehe G4, zur Rationalitétsgruppe hat.

Nach diesen kurzen Auseinandersetzungen iiber den Zusammenhang
zwischen dem Begriffe Irreducibilitit und Rationalititsgruppe einer linearen
homogenen Differenzengleichung wollen wir auch die Beziehung zwischen
den Artbegriff und die Rationalititsgruppe einer Differenzengleichung
kurz besprechen. '

‘Wir halten die obigen Bezeichnungen auf Seite 1 sq. bei und setzen:

I=n I=n I=n .
t‘;)=£llu'y§,”, =20y, ., =2ty

und ferner:

I=n {=n I=n

40 = S0y, 0 = 3 doo g0 U0 = 3 0

=1 =1 =1
Lierbei bedeuten 2 (5=7507#2 ") ein System von (n—») willkiir-
lichen Constanten, die nur der Bedingung unterworfen sind, dass die De-
terminante |4y | von Null verschieden ist, damit die » Functionen
#, 8 .., ¢ ein Fundamentalsystem von Integralen der Differenzenglei-
chung Py, = 0 bilden; die ersten » Functionen #1, ¢ ..., ¢" sind die Elemente’
eines Fundamentalsystems von Integralen der Differenzengleichung Ry,=0.

Bilden wir unter Zugrundelegung des Fundamentalsystems von Inte-

gralen ), 22, .. ¢ die Rationalititsgruppe @ der Differenzengleichung
Py, =0, so erscheint dieselbe in der Form :

Gyl 0
p 3
G?l G22
(40
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hierbei bedeutet G, die Rationalititsgruppe von Ry, = 0. Wir beweisen,
d?,ss G22 die Rationalitiitsgruppe der Differenzengleichung @y, =0 ist,
die mit Py, =0 zu derselben Art gehirt. Da
A=At = = At =
ist, so folgt, dass die #—y Functionen:
At Agrtn | g

d%e Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von @yn=0
bilden. Eine Substitution C' der Rationalititsgruppe von Py, =0 wird
wegen der besonderen Form der Gruppe G die Elemente g e des
Fundamentalsystems von Py, =0 iiberfithren in

e 1t ept®4-. .+ e i),

oy 1) - egg 8 L - e, B

e ) en 9 eyt

G118t G B Ll B g T g

et )+ ena B8 L L - eap 1 = Car 10FD - e B0
Macht man davon Gebrauch, dass:
A=Al = || = At =0
so gehen durch die Substitution C die #—» Functionen:
AN, AL+ At
iiber in:
Lyt yt1 Aﬂ;+1) —|— Cpd1 w2 &4i($y+2) -l— - + Cyd1n At;"' ,

Eyp2v41 _Af:’H) + [N PEY At;"’"z)—l— v + Cytin At’;"

v AL ey AU AR
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Bezeichnen wir die soeben hingeschriebene Substitution zwischen den
Elementen:

A0 Agedn) |, g

eines Fundamentalsystems von Integralen der linearen homogenen Diffe-
renzengleichung Qy, =0 mit Cp,, so ergiebt sich infolge der besonderen
Form der Gruppe @, dass die Gresamtheit aller Transformationen C,,,
welche allen Transformationen ¢ der Rationalitdtsgruppe G von Py, =0
entsprechen, ebenfalls eine Gruppe bilden; dies ist die Gruppe Go,.
Betrachtet man irgend eine rationale Differenzfunktion von

A0, At | Agw

welche einen rationalen Werth hat, so bleibt diese, als Function von
43, ., i anfgefasst, bei einer jeden Transformation C der Rationali-
titsgruppe G von Py, =0 ihrem Werth nach ungefindert; einer Substitu-
tion C fiir die #» Functionen 1, #%, .. # entspricht die Substitution Cy,
fiir die #—» Functionen:

ALGFD Aot At
daher bleibt eine jede rationale Differenzfunction von
A, 410D A

welche einen rationalen Werth hat, bei allen Substitutionen der Gruppe
@, ibrem Werth nach ungeindert.

‘Wir kénnen aber anch umgekehrt zeigen: Bleibt eine rationale Diffe-
renzfunction von A+, .. 410 bei allen Substitutionen der Gruppe G,
ihrem Werth nach ungeéindert, so ist sie eine rationale Function. Bleibt
némlich die Function, aufgefasst als Funktion yon ALHD AL Dei den
Substitutionen Cpy von G, ihrem Werth nach ungedndert, so bleibt sie,
als Function von 0, #. .. bei allen Substitutionen ¢ von @ ihrem
‘Werth nach ungedndert. Da aber G die Rationalititsgruppe der linearen
homogenen Differenzengleichung Py, = 0 fiir  das Fundamentalsystem
6,82, ..., & von Integralen von Py,==0 ist, so ist die betrachtete Fun-
ction eine rationale Function. Nach dem Satze Seite 4—5 ist also die
Gruppe Gy, die Rationalititsgruppe der Gleichung Qy,=0. Wir haben
also den folgenden Satz:

Gehort die lineare homogene Differenzenglei-
chung Qy.=0 von der Ordnung m=n—y» mit der linea-
ren homogen en Differenzengleichung Py,=0 von der

42
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Ordnung » zu derselben Art, so kann man die Ratio-
nalitdtsgruppe G von Py,—0 in die Form:

Gyl 0

GQI Gﬂ’?

bringen; hierbei ist Gy die Rationalitdtsgruppe &i-
ner linearen homogenen Differenzengleichung Ry,=0
von der v-ter Ordnung, deren sdmmtliche Integrale
Py,=0 geniigen; Gy ist die Rationalitétsgruppe der
Differenzengleichung Qy.=0.

Fiir »=0 hat man den Satz:

Zweilineare homogene Differenzengleichungen
derselben Ordnung, die von derselben Art sind, haben
dieselbe Rationalitdtsgruppe.

Christiania, im November 1904.
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