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die lings der betrachieten orthogonalen Trajectorien liegen, hekommdt. man,

die Formel :
@, B,y v
2 _ e
I/Z Ve @y |
A6 0 B A | .
j; da .
(fiif) o B Py | A
. L d@Er Ao aer. | o W. SIERPINSKI.
und fiir die Torsion der Schar L die Formel: ‘ O PEWNEM ZAGADNIENIU

(55) o s=sa. | | Z RACHUNKU FUNKCYd ASYMPTOTYCZNYCH.

.. Pod tytulem powyzszym ukazalta sie w ,Journal fiir reine und ange-
wandté Mathematik* (T. 1286, zeszyt 4) praca G. Woronoja, zajmujgea
sie nieznang przedtem metodsy obliczania wartodei asymptotycznej funkeyi
liczbowej

2Lz

25

%>0
gdzie Bz oznacza liczbe calkowita, czyniges zado$¢é warunkom:
r—1<ExL=

Autor dowiédt nowego twierdzenia, dotyczacego tej sumy: ,Funkcya
2 (g x4 20—1),; gdzie C jest staly Buler a, przedstawia funkeye liez-
: ngs
bowq, 2 E— 2 bledem, ktérego rzgd nie przewyzsza rzedn ﬁmkcyl
®>0
V—E: lg z* i dodaje, iz metoda, ktérg si¢ w tym celu posluguje, moze
byé stosowana do badania wartosci asymptotycznych rozmaitych sum
. : podwojnych.
. Praca niniejsza ma na celu zastosowanie metody W o ronoJ a do
obliczenia wartosei asymptotyeznej funkeyi liczbowej

N

2V

B0 | B o

(76) N
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Miejscami powtarzamy prawie doslownie cale ustepy z wymienionej roz-
prawy Woronoja, co uwazaliSmy za stosowniejsze, niz podawaé odsy-
lacze, gdyz w ten sposbb praca nasza sama W sobie przedstawia pewns
calosé, zaznajamiajges czytelniks z nowa i ptodng metods badania wartosel
asymptotyeznych sum podwéjnych na latwym przykiadzie, ktéry tez sam
przez sig przedstawia pewien interes naukowy.

WSTEP,
Niech
F@) =Y f(mn)
[&]

gdzie dowolna funkeya £ (m, ) zmiennych calkowitych m i » ma wartoscl
w zupelnosei okreslone W obszarze (S), wyznaczonym przez nier6wnosé

(9... mmt L, gdzie 2>1.

W przypadku najprostszym, gdy f(m,n)==1, funkeya F(z) moze byt
przedstawiona w postaci

2<V®
F(x)=1+42EVm—n2.

a0

Stosujae znane twierdzenie geometryczne Lejeune- Dirichletal?)
0 zaleimodei pomiedzy polem figury plaskiej a liczby punktéw siatkowych
wewnatrz niej zawartych, z latwoSciay znajdziemy na F'(x) wyrazenie
asymptotyczne

L,
i nadto jesli zatozymy:
F (@) =na+7(2),
33 Dirichlet. Recherches ete. § 1. Patrz tes: Vorles. iiber Zahlenth, von Dirichl.

herausg. von Dedekind, Braunschweig 1871. Supplem. III.

(78)
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40 reszta. r (z) czyni zado§é nierdwnosel

]!r(:zc)i{.AV_a_s,

przy wszelkiem x> 1, gdzie 4 oznacza pewng stalg. ,

Dowodzenie tego twierdzenia polega na tej prostej uwadze, iz zbior
punktéw o spolrzednych calkowitych (prostokatnych) m i #, czyniaeych
zados$é nieréwnosci

mt o L,

przedstawia punkty o spélrzednyeh calkowitych, lezgce wewnatrz kola oraz
na okregn kota, zakreslonego promieniem V= okolo poczatkn spélrzednych.

W pracy niniejszéj dowodzimy nastepujzcego nowego twierdzenia
‘0 funkeyi F(z): ,Funkeya =z przedstawia funkcye liczbowsa
F(x) z bledem, ktorego rzad nie przewyzsza rzedu

3_
funkeyi Vae.

CZESC PIERWSZA,

PRZEKSZTALCENIE ZASADNICZE SUMY X f (m, ), (S...m* 4+ n* L ).
&

{. Oznaczmy przez (S) zbiér punktéw o spélrzednych calkowitych
m, », czynigcych zadosé nieréwnosei

8)... m4n L. Vi ¥ A
Okolo kola, wyznaczonego przez rd-
wnanie
m* - nt=ux, M M
0

opiszmy kwadrat 4 BCD, ktérego boki
sg ré6wnolegle do osi sp6irzednych.
Oznaczmy przez (S,) zbiér pun-
ktéw o sp6lrzednych calkowitych, kté- ¢ I )
re znajdujg sie na kwadracie ABCD
i wewnatrz niego; przez (Si). (Sm),
(Sm1), (81v) oznaczmy odpowiednio zbiory punktéw o spélrzednych calko-
witych, ktére lezs wewnatrz trojkatéw krzywolinjowych MAN, NBM',

AT
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M'CN’ i N'DM oraz na ich bokach, wylaczajae punkty, lezace na kole
MNM'N'M. N » .
Te pigé obszardéw beds okreslone przez nier6wnosei:
Sy ... —VeagmLVz, —VaLnVa" ‘
S0 e 0<mL Ve, 0znl Vo, mi4n >z,
S ... —Vagm<0 | db<<nLVa, m4g-n2>2,
Sm)... —Vig m<0 , —Vagn<<0 , mtfnt>a,
(Srr) ... 0<m< —VrzLn<<0 , M+

Wyplywa stad, iz jesli £ (m, n) posiada okreslone znaczenie w obszarze (S.), to
Z f(m,n) 22 f (m,n) — 2 f(m,n)— 2 f(m,n) — E f(m,*n;) —'—»Z f(m, ?z)
® 89 < sp 17 S rp) ©
Iub tez
S )= D Fn,m)— [, m)+f (-, ) (=, — )£ G, — )]
s (s.) 8p
Dosé bedzie przeto (przy dowolnej funkeyi £) oblicayé tylko sumy :
. 2 f(me,m) , 2 f{m,m) .
[ s
Kladé‘.c fm,n)y=1, otfzymamy:
* 21_ 1~—421=(2El/w+1)2—421

® [N . S8

PRZEKSZTALCENIE SUMY X f(m, n).

Sp
2. Na kole, wyznaczonem przez réwnanie

m? =g

wezmy % punktéw Py, Py, ...

Pi o spblrzednyeh wi, v ¢=1,2,..k, CZynig-
cych zado§¢ warunkom: . "

B> g > e >0

oraz 0T m < i T oyt

. 0

icm
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5

Poprowadzmy styezne de kola w obranyeh punkiach oraz w punktach
Py i Py, lezgeyeh na osiach spolrzednych. .

Oznaczmy punkty przecigeia sie
sgsiednich stycznych przez @y, @y, @r. &

‘Wtenspos6butworzymy %+1 tr6jkatéw
krzywoliniowych P: Q; P, =+1 (=01, b
oraz wielokat A4Q, ¢ ...

Oznaczmy przez ( S,-) zbiér punk-
tow tréjkata krzywoliniowego
I'eQ: Pig1 5=o,1...1, nalezgcych do
obszaru (S7) (a wiee z wylgczeniem
punktéw lukn P; Piy); przez (X)
oznaczmy zbidr punktéw wielokgta
4Q, @, ... @: z wylaczeniem punktéw
linii Yamanej Q, Q, ... Qx. 0

Obszar (S;) podzielilismy w ten
sposib na k-2 oddzielne obszary (S,), {S,),..
stad oezywista tozsamosé:

o

. {8:) oraz (X); wyplywa

Z fm, n)y= 2 Z f(m, #) 4 Z f(m,n) .

(S i=0 (S;) (s}

Obszary (S,), (8,)....(8:) wyznaczymy przez nieréwnosei:

) g/,t,+1,u;+w+w:<9np.- Fuv Lz

G=0,1,..8

l M ity Fvivip < Fuvin <z, wid-n>a,

ZWracajge uwage na réwnania stycznych i rownanie kola.
Co sie zas tyczy obszarn (), to wyznaczymy go, podzieliwszy wie-
lokgt 40, @... @ na k tréjkatow, utworzonych przez k-2 styezne do kola.
Zbudowanie tych tréjkatéw oraz ich okreslenie analityczne zalezne
Jjest od obioru punktéw Py, P,,... P na kole.

ALGORYTM DLA OBIORU PUNKTOW P, P,,.. P, NA KOLE.

3. Twierdzenie pomocnicze Niech ¢ bedzie liczbg do-

wolng, czynigeq zado$é warunkowi

i>9.
Prace matfizycz., t. XVII 6
(81)
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Pr’zypﬂéémy, iz wszystkie uktady dwoch liczb calkowitych dodatnich « i }’v._

czynigeyeh zadosé nieréwnosci
R A 1

i nie majaeych wspélnego dzielnika, tworzg szereg ulamkow:
a a
- > 2 > > {,k

Kladac:
ay=1, by=0 oraz @ =0, bpa1=1,

bedziemy mieli:

Agbisy — Gipr bi=1
dla i=0,1,2,

Weimy cztery liezby > 0:

, B oraz o', B,
zwigzane réwnaniem

o — " =1
wyplywa stad:

Kladaec:
a=d'-a" oraz f=p"+p",

ntworzymy szereg utamkow, przyczem:

ﬁl > ﬁ ﬁ”
tudziez
df—af’'=1, ap"—d f=1.
W ten sam sposéb mozemy miedzy wamkami

al A i a . "
—1 Iub tez — 1 =5
i

<
B

wstawi¢ nowe utamki i t. d.

(82)
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=~

Przy, puacmy, zeSmy wstawili w ten sposéb s ulamkéw miedzy nlam-
, a’
kami — Ya ﬁ” ; otrzymamy szereg ntamkow :

l

) i N ~ .
> >ﬁ)ﬁ"

BT

Oznaczajac
a‘:aﬂ bl ﬁ,=ﬁﬂ 0raz ll”=ll,.-+1 1 .B"=I8“!‘I 1
bedziemy mieli:
(@-) a,ﬂ1+1 — @1 ﬁ, =1. H=u1,..5
W razie, jezeli
rz 9 / "9 n2 Y
1B +B" Lt oraz (d'+a"2(F R
mozemy utworzyc szereg (*) w ten sposéh, izby zachowane byty nierdwnosei :
ai?+ﬁiﬁ<t E=01,..84n
(@it a2+ (B o) > £ =01, .0

Przypuszezajge to, przyjmijmy:

Oraz

a=1, p'=0 oraz o"=0, "=1,
Szereg Fareya nlamkow (*) jest w tym razie szeregiem

T Bt

FRE
{ ) bu - b, s I)t bk-H

ADy to pokazaé, rozpatrzmy jakikolwiek utamek % , nalezacy do szeregu

{*) (i=1,2,...5). Z zalozenia a,*-- §;* < ¢ 1 na podstawie réwnania (%)
liczby calkowite a; i §; nie posiadajg wspélnego dzielnika. Wyplywa stad,

. a . »
iz utamek —- nalezy do szeregu (¥*%).
i

o e a )
Przypusémy teraz, iz istnieje ntamek —— wsréd szeregu ulamkow (¥%),

b
nie naleza‘,cy do szeregu (¥). W tym ostatnim znajdziemy dwa ulamki
§ sledme —=1i %’f— , czyniagce zado§¢ warunkom:
:l'

Uy a4 Gppr .

—
B b Poa
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wyplywa stad:
a,b—p,a>0 oraz afi1—ba,y >0

lub tez, co wyehodzi na to samo !

ab—fga>1 oraz @foi1 —bayi > 1.
Dodajac te nieréwnosei, pomnozywszy je odpowiednio przez a1 i ey,
dostaniemy :
@ (Qp Bop1— ot f) 2> @+ Qo1
. a \ﬁg@ wskutek (*¥) bedzie:

a> ay -t apys .
‘W tenze sam sposéb znajdziemy:

b2 B+ Bt
skad

@+ 82> (2, + @) + (B + for)?,
ezyli
a2 > 1,

co przeczy zalozeniu.

A wiec dowiedliSmy tozsamosei szeregéw (**") i(®. Réwnama. (**)

mogg byé w tym przypadku napisane tak:
[/ {)i.H —_ a.»,H b; := 1. (f =0,1,..5

Wniosek Wstawiajac wedhur wskazanego wyzej sposobu ledZV‘

liczbami 1, i 9 wszystkie ulamkl

51T czynigee zadosé warnnkowi

ﬁ'l
o+ f <,

ot}zymamy wszystkie uktady liczb dodatnich calkowitych a i D, nie posia-
dajacych wspilnego dzielnika i ezynigcych zadodé nierdwnogei ;

a0t

(84)
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4. Rozpatrzmy blizej przypadek &= 25.
Utwérzmy sumy kwadratéw liczb calkowitych, dodatnich, wzglednie
pierwszych, nie przewyzszajgce 25
12417, 12122, 1948, 12442, 22417, 92432 32193,
W ten spos6b utworzymy szereg ulamkoéw:

1 11 1

2
T2y 13T

3422 3pd, g1y 4E 3

432 3 418 2 1 11
1>1*1°2°"3'"1"4°"3°>2"3°" ¢~
Utworzymy tenie szereg W inny sposéb. - Wstawimy miedzy ulamkami
DY
% i % utamek —; miedzy utamkami % i % wstawimy wlamek -11 , & mie-
dzy nlamkami —}— i % utamek %; utworzymy w ten sposéb szereg Fareya:
. 12110
01712 1"

‘Wstawiajac odpowiednie wlamki miedzy sgsiedniemi ufamkami tego szeregu,
utworzymy szereg Fareya:

3 2 3.2 1 11
1 3

oraz -5, 5

gdyz Wstawmne ul’a.mkl nie czynilyby zadosé warunkowl

a? b2 L 25
Wstawiwszy ulamki pomiedzy pozostalemi ulamkami, otrzymamy osta-
tecznie szukany szereg Fareya:
1 4 38 2 3 4
B T T

1 0

P T

1of
-
w]»—-x
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5. Algorytm. Obierzmy punkty P, Po,... Fp Da kole; okre-
Slonem przez rownanie

2 ——
m =2,
OZNACZAJAC DPrZez
a; ¥ E bg V}

= ————— 0TaZ ¥;= -
V2452

Vait

i

spolrzedne w1 » punktu P; (i=1,2,...k).
Poniewaz puukty kola Py i Pyt lezg na osiach spélrzednych, mamy:

t=Va, =0 oraz pp=0, nu="Va.

Wyplywa stad, ze spélrzedne tych punktéw réwniez mogg byé wyznaczone .

przy pomocy ogéluych wzordw na m; i v, gdyz -wyzej oznaczyliSmy

ay=1, by=0 oraz o43.=0, by =1.

PRZEKSZTALCENIE SUMY X f(m, n). -
(o)

6. Na podstawie wprowadzonego algorytmu kazdy uwlamek szeregn
Fareya

‘ Lo e 4 0
() T SR R vat)

wyznacza jeden punkt P; (i==0,1,...%k-+1) na kole, a wiec i jedne
styezng do kola, poprowadzong w punkcie P;. )

Przypomnijmy, Zesmy utworzyli szereg Fareya (1) przy pomocy
nastepujaeych po sobie wstawian. Przypusémy, zeSmy wstawiali utamki
w nastepujaeym porzadku :

’ "
. PR 4 P 4 P . [¢4
1) miedzy wtamkami —*- i -4 wstawiliSmy wlamek —'-
/31 ﬂl ﬂl
2 ay’ ; ay’ ay
= » ” 7
By By ? T B

Koo, R o
’ Bi” T B ? ? B
36
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Szereg utamkow
G % ko
I

rozni sie od szeregu wamkow

tylko porzadkiem wyrazdiw.

! r
S ) a . oa" . L . .
Kazda para uwlamkéw —5 i —5, jak rowniez wstawiony ulamek
B I 3
:
.

—;‘7 @=1,2,..m, halezy do szeregu Fareya (1); trzy te ufamki okreslaja

przeto trzy styczne do kola.
Oznaczmy trojkat, utworzony przez te trzy styczne, symbolem

a;’ a;"
[_ﬂ.—'— s _._.ﬂi" J ) (=12, k)
Zbioér k trojkatow
PRI X LN U A R Y A A
tworzy wielokat 4Q, @ ... @x. By tego dowiesé, dosé rozpatrzy¢ wielo-

katy, odpowiadajgce rozmaitym wartosciom £.
Gdy ¢ zmienia sie w granicach

2Lt<H,
odpowiedni szereg F aT ey a bedzie:

110

01’1

i wielokat 4Q,¢Q, jest w tym razie tréjkgtem, oznaczonym przez symbol
[L1,2
0’ 11

Zmieniajac ¢ w granicach

5 1< 10,
otrzymamy szereg Fareya
12110
! 0TI 1T201

(87)
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i wielokat 46, Q; . @ skiada sie W tym razie z trzech trojkatow ) .
WZOR ZASADNICZY NA PRZEKSZTALCENIE SUMY X f(m, »).

2 A T
[O 1 Lo 17 1 o 8. PrzedstawiliSmy wyzej sume X f(m, n) w postaci:
. BT . ¢p
@dy ¢ zmienia sie w granicach RECEARS . =k
o Z f (m, w) == 2 Z f(m, n) -+ 2 fim, n).
10 L #<C13, sp =0 (§) @
powinnismy do tyeh trojkatow dolaczyé jeszcze dwa: : ‘ ‘ - N ﬁ,n moey Téwnosel (2) dtrzymamy wazbr:
12 ] [ 10 ] ’ : - -
=, =] oraz |5, = _ — .
.07 1 2 . Ef(m, n) = 22]’()/1, n) +2 Zf(m,n).
Sy =0 ($;) i=1 (o)

dla utworzenia nowego wielokatu A¢, @, ... @ 1 t. d.

7. Oznaczyli$my wyzej przez (X) zbiér punktoéw wielokgta A4Q, Q1 Q Obszar (8 g=v,1,.-.1 okresliliSmy przez nierdéwnosei:
% wylaczeniem punkt6éw linii tamane] @ @, ... @« ( pa,trz art. 2-gi).
g1 vy < mu Y <z

Oznaczmy przez (X) zblér punktow. tlb,)k@ta[ /3 -y B ,,] z: \‘V—y}é- s o e vess << pregs v L&, 2Ll G=0l,. B

czeniem punktéw stycznej, odpowiadajgce) ulamkqm T . Jezeli przypomnimy, Zesmy zalozyli:

Podzielimy w ten sposéb obszar (X) na % oddzielnych obszardw

( i i i ; IAK bV =

Z,(Zs), ... (2w, a wiec bedziemy mieli tozsamosé: = e = e, (=01, FEY
(21) ( 2) (=), GG e .} ‘ ‘ H Vv FREE 1 .‘V Vv @

=k
(2) 2 f(m,n) = z N (m, n) . to przedstawimy nierdwnosel poprzedzajgce w postaci:
{s) =1 o) R
t ) ; ‘/ o<V 21 p.?

. . (@i tipr - bebega) I/ <ma; +nb LV (@1 b,
Biorge pod uwage réwnania stycznych do kola, tworzgeyeh tréjkat b a +1’+b it

a' . 0 ‘ o B
— ; 7 S i i ) (S . e SRR W Y
[ i k wyznaczymy obszar (Z;) przy pomocy nastepujacych nie- (w (5) (s - bibe 1) I/ — _";____b‘?w. < Ml 1 Degs K V(a2 +besa®)
réwnosei : ? : :

‘ ‘ 112> TP
\ mtni>x . (=0L2.... %

(2)... Mza,’—{—-nﬁ’/Vx(m TR, ma 4 < VT (TS BT ' o
B <V a(a +/3( ) 9. Sumy X f(m,n) oraz 3 f(m,n) mogy byé przedstawione W iune]
;) (oi) ‘ )

oraz .
postaci przy pomocy przeksztalcenia zmiennych m 1 %.

mai-+npi > Vo(a?+p2). G=1,2,...% Polbzmy :
Ie) maynby=m' oraz Moy S by =n.
Na mocy warunku

a,~b¢+1 — 41 bi=1

(38) 89)
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réwnania poprzedzajace daja nam:

== by — 10" b,
(3) , .
= — W g 0.
Réwnania (2) i (3) tworzg odpowiednio$é jednoznaczng pomiedzy ukladami
{m, n) zmiennych calkowitych m i n, oraz ukladami (w',#’) zmiennych
catkowitych m' i #. ’ )
Oznaczmy przez (S:
znacznie obszarowi (5.
Nieréwnogei (1), okreslajace obszar (S, przejda na mocy )i ®
na nieréwnodei: -

!y zbidr ukladow . (w', n), odpowiadajgcy jedno-

< <V (a2 kT
(a tip1 + b; [),H)V = ~H)r+| <’ Vo2 (w40

M (8. § Tt el
i (a:ttig1 =+ Dibiys) ~a +b o < V(Ui higa?)

(' bigr — 0+ (—m g 0" @) >
okreslajace odpowiedni obszar (S;').
Na mocy (3) suma X f(m, ») moze byé przedstawiona w postaci:
L)

. .
Z f(m,n) = 2 fn b — 0 by — i @ 9" @)

(==0,1, kY
(83 (5%
‘W tenze sam sposéb, kladac:
ma Fnp=m' oraz ma,"Fng" =n' ‘

na zasadzie nieréwnosci dla (X)), okreslimy przez nierdwnosei:
- (.. wVe(a" 42, v <Ve(a"8"7),
a ‘ w40 >V (a4 52)
obszar (X,'), odpowiadajacy jednoznacznie obtzarom (2,), \me f (m,ny

przedstawi sie W postaci:

Zf(m n)__S‘ f(m'p" —an /3, , — a,"—{—n @'y =12,

{e;) (a i)

Yaczge razem otrzymane rezultaty, dOstaJemy nastgpm@ce twierdzenie
zasadnicze : :

190)

icm
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Twierdzenie. Suma 3 f{m,n) moze bhyé przedstawiona w postaci:
Sp

2 f(m,n)= Z 2 F O bigr—n'b;, — 0’ @y -+ @)

P =0 (&)
*

o=k

’JI‘Z Z fow g —a' g, —m'a" +4'a)

i=1 13%;)

gdzie obszary (Si) ¢=ou1,...n 0TaZ (i) y=1,2,...n okreSlone sy przez

nieréwnosei (I) i (I1).

ZASTOSOWANIE METODY DIRICHLETA DO PRZEKSZTALCENIA SUMY
m;‘) fm bipqg — ' b, — i i+ i ay) .
10. Rozwa‘zm‘y elipse, okreslong przez rownanie
(1 bogr — Wb + (— W s '@ =2
- w spérzednych prostokatuyeh OM' i ON’.

Z punktu 4 o spoélrzgdnych ¥ .

Va (a2 4b:%) 1 Valam +bin?)
poprowadzmy dwie styczne ABi AC
do elipsy. Styczne te bedg roéwno-
legte do osi spotrzednych. Punkty
trojkata krzywoliniowego ABC,
majace spélrzedne calkowite, two-
rza obszar (S./), jesli wylaezymy
punkty uku BPC elipsy.

Wezmy na elipsie punkt do- .
wolny P, ktérego spéirzedne p' i v ’ w
czynia zadosé warnnkom: 0

X x
V@ b8 > (@4 hbi) l/ ai b
T x
] € U(;T12+h1+1 > v > (u,u4+1 4 bibiga) SNy P

(91
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Punkt P bedzie sie w tym razie znajdowal na elipsie migdzy punktami
BiC.

Poprowadzmy z punktu P dwie réwnolegle PE i PQ do osi spol-
rzednyeh; uiworzymy w ten sposéb prostokat A()PP oraz dwa czwmoluxt\'
krzy woliniowe AQPC i ARPE. B

Oznaczmy przez (S';.) zbiér punktéw prostokgtu AQPR nalezacy ch
do obszaru (S/;), z wylgcezeniem punktow, lezacych fia bokach P@ i PR;
przez (8'14) 1 (8'2¢) oznaczmy odpowiednio zbiory -punktow czworok:;t(nv
krzywoliniowych, nalezaeych do obszarn (87): przez (S8’ — czworokata
A QPC, wylgezajge punkty na bokach PQ i PC; przez (S'z.) — czworokata
ARPB, wylaczajac punkty na bokach PR i PB Trzy te obszary beda
okreslone przez nieréwnosei :

(1) (8. ,;(<m,'<,Vx(qfq—_(»,ﬂ), ¥ < LV @ (D),

Ve (;li+1‘;2;:—;—1—2)

JP'/’“I <V x(u, +b (a,um +bibiy1) l/
(2}(;5"”')[ (R
(' bH.l — ') (— ' @iy + 0 @) >
[ (@2~ bibeya) I/ ———y < <V x‘(u,-’ﬂ}—b,f-‘) < KV @ (g1 P 4bis?)
@1(8%) G +b it v
[ (' byy; — n '8 (— 0 g + n'a;)? >a,
przy i=0,1,2,... k.
11. Obszary (S'54) 1 (8'::) moga byé okreslone przez - prostsze
nieréwnosci. - <
Mnozge obie czesel nierdwnosel :
(' bigy — ' ) - (— W @31 9 a) >z
przez a”~+Db,?, przedstawimy otrzymana w ten sposéb nieréwnosé w postaci:
@) [@bHn —m (acaiq -+ bib;+1‘)]5”> (a4 0?) —m'2,
W ostatniej nieréwnosei liczba o ‘
(@ 4+ b;2) 0" — ' (@i aipy = Dibiga)
jest dodatnia. ‘W samej rzeczy, na mocy (2) mamy nierdéwnosei:
(@2 4 0e%) 2 > (@eea - bibig) Va(ar 1077)
— @iy A bbig) W > — (@50 + Bibipa) V(@G5

Mon
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Podajae temierdwanosei, znajdujemy:;

(@:% 0% 0 — (@etigs +bybig) ' >0 .
Wyptywa stad, ze nieréwno$é (4) moze byé zastapiona przez prostsia
meréwnosc

(atn'{”b 2)” "“(aia':+1+bibi+1) m' >Vx(a i),-ﬂ—mrg R

Inb tez, co na jedno wychodzi:

" (a,a,+1 -+ bib, ‘+|)nz —-}—Vx(m
W= [P N IR
Zwazywszy, iz funkeya

(13004 + Bibign) W + VT (@ 07 —m'
a; N + b,*ﬂ

ciagle sie zmniejsza w granicach

(a' @it + bibit) V”’! 12+bi-[—l <m' (a, "i“b )

i posiada minimum

T
(@ 8i41 +bidipa) I/ @R

wnioskujemy, iz nieréwnosci (2), okreSlajgee obszar (8'1.), mogay byé
zastapione przez nierdwnosei:

w<m Vz:(azt{—b 2)

(59 l (@00ua - Dibign) V(a0 — w2 < LV (@i Fhipa )

a;? 4 b:°

W tenze sam sposob okreslimy obszar (S ) przy pomocy nierdwnosei:

(@i Bigr < bibign) '+ meﬁ < ' L Vel -_H; o b
. I Cti-;-l2 + br‘+12'
(Ag g() l

o< < V x(ai+1?+bi+1’) .

(93)
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Na moey okrelenia obszaréw (8'y.), (81:) i (8'::) mieé bedziemy wzor :

2 £ bign — 0'by, — 1t @py 110’ ) .—_—Z FOn by —n' b, —m a1 4-0' @)

(%) 579

*

+ by F bops — 0 by, — 0 @igr +0'a) — Z FOR sy —n' by, — 0 s - ).

@) ~ - Bod

12, Spotrzedve &' i o punktu P na elipsie zwiazane s3 przez
réwnanie tejze:

(@ begs — ' 0 (— s 44" 0)? = 2.

Dalej rozpatrywaé bedziemy tylko te wartoSei u' 1o/, dla ktérych suma
# 4+ jest minimum. W tym celu powinnismy zalozyé:

H =t bid) V pr el =Gt b3 ) g

gdzie ¢;=a; -+ aip1, %=+ bipa.

CZESC DRUGA.

OBLICZENIE WARTOSCI PRZYBLIZONEJ FUNKCYI LICZBOWEJ, PRZEDSTA-

. VT,
WIONEJ PRZEZ SUME 144 3 EVa—n® .
%20

13. Celem naszych badan jest obliczenie dla wielkich wartosei o,
funkeyi liczbowej F (), przedstawionej przez sume

Flx) = 2 f (m, )
)
w najprostszym przypadku, gdy
fmn)=1.

Uskuteczniajge sumowanie wzgledem zmiennej catkowitej m w obszarze (§),
okreslonym przez nieréwnosé:

m?+ntlw, gdzie >0

(94)
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lub co na jedno wychodzi, przez nierdwnosei :
—Ve—wLmVe—nt, La, glzie 2>>0,

przedstawimy funkeye F(xz) w postaci:

1LV T
F(z)=2 z EVe—w+42EVa+1=144 % EVa—n'.
w3 — 1;’ w0

Wzory (*) artykutow 182 i 95 prowadzg do nowego wyrazenia funkeyi F (.

i=k f=k
F(m):Z 1=(2Ei’;:—{—1)’—42 21—42 }‘_ 1
) i==g (§7) f=toags

glzie suma X 1 przedstawia liczbe ukladow lieczb calkowityeh m' 1 #',
(G
czynigeych zadosé nieréwnosciom:

(i Gy + D Dip1) ] *a:—‘;_i_ b,:{f <m' LV (w4 b2,

o

=01, k)
/T = VYRR
(@i tigr + Dibiga) ] EEET < ' V(P rbisa?)
(0 beg — ' b3)? F (— ' Qg + 0" ay >z .
Suma (;)1 przedstawia liczbe ukladéw liczb catkowitych m' i #/, czynig-
eych zatios‘é nieréwnosciom :
w V(@ Tp Y, #<Va@ 4", w >V,
gdzie
ba,=a,<’+ag" oraz fi=pB +B:". ' (=12, B
14. Niech a,d, ¢, 0’ beda liczby calkowite 2> 0, zwigzane warunkiem
al’ —al=1.

WprowadZzmy dwa symbole:

a,b ) oz (a, b )
§ L’L', B or 4 a, b
okreslajac je w nastepujacy sposob:

(43)
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= S SR —

Okred§lenie. Symbol 's'( Z;" :, ) przedstawia liczbe ukladow’ liczly
b

catkowityeh m i n, czynigcyeh zadosé nierdwnoSciom:

(ad’" - 0B") I/ R <m V,c(a-—{—:bi’) ,

(dd/ + bb') ]/m <N < V:L’(a,’ 2+b’2), y

(mb' — nb)? + (—ma' +na)? >zx.

Symbol ¢ ( :,’ ZZ:,) przedstawia liczbe ukladow liczb calkowitych m i 4,
1
czynigcych zadosé nierdwnodeiom :.
Vo @b, nVa(a (a’2—i—b") m—n>Va (c-22).
gdzie

¢c=a-+d oraz 9=b-+V.
Przy pomocy wprowadzonych symboléw przedstawimy funkeye F(z) w postaci:

i=k

F@)=QEVs 41 -—42 (a,+1, +1)~4§°(Z" ﬁu)

PRZEKSZTALCENIE SYMBOLU 3( ! Z, )

15. Metoda, wyltozona w art. 10—12, moze nam stuzy¢ do przeksatal-
cenia symbolu s (a ' b )
a, b
Oznaczmy czasowo przez (S,) liczbe uktadéw (m, n), czyniacych zadosé
nierdwnosciom (poréwn. art. 10, nieréwn. 1):

(ac -+ b9) ]/ 1_*_3, <m V(a0
(S)

(a/'e-+b'3) ]/ T?x_T <n < Va@ 37 .

196)
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Przez (S,) oznaczmy liczbe ukladéw (m, n) ezynigeyeh zadosé nieréwnogciom:

(ac+ 53) l/l—iT<m\< Va @+ 55
(1)

(aa’ 4 Db Yym 4V (1*4-b%) — m?
P

{porown. art. 10, nieréwn. (1)) i, nakoniec przez (8) — liczbe ukladow
(m, n), czym@cych zado$é nieréwnoseiom:

<n < Va0

(a0 n 4+ Vo (@ 0% — 7
atpe

:L <n < L’:c(a’ ’—{—b")

<mLVz(@@F1%
(82)

(a'c4b'2)

¢

._|

(pordwn. art. 10, nieréwn. (3)).
Na mocy wzoru (*) z art. 11-go bedziemy mieli:

a
w )(m+wv4m
Oznaczmy dla skm(‘ema
. 1/ =z R VA ' S P
= (ac0b3) l/ m, y={_(a'c} 1) ]/ ?—_%_7, n=lala*+*), 2=V *+¥?)

(aw'~-bb") m + V' (a207) — (aa’ 00y n+V (a0 —

9 (m) = o v (n) = e -
Nieréwnosci (Sy), (S,) oraz (S,) przedstawig sie w prostszej postaci:
(S -.. p<mLy, v<<n<z
51 - p<<mLy, pm)<nz,

(Sa) oo wi)<m<Ly, v<nge.
Na mocy tyeh nieréwnosci z latwoseiy otrzymamy:

(S)) = (Ey— Ep) (Ez— Ev),

n<ny my

(8) = Y [Es—Eq ()] = Ez (En—Ep) — Y Eq(m),
"> u n>a
nLz nz

(S,) ::Z [Ep— E p(n)] = Ey(Ez— Ev)—z Eyw®n,
"> ">y

Prace mat dizyes. 1. XVII
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¢ Wigc nLy n L3
(ab’) E’7L'Z*EME"—_\ Eqa(m)—?ﬂw(n)
m>u ” > »

16. Wprowadzmy funkeye okresowg
r (W) =7y (u+1),
okreslong przez rownanie:

1
7 (u):Eu——u+—2—.

Na mocy tego wzorn mieé bedziemy nieréwnosé
\ 1
®) [ro(w) | < 5

dla kazdej rzeczywistej wartodel zmiennej u.
Przy pomocy funkeyi 7, () przedstawimy sume

m<<n nL3
S Eem+ Y Ev()
m>u nw>v
w nastgpujgcej postaci:
mL m<n Lz
V[qo(nz)~—]+2[w(n ]+Vm<p(m + 3 rlym].
"> u n>y >y
Na mocy (*) mamy nieréwnosé:
mLy [ <1 1
Sl + 3 7o 0] | < 5 (Br— Bk B ) < 5 (et D),
m>u » > v

a wiee mozemy napisaé rownosé nastepujaca:

nLy ] Lz
— > Ep(m)— 2 Eym)=— Y ¢m)— D wm + (En+Ee—Ep—Ev)
m>a B>y m>u n>y

+2 s p—r+2), glde |9]< 1.

(98)
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Podstawiajac znaleziony wzér w wyrazenie na s ( Z, ? ZZ: ) oraz zastepujgc
3

symbole E ich wyrazeniami przez funkeye r,, z atwoscig otrzymamy:

m<<y 1L
( bIJ.._———Z(p(m)-—zy;(;z)+172—-#v+fn(ﬂ)3+To(z)ﬂ
m>a >y
— 70 () 16 () 41 (1) 70 ()= (1) 74 () + (tz—p—r+2),
glzie [¢] <1

17. Wazr, ktorySmy otrzymali, doprowadza nas do obliczenia sumy

m<y w2
——-E @ (m) —Z w(n),
m>u 2>

gdzie @ (m) 1 w(n) sy dwie funkeye algebraiczne.
Wzir sumacyjuy Eulera, uogélniony przez Sonina ), poshuzy
nam do tego.

Wedlug wzore Sonina suma

7Ll
¥ rm
=
wyraza sie:
nh ‘b
N = j Fit) du - 1y (6) F(1) — 7y (a) F (@) — f ro () Af (1)
n > «

dla jakichbadZ dodatnich wartosei granic sumowania a i b, jezeli tylko
funkeya f(u) posiada pochodng ciagly w granicach o <<u<Cb.

Funkcye @ () i w (u), na mocy wzordw art. 15-go, sa w zupelnosei
okreslone odpowiednio w granicach

p<u<y oraz r»<<u<<z
lecz pochodne ich staja sie nieskoficzenie wielkie (co do wartosei bezwzgl.)
przy wu=mn i u==
'} Sonin: ,0 pewnej calece okreslonej, zawierajacej funkeye liczebna [x]“

(Warsz, Wiadomodei Uniwersyteckie za rok 1885. X 3, po rosyjskn),

(99)
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- < K
Jednakie, przedstawiajge sume X ¢ () w postaci:
”

m>u
mLny mLy—e mLy
) — H m
Sem=Y e+ em,
w>p m> m>nq-—c

gdzie & jest liczbg dowolnie maly, wyrazajgc pierwszg z sum strony prawej
wedlug wzorn Sonina 1 przechodzge nastepnié do granicy przy e=0
(przyczem nalezy rozwazy¢ oddzielnie plzypddki catkowitego i niecalkowi-
tego 7), znajdziemy, iz wyrazenie na sume 2, cp (m) otrzymuje sig takiez,
m>
jak przy bezposredniem stosowaniu wzoru Sonina, a mianowicie :
m<< 7

? @ (m) —] (W) du - 7,(n) ¢ (3) —ao(mgv(m /rn (u) dop ()

13

m> “

i réwniez:

nz 2
Svm=[ w0 dutroE)p (e ro) ) — [ 700 dp ()
n>w ‘:v 41,

A . @, b .
i wzor art. 16-go na s ( u,’ b’) daje nam:
b

R (a b )z_‘f";?(u) (Jz(—fyv(u) du—nz—pv4r,(n) [.;'——9:7(17)]

a, v

v
X

40 (2) [y — 2] o () 70 () — 7 () 70 ) + [ 7 () dip ()

- [ rytu) dy () + (17 + z—pu—y 4 2) gdzie |§|<1
WARTOSC PRZYBLIZONA SYMBOLU s (:‘ Ib) .
b, 0

18. Przypusémy, iz liczby calkowite dodatnie lub réwne zern
a,b, o/, V', zwigzane przez réwnanie

abl — b =1

(100)
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spelniajy warunki:
@+, WYL, oraz >4,
gdzie
e=a+ta, d=btb".
Uskuteczniajge w ostatnim wzorze artykulu poprzedzajgeego dwa
pierwsze calkowania, znajdziemy:
g g - x x 1
— d —f (1) dut = =5~ — = arc fil —————-e——-———
f v ) du— vl b= = N T Gy )
un v
-+ * — Zarcsin N S
DI Pk

a po redukeyi:

7 o 2 o 1
— du— | w (1) du = ———=5—— 5 arcsin '
Jreodi—[v @ de= i — g aresin e
u v

Podstawiajge te rezultaty we wzor wspomniany i zanwazywszy, iz

5 —_ % S TETI (AT — (ad ‘,]
ne ny P +x[l (1307 (@' b 2) — (aa’ -+ B0) |,

imein= ) [ @@ — ) |,

1—v@= J oy [VEFA @D — a1 |
otrzymamy :
s (a » b )———arc 1n—~———~———~——— _“1__..___
o,y ViE+B2) (W69

+ [V—(W_(“a"f bo’) J z+7,(n) I/ a:bz +r (Z)]/a'ﬂfb"&l
7 3
7o) 7 (2) = 70 (1) 70 () +- [”n (u) dep () + (rn (u) dy ()
o J
+%(’7+‘?_#—7+2J glzie |&] <1

(101)
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19. Rozwazmy obecnie calke okreslong

7

f 7o (1) dop () .

#

Na mocy wzort na funkeye ¢ (art. 15), mamy:

‘ /f Z‘D () dop (u) = f 7y (1) [

Wprowadzmy funkeye okresowa

r @) =r(u+1),

1 %
AN T

aa’—{—bb;
a?4-b?

] du .

okre§long przez wzér

7y ()= f‘ o () du— 11—2 .

0
Dla funkeyi 7, (#) otrzymamy wyrazenie :

(v—Ew)?
2

w—Fu 1

r (W)=~— 5 -

+
Wyplywa stad, iz funkeya »,(w) jest ciygly i czyni zado§é nieréwnosei
7 ()] <

dla kazdej rzeczywistej wartosci zmienne] »; mamy tez nier6wnosé

1

® Pryu) —r (@) | < 5

dla wszelkich rzeczywistych wartosei zmiennyeh o« i v.
Przy pomocy funkeyi n () przedstawimy nasza calke okreslong

W postaci:

7

a4 blf 1 [ L
)" fHF

,
o dp =S

”

["'1 (n)—2 () ] - du .

(102)
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Wezmy liczbe £, czynigea zadosé warunkom
p<<é<n.
Mieé bedziemy oczywista tozsamosé:

K
. / o ('"‘)

w

udu
V .

wdu

fd)

)

Do calki

zastosowaé mozemy pierwsze twierdzenie o wartosei §redniej, gdyz funkeya

l~_ pozostaje dodatnig w granicach calkowania; otrzymamy:

Vop—u?
Mm

k3

ki
—ou | M sdzie |8]<1,
V n?—u?

179

udu

._.u‘.’

oraz M ozpacza granice wyzszg wartesci bezwzglednyeh fankeyi ro (u).

Poniewaz funkcya dodatnia 7 Z" . zmienia sig weiaz w tym samym
3 7 %
. d .
Xierunku w granicach calki r ro (1) J—/—"—u—g, catka za$ [ 7, () du przedsta-
. —U a

wia funkcye ciggla zmiennej », mieé bedziemy :

&
[0

“u

wdu

Vo

]/ ,'72_ #?

H
{ 7o () do 4 === _’”‘E f ro (u)du

gdzie z==p+ ¥ (E—n), Przy 0<d<1

na mocy drugiego twierdzenia o wartosei Sredniej.
Podstawiajac wzory otrzymane w tozsamo$é. (*) 1 zwazywszy, iz

n< L,

7
f 7o (1) ; u.:iu _
u e

znajdziemy :

(@—ri(z)]

= vy T e G

(103}
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Rownosé ta na moey (') moze by¢ przedstawiona tak:

wdn

{ ; ¥ ST RS 1 & ¢
| o Ta(“’—f“r?m,a——:gé

“

V?E:[? [1’1 (T) —n (Iu')] >

¥ 71; —n?

gdzie |¥|<<1.

/———_-—‘ "
Kladae £ =l’ —,,9——%77 1), otrzymamy:

& 1 — /T —
§3+4 7 —E=§(Vﬂ+l/ 77—‘4—)<V"7-
A wiee:
7 o dut .
| o) s V = @ glzie [9]<1.
. q—u-

K
Podstawiajae znaleziony rezultat we wzér na j 7y (1) de (1), ktérysmy

@

otrzymali wyzej, 1 zwazywszy, iz

£ —actbd,
Vi—p
po zredukowaniu otrzymamy :
K
ae+bd 1‘}
l 7o (1) dp () = +b"‘ 7 () 4 7y (1) — a’-j-—lﬂ r(v) + V (u”-{—b
p&
lub tez:
M
: aa'4ob X aa +lzb’
/ 7o (u) do (1) = PERNA) () oy (@) —r (2) — (lﬁ—f—b" ]/(1L2+b2 3
co ostatecznie doprowadza do wzoru:
7 4 .
’ ag’4-Bb' 1 oad 480 | 1 z
./To(“)d??(“) g T1(77)—1—&[ T o @“ym] r

H“

gdzie |§|<<1l.

) Przypomnijmy, iZ =V x(@*+1?), a wiee pray 2>1 i calkowityeh nie
réwnych jednoezesnie zern a i b, bedzie 1> 1.

(199
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k
g

Poniewaz:

(ad’ + Y —(abl — a'b)? = (a® L 1?) (2’2 b'?)
oraz

@YK,

mieé¢ bedziemy:

aa' bl ]/ a2 ? <1 t
aF 2 Towpt Y @+
a wiec:

E) / N
\_(ll—i-bb ['1 1 1 F ]
Jrow et =<+ gt ) et ?] @iyl >
gdzie |[¥|<<1.

Roéwniez otrzymamy wzor:
r ad' -l 11 7 1 z
’ Yo (“) ’Z‘IJ (.M) == m Ty (Z) + & [_b.‘+ E e + LT y (LL’2+6'2):‘J ?

v

gdzie |¥|<<1.

20. Zbadajmy obecnie sume n + 2—pu—v».
kutu 15-go otrzymamy:

Na mocy wzordw arty-

— (@t be) ]/

pte—pu—v=Vz(a®+?) + Vr(a*+b" ')—(ac-]-ba)I/
lub tez:

‘+6“’ Flo

nte—p—r="rz (VEFE + Va3 — Vi .

Lecz:

VB A VT — VT

2 (K (a0 (0 —nd ——bb)
T V@EFR L Va0 A+ Ve

V (a24+-b2) (u?-+0"%) — (aa’3-1b')

1 1
_— &L e e,
V (@ F102) (a0 + an’ - b V(a’—}-b?) (a?-0)

2 (V (@8 (a*+1'?) — aa' — .W)
Vet

(105)
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Tozsamosé zad:

1 /11— N
Ve @47 1 (407 (669 ] (@2072) (*4-8%)

1 i
+ Ve 0% (107 ]/ (a*+0%) (402

daje nam

1 1 1 1
— << [ ———re—
V@) @40 Ves o

a wiec:

) 2t e 2 X 2 2 1 1 |
VERE Ve VT < [l»"m—I_VZ’?‘ﬂ"’fJ
i poniewaz z zalozenia

4>t
mozemy ostatecznie napisaé:
Vo 1 1 .
1‘{"3— —r =29 — [ —— :) dzie |&|<<1.
! # 4 ( Va2 " VarFr)’ & e

. . L. ; a, b . 5
Podstawiajge to wyrazenie we wzor na s ( a” b’) z art. 18-go i zwazyw-
T

82, 2 | ry () ro (v | < —i—, dojdziemy do nastepujgcego wainego wzoru:

a,b x . 1.
s ( vy ) =— aresin mmy_;—
@ - | [ ) e ) )
a0y aa’ -+ by’

Fral) (@ + L )+ S n (S R R 7))

glzie |8]<1,

funkeya za$ R (u) okresla sig przez rownanie:
4

mo= ) =

(1063
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PRZEKSZTALCENIE STMBOLU o (Z IZ”) i

1. Wedlng okreslenia z art. 14-go symbol o( @ Z,) przedstawia

'
a 1
liczbe ukladdw liezb calkowitych m i n, czyniacych zadosé nieréwnosciom :

mLVa (@69, nL<Va@™=47, mtn>Va(etoy,
gdzie
c=a+d oraz d=5b-b.

‘Oznaczajge przez skricenie:

=Vo@TP), s=VZ@TTT, &=VEETE),
mieé bedziemy nieréwnodei:
mLy, ez, mtn>¢
1 z atwoscia znajdziemy:

U(Z Z,):%(EWFEZ_EQ (En+ Ez—Ef1-1).

Przy pomocy funkeyi okresowej r,(u), wprowadzonej w art. 16-ym, przed-
stawimy ten wzér w postaci:

o[ p) = OF— 9+ 0 b8 B+ —ro®]
700 70 2) 7 (2) P E—7a (B0 () )k ) () -
“Wprowadzajae funkeye okresows 7 (u) (art. 19) i zwazywszy, iz

R0 =—27, (0 F 73
otrzymamy wzor:

o(& 3 )= Ote— 8+ 2 —8 I +re@—ro(@)]
) ro )0 10 () — (8 ) — i ) — 12 (&) — 7, (B)

felin}
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s . - a,b . B
22, Twierdzenie Niech symbol 1( )l b’) bedzie okreslony
i 173
7
przez rownanie:

e AT
| ', |=—-Faresin ———=-—u——
b V(@407 (a>-+b'2)

+ | T~ g | [0 ) gt ) | i)

Canld
+ 7o) 7o(z)+ “u’ﬂj:g_) s (1) + "‘?,jrer', ().

Bedziemy mieli tozsamosé:

a, by _ fa,b w, b ¢, 0
"(w', b')“?(a', //) “’(c: a)_’(w’, b’)
przy wszelkich ealkowitych 2> 0 wartosciach liezb a, b, o', I, zwiazanych
warnnkiem
all —abh=1,

Aby dowiesé tego twierdzenia, nalezy tylko zwrécié uwage na tozsamosei:

. 1
are $in ————v——-—— —gregin tlx -}-aresin ——————_‘L..._—
V@0 (8

V{@T 5% (a3 b9 V(@) (8

Nastepnie: (na mocy tozsamosei art. 20-go).

V(@A) (@ + %) — Vet 56 4F) — V(@18 (@21 57)
— (' 4-0b") + (ae+19) + (ea’-3V) = % (Va2 4 Varqom — v ey
: " (spétezynnik przy z),

e a0y’ VAT b RN T
a2Lp s Vetrd 4 i =V 0 4+ Vo Fin— Ve
(spolezynnik przy Va ry(y)),
T aa’—}—bb’ =, o=l —— - -
e Vo e R il e s A
(spélezynnik przy ¥z ry(2)),
VTR SR ———  actld e = A ——
a4 toa o Va-0% Vo = Va* 12 — Voo 572 + V ofo?

* (spblezynnik przy Vz 7, (&),

ad'~-by _aetbd . aa'bh ca’ -y

@ e T Ty gigr = 1
(spélez. przy r, (n)) (spélez. przy », (2))

(108)

Z RACHUNKU FUNKCYJ ASYMPTOTYCZNYCH. 33

Oz
_ @e 3 acHbd 1

I SR N
(spolez. przy », ().

LR
WARTOSC PRZYBLIZONA SUMY 1+4 X E Vae—n.

E 1)
23. WidzieliSmy w art. 14-ym, iz funkeya F(x), przedstawiona
Przez Sume

moze by¢ napisana w postaci:
=k f=k , ﬁ ,
" i a )
-L _ (9 i _ i U _ v ( iy P ).
() F@=QBVz+1y 42 . i) + 3o o
Na mocy twierdzenia art. poprzedzajacego mie¢ bedziemy :
i=k =k , ﬂ' i=k ﬁ ‘B
a,,ﬁ‘ V]as,t) V[(m,. (a,, )J
(I)S‘ ( ) “"—Z\alﬂaﬁi a,,ﬂ, a; 1/5
1_.1 = =1
gdzie
a;=a;/+a" oraz fi= < B+ B " d=1,2,. )
Zajmiemy sie przeksztalceniem strony drugiej tego réwnania. W tym celu
przypomnijmy sobie w jaki sposéb utworzyliSmy w art. 3-im szereg Fareya
Ay 4 A G
(2) bo 7 bl e {‘L' kl bﬁ"rl 1
gdzie ‘
a, =1, by=0 oraz @y =0, by =1.
Oznaczajgc a/=1, /=0 oraz o," =0, §;" =1, wstawiliSmy miedzy
Yezbami 2L i o utamek 2L ﬂ , nastepnie wybraliSmy jedne z dwéch par
1

/51 B

wlamkow

(109}
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"

’
. . . a a e . . .
1 vznaczajac ja przez ﬂ—", , —lﬁ- wstawiliSmy miedzy temi ufamkami ufamek.
1 2 . .

]
ﬂ? e . . .
W ten sposéb uskuteczniliSmy % nastepujgeych po sobie wstawien :
' a " y
1) pomiedzy ulamkami -V—L oraz wstawilismy —- |
B8 BT f
2) a’ ﬂz" s
= » » 2 s TRE » =
ﬁ? ﬁ‘.! /32
%) a;’ a;" ar
] B » B * BT » B
Utwérzmy szereg :
(3) ( ’ a!l) (ﬂgi i) (ﬂ_’_ ?i”)
ﬁ 7 ﬂ " ﬂzl b ﬂj" A ﬁkl b ﬂ]t'"
i rozwazmy pare
a,’ i flv"
ﬂ'y, ﬂ'u

wamkéw, zawartych w tym szeregn.
Pomiedzy wybranemi utamkami wstawilismy, wedlug zalozenia.

wlamek ,;*_ 1 otrzymalimy w ten spos6hb ﬂwie pary sgsiednich utamkéw

’ II
Q. a
(4) =, — = oraz —'-
N ﬂ,‘l R ‘6" ﬁ ﬂ II
Jezell, wstawiajac dalej, wstawiliSmy nowy nlamek miedzy ?7 i 7— para.
ta musi nalezeé do szeregu (3) i mozemy zalozyé:
r ’ "
a, a; ay ai
-7 = 0raz ==
ﬁ;- ! ﬂi, ﬁ’ ﬁ "
Jezeli zas, przeciwnie, nie wstawiliémy miedzy /3 wtamku
s
l

"y

a,'+a, a . . .

R wlwczas para —— ﬁ 5 Ts’ nie bedzie nalezala do szeregu (3):
v Y v

znajdzie si¢ ona w szeregu Fareya i mozemy w tym razie przyjaé:
a,’ & Ay gy

57’ b ? ‘ﬁ:“‘ by

i1

(1)
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W ten sam sposéb zbadamy drugg pare utamkéw (4). Poniewaz szereg

Fareya (2) utworzony jest przy pomocy nastepujgeych po sobie wstawian,
przeto wszystkie k4 1 ulamki sgsiednie

® (o a2 B 52,
znajdy sig pomiedzy 2% parami utamkow:
O G 5 5 0 2 A2 2 358
B B’ ﬂl B B. B By B B ﬁk 15'):
‘Whioskujemy stad, iz w ostatnim szeregu znajduje sig k—1 par ulamkow,.

nie nalezgcych do szeregu (5); na zasadzie tego, cosmy rzekli wyzej, te
kE— 1 par ulamkow beds nalezaly do szeregu (3). Lecz pierwsza para

G 3
{’k, b&'-f-i

0
wlamkéw szeregu (3) jest niczem iunem, jak parg ((IJ ) 1)
do szeregu (6), przeto wszystkie t—1 par ulamkow

e’ @\ fa a) ' a
o (G ol (50 ) (o 5]
szereg (3) znajduja sie wiréd par szeregn (6).
A wige dowiedliSmy, iz zbiér par ntamkow, nalezgeych do szeregéw
{(8) 1 (7) rozni sie od szeregu (6) tylko porzadkiem wyrazow.
Wyprowadzamy stad nastepujacg wazng tozsamosé:

ktora nie nalezy-

i=k =k ' g =k

N a,,ﬂ. (a;,ﬂ,)]z T(a;, x') . T( b; )
2‘ [T \a; , ,3 + o, B 2 a,", B le-; Git1, b'+1
=1 =2

Podstawiajac ten rezultat do wzoru (1), znajdziemy:

1
)

i~k

a,’ﬂ,' 1,0 _v fa; ,bx‘ )
U( R IB'”) (()’ 1} .’_(T(a,+1,bi+1

1 =0

Iz

(N

i wzér (¥) przyjmuje postaé:
1,0 tz‘ N a b )I
Foy=EVa+ 1 —d(y || =42 s(0 5 )=

o Uiy, bt—H. Aip1, b—H

i=y

(111)
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24, Na mocy wazorn, wyprowadzonego w art. 20-ym na funkeye s

oraz okreslenia funkeyi r (art. 22) mieé bedziemy

J =8 [ @+ 09 + B 4 b)),

a b

i, b
(” ) >—_T((I:+1, bH—l

Arpyy i
gdzie ¥ <l oraz i=0,1,2,. %
l/
Na mocy wzoru na ( Z,’ Z:' ) (art. 22) bedzie:
1
(V) + 72 (V7),

LOV__m e
( ) Ix—{—a,+.‘lm10

0,1

a wiec po zredukowaniu:

=k
Fo)=aa—43 Y [R(a %) + B +hips?)]

2=y

Zwazywszy, 5 (pn® + by ' = a,® + b2, mozemy jeszcze napisac:
=k
F(r)=az—8% Z R (00442, gdze |$]<1.
=i}

25. Zbadajmy teraz sume:

=k

Z R(a; 4 0:2) .
' =y
Na mocy zalozema z art. 3-go liczby calkowite dodatnie a; 1 b, (=12
anie majy wspbluego dzielnika i czynig zadosé nierdwnosei:
a?+ 0,2 <t
Poniewaz funkeya R () jest dodatnia, wniosknjemy stad, iz suma
f==k
R (a,? ?
DR @402
==}
nie przewyzsza sumy podwdjnej
2 B {m*+0?),
{T
dzie obszar sumowania (z) jest wyznaczony przez nieréwnosei

{1) m>0,n>0 ovraz m*J-n2 i,
{112y

icm°®

G=1,2,... 4
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Whprowadzajge funkeye lczebng r(vz), oznaczajgey liczbe rozkladéw liezby
n na sume kwadratéw dwoch liczb calkowitych, bedziemy mieli:
1 2t
v - 5
>_i Rm? +n?) T Z (1) R(n)
3 z>1
R(1) oraz (1) =4, z latwoscia

skad, zwazywszy, iz R (a4 b)) =

wnioskujemy:
i=k 1 u Lt

D R0 <5 D) B
n>

u

]

=y

W ten sposGb otrzymujemy na zasadzie wzoru na F () z art. poprzedzajacego:
<t

,ﬂ+232 t(n) B(n), glzie & <1.
>0

26. Zbadajmy obecnie sume
w1

z z(n) R ()
n>U

czyli, na mocy réwnania na K (u) z art. 20-go
S 4__
) Vo g

2 .

nt — —
. 5 Vz 4 L] ) )
o g 270+ ( T 2;;+ 3 )
n>u 2>y w>u M
P ‘Wrystarcza dla nas okreslié rzad wzgledem ¢ kazdej z tych trzech sum dla
wielkich wartosei £.
nsf . PR
Co sie tyezy sumy X 7{n), to na zasadzie cezywistej tozsamosel
- x>0
nt
&l -
Z T{n) = F (i),
>0

oTazZ WZOrn
Fty=at+r(),

w ktérym r (Z) jest rzedu nie przewyzszajgeego rzedu \Tlelkoscl Vit (patrz
Wistep), znajdziemy, iz jest ona funkeys rzedn wielkosci t.
s

Prace mat.-fizyez., t. XVII.
(113)
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Dla obrachowania dwdch pozostalych sum uzyjemy tozsamosel

ngt i 1
e fon = [ 100 du 5 (07 O—r (1 F) — [r@ /)
»>1 1 1

ktora z latwoscig sprawdzié mozemy, zastepujac w ostatniej calee r (u)
przez F(u) — mu, rozkladajac calke

V‘, B

/ F(u) £ (u) due

b
na szereg calek

2 Ee 7

[+ [+ +[+]

‘Er—1 "Et

1
i zwazywszy, iz w granicach kazdej z nich ¥ (u) pozostaje stalem.
nt
W ten sposéb znajdziemy, iz sumaz%fﬁ)— jest wzgledem ¢ rzedu
n

» >0
< F

rownego rzedowi wielkodel V7, suma za$ ¥, ™, ielkosei VE

go rze { ) S as rzedu wielkosei V¢ .
2>y W

A wige, oznaczajac przez & wielkosé skofiezong dla wszelkich wartosei ¢

wiekszyel od pewnej stalej granicy, mozemy napisaé:

» Lt —_—
. P T
S‘ T(n) R(n)=¢& (t«l—]/g——]—]/tx) .
el S
>0
Kladae = ¥z i przyjmujac pod uwage wzlr na F(z) z art. poprzedza-
jacego, dochodzimy do nastepujgcego twierdzenia :
Funkeya =z przedstawia funkeye liczebnag F(2),

a<]"?

a wiecisume 42]/9:——712 zZ blegdem, ktorego rzad nie
nB0

3_
przewyzsza rzedu funkeyiVz.

(114)
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SUR UN PROBLEME DU CALCUL DES FONCTIONS ASYMPTOTIQUES
(RESUME).

Nous nous proposons de calculer la valeur asymptotique de la somme

AL Va
N\ r—
2 EVa—n
nxur

en désignant par Ez U'entier le plus grand, ne dépassant pas x. La méthode
de M. Voronoi?) nous sert & ce but.

Désignons par F(x) le nombre des systémes des nombres entiers
m et n vérifiant I'inégalité

mdntLr ol z2>1.

Nous aurons I'égalité évidente _
2V
F@)=1+4Y EVa—n®.
i
2>t

Géométriquement F(z) représente le nombre des points, ayant les coor-
données entidres m et » et se trouvant 4 l'intérieur et sur la circonférence
du cercle, défini par Péquation m® 4 n? ==,

Pour le calculer il suffit de ¥
trouver le nombre des points ayant
les coordonnées entiéres ‘et apparte- p
nant au triangle curviligne MAN, *
formé par l'arc MN du cercle et par
les tangentes 34 et N4, paralleles
anx axes des coordonnées. Le triangle
MAN nous partagerons en 2k 1
triangles curvilignes et rectilignes
par des tangentes au cercle, menées
aux % points Py choisis sur 'are MN.
Pour le choix de ces points nous sert 0
Talgorithme suivant:

1) Voronoi Sur un probléme du cale. des fomet. asympt. Journ. f. r. und ang.
Math. Bd. 126, L. 4.

(115)
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Soit ¢ un paramétre arbitraire > 2.- Supposons que tous les systémes
des nombres entiers positifs ¢ et b, vérifiant I'inégalité

@+ b L

et n'ayant pas de diviseur commun, forment nne suite des fractions
a
o > > > (,

Les points P (u:, ») sur le cercle nous choisissons, en posant

aVz bV )
i = et ¥y —= ————— E=12,... 0

V [« 2-‘—1)12 V 6(1‘2“'_{):‘2 ’

Nous calculons ensuite les triangles obtenus. Pour chaque triangle nous
exécutons un changement des variables m et n aprés lequel ses deux cotés
sont paralléles aux axes des coordonnées. Pour calculer ces nouveaux
triangles curvilignes et rectilignes nous introduisons deux symboles

s(a, Z,) et a( a” Ib),) en les définissant comme suit:

b R
Le symbole s( Z, ! 1% ) représente le nombre des systémes des nombres
?

enuers m et » vérifiant les inégalités
r T 2
(au’«}—.bb)]/ ¢o’2—}-(1"<m S ZICESSN

w0 |/ 2 < n < Va9,
(mb" —nb)? + (—ma' 4+ na) > a,
ot a,b, &', sont des nombres entiers non négatifs liés par la relation
abl — ab=1.

a,b .
Le symbole o( u,’ b’) représente le nombre des systémes des valeurs
¥

entiéres des variables m et n, vérifiant les inégalités:
m V@b, nVa(a 187 , mtn>Vaz(de)
ol e==a+4a', d=0410.

&

(116)
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a, b .
Pour le symbole s ( a’, b’) nous trouvons I'expression:
1

(a , b ) x . 1
8 ’ yj=——3 arcfil —=—— = o
a,b 2 V(@07 (0" 5)

+ @@ — @t [ sne |/ pae RO ]/ )

+ro(n) o (2) + Gk )+ S b9 R@ R,
ot |8]<1,

en désignant pour abréger

%

R(u)= VTt

o

oo| w1

1
+
Pour le symbole o ( Z,’ Z, ) nous tronvons la formule:

o[ 5 ) =5 ate—8 G te—8 by —n(@)]

1) 70 (D) —70(8) 10 (8) — 7o () ro () — 7 () — 7. (D) — 7, (&)
ot =V (7157).

Cette expression nous permet de démontrer I'égalité:
a,by__ {a,b _(a,b)_z(c,ﬁ)
6((1’,1)')—I a, b e, 0 a; b

T (a 0 )-——aiarcsin_;—*i-——
a,b! 2 V (@52 (a>57)

ol

+[ eI — i | [ [ ot @ ) )

o) 7o)+ S )+ g )

(117)
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A V'aide des symboles introduits nous représentons le nombre des systémes
des nombres entiers m et n, vérifiant les inégalités:

t<n<Vz, 0<nLVa, mtn>a,
c'est 4 dire le nombre des points du triangle MAN, sous la forme

i=k

1,0\ [(a,- b _(ai ) b ]
1(0,1) 2’ 8 ﬂi+1,b,-+1) K Cbi+1,bi+1)

i=0
ce qui donne:
=k
F(x)::m_wz [B(a+b:2) + Baa® + b D], obt [ <1,
=0

En posant le paramétre ¢, qui entre dans 1'éxpression R (u), et qui restait

. . . e . 2 3 —
arbitraire jusqu’ ici, égal & ¥ @, nous trouvons:
3.
Fa)y=az4+0Vz).

Ainsi, en appliquant la méthode de M. Voronoi nois avons démontré
le théoréme suivant:

»La fonction w2 représente la fonction numéri-
que F(x) avec une erreur dont l'ordre ne surpasse pas

. ﬂ——
celui de la fonetion Vz*“.

(118)

6. A. MILLER,

GROUPS GENERATED BY TWO 0PERATORS WHICIH
TRANSFORM EACH OTHER INTO THE SAME POWER.

(0 GRUPACH UTWORZONYCH PRZEZ DWA OPERATORY PRZEKSZTAL-
CAJACE SIE, WZAJEMNIE NA TE SAMA POTEGE).

If a group is generated by a single operator it is cyclic and its pro-
perties are comparatively elementary, but the groups generated by two
operators include an infinite number of different types and their structures
are so different that very little has been done towards a useful classification.
When the orders of the two generators and that of their product are repre-
sented by I, m, n respectively, the group is completely determined by these
numbers provided two of them are equal to 2; or one is 2, the other 3 while
the third is one of the three numbers 3, 4, 5 1). Several other special cases
have been discussed quite recently 2). The present article is devoted to the
special case noted in the heading, which presents several results of unusual
interest.

Let f, t, be any two operators such that

L bl =t and HU G =1t".

From these conditions it follows that the commutator of these operators
LT = =1, s commutative with 7, #, and hence the com-
mutator subgroup of the group (&), generated by %, % is composed of
invariant operators under G. The number of the operators generated by ¢,
which are invariant under %, divides a—1. Since the order of the quotient
group of the group generated by ¢ with respect to these invariant operators

1) American Journal of Mathematica, vol. 24 (1902), p. 96; Ame-
rican Mathematical Monthly, vol 11 (1904), p 184, It should be obsewed that
the conditions a?=1, b3=1, ba=a*b*; Netto. Journ al fiir reine und ange-
wandte Mathematik, vol. 128 (1904), p. 255, are equivalent te =3 m=3, n=2.
Several other groups discussed by Netto in this article are well know but the anthor fails
to give any references.

%) Archiv der Mathematik und Physik, vol. 9 (1905), p. 6; Netto, loe. cit.
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