T. LEVI-CIVITA.
SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS PAR’[‘IGUﬁlERES
| ~ DES SYSTEMES DIFFERENTIELS
ET SUR LES MOUVEMENTS STATIONNAIRES.

(BADANIE SZGZEGOLNYCH ROZWIAZAN UKEADOW ROZNICZKOWYCH
1 0 RUCHACH UMIEJSCOWIONYCH). '

PREFACE.

Une invitation cordiale de M. Dickstein me donne occasion d’ex~
poser, sons forme simplifiée et complétée, des recherches, qui ont formé
objet de plusieurs notes, parues dans les Rendiconti dei Lincei
(1901 et 1905).

Le point de départ de ces notes avait été une venéralhamon de la
méthode, dite ignoration of coordinates parlesanteurs anglais,
généralisation prétant elle-méme & d'intéressantes applications dynamiques.

J'ai reconnu plus récemment qu’il ne s’agit point de propriétés, appar-
tenant exclugivement aux équations de la dynamique, mais de conséquences
d'nn principe général embrassant tout systéme différentiel ordinaire.

Je ferai ici jouer au principe son rile naturel au commencement de la
recherche. ('est un principe assez élémentaire, qui devient intnitif, si on
le présente sous forme géométrique.

Tmaginons en effet les solutions d'un systéme différentiel quelconque
représentées par des courbes d'un espace & un nombre convenable de
dimensions.

Appelons, suivant l'nsage, invariante toute variété (de n'importe

quel nombre de dimensions) formée par un assemblage de courbes intégrales.

Prace mat.-fizycz., t. XVIL 1
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T1 est bien clair que la partie commune & deux variétés invariantes est
encore wune variété invariante. Il en est de méme en particulier pour les
eventuelles intersections d'une variété ¥ avec elle méme, c’est-a-dire pour
la sous - variété W, lieu des points doubles de V.

T.a connaissance d’une variété invariante ¥ entraine celle de W.
(Onw'a & effectuer, pour définir W, que des opérations algébriques). W est
eu général bien plus restreinte que V, et la détermination des courbes

intéorales, qui en sont les génératrices, dépend par conséquent d’opérations.
g 5 8 )

analytiques beaucoup moins élevées.

Voila la remarque évidente, qui se traduit dans une régle commode
pour la construction des solutions particuliéres des systémes différentiels.

Dans le présent mémoire, je développerai d’abord cette régle (Chap. I),
en déduisant comme corollaires (Chap. IT) les résultats plus précis qu' on
pent établir pour les systémes canoniques. Je passerai ensuite aux appli-
cations (Chap. III), et j'ajouterai enfin (Chap. IV) quelques réflexions
critiques pour faire ressortir aussi le coté qualitatif de la question et pré-
venir des possibles malentendus.

Si I'on veut se former une idée plus précise de chaque chapitre, on n’a
qu’ & jeter un coup d'oeil sur la table des matiéres.

CHAPITRE I.

CONSIDERATIONS GENERALES, SAPPLIQUANT A TOUT SYSTEME DIFFERENTIEL.

§1. Préliminaires.
Soit

dit
(8) T{*:Xi(ﬂch-‘ﬂg,...,mn,i) (F==1,2, ., 0p
un systéme différentiel quelconque, les X, étant censées fonctions uniformes
et holomorphes de leurs arguments dans le domaine, anguel se rapportent
nos considérations.

Convenons d’appeler déplacements virtuels et de désigner
par dz; des accroissements infiniment petits des x;, compatibles avee les
équations différentielles (8), c’est-a-dire tels que les ;< da; satisfont & (S),
dés qu'il en est ainsi pour les ay.

(2)
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On tire de cette définition

ot I'on doit naturellement entendre par 2, wne solution de (S).

Les (1) sont, @’aprés M. Poincaré, les équations anx variations
dn systéeme donné (S). On peut évidemment les écrire
d éx; da;

Ta = ar

ee yui meb au jour la propriété caractéristique des déplacements virtuels
d’8tre permutables avec 1'opération »c% .

Il s'ensnit plus généralement, pour
f‘(mll Ty yus 'yxﬁy t)

une fonction queleconque

d .. .df

oit la dérivation par rapport & ¢ doit se faire, cela va sans dire, d’aprés (S)

et (1); notamment I’écriture —% remplace

; 0x

of = of
a—’;+;-——x.

A toute solution x:(f) des équations (S) ‘on peut subordonner un
systéme co™ de déplacements virtuels, restant arbitraires ceux qui se rap- -
portent & une valeur (particuliére, mais d’ailleurs queleonque) de ¢ Clest
ce qui résulte du fait que les 2y sont les intégrales des équations (1).

§2 Xtude dun cas simple.

Ceci posé, soit
(3) H(xl,.’)]2,.,.,$u,t)=0

une relation invariante par rapport au systéme (S), ce qui veut dire, comme

on sait, que dvg gannule: ou bien identiquement, auquel cas on aurait
a


GUEST


S ' T. LEVI- CIVITA.

affaire & une véritable intégrale (la constante étant inclusé dans H); ou
bien, en vertu de la relation elle méme. On suppose naturellement qu'il

aglt d’une relation uniforme, c'est-a-dire qu’ .on puisse en tirer une
au moins des % comme fonetion uniforme des autres et de ¢ dans le champ
envisagé. Je vais établir le théoréme suivant:

a) Posons

(3) il L 0H=0". - . Lo
pour tous les déplacements Vlrtuel\ cest-a-dire
0H ‘
(3" o =12 )
(3) 3%; =90. i=12,...,m

8iIe's systéme (2), (3) [sous forme explicite (2), (3')] est compa-
tible, il est nécessairement invariant vis-a-vis de (8).

Démonstration. IL’hypothése que la relation (2). est invariante
se traduit dans une identité de la forme

(324
) = uH

u étant une fonction holomorphe 1).
On a aussi (quels que soient ¢, 2, 6x;)

w—aﬂ.

Remplacons -y, au lien de 6H, sa valeur

”BH -

axi 5./«',‘ )

') Pour le constater, constdérons pour un moment H comme variable indépendante

4 la place d'une des x {ee qui est évidemment permis, d’apreq la rt,solubxhte de H=0),
dH

et pensons au développement de o série de pmssanccs de H. Comme T dmt s'annu-
ler avee H, il n’y aura pas dans le développement le terme indépendant de H, ce qui
Jjustifie bien la formnle (4).

4 la vérité cette derniére conclusion pourrait étre en défaut pour les valeurs parti-

o . 5 . oH

culiéres des x, qui amumlent 3 la fois toutes les T valeurs essentielles pour notre re-
rherchc Nous conviendrons ecpendant, pour éviter toute diffieulté, de nous borner aux cas.
ot g reste holomorphe méme pour les dites valeurs.

%)
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et wH an lien de dT};I ;> il vient
{v ) ’ll‘ —(—l_‘ )@H
W L@ m

1

571——2 ¥ ddx‘ +H5u+/”$‘ —“H—é':'"

Lorsqu’ on tient compte des (2) et (3') 1), le second membre s’annule, et il reste

n

d oH
E,’ dt

Era S0ri=0.

La relation devant subsister pour taut déplacement virtuel, il ensmt

4 6H '
dt 0w,
. . C.Q.F.D.
Il convient d'ajouter:

aH
e sannule
(8" sont invariantes

a’) Si(2) est une véritableintégrale,

identiguement, et les éqnations
A elles seules.

Clest ce qui résulte de (5), dés que p=10.

Remarqgue. Les x; sont an nombre de %, tandis que les équations
{2), (3") sont au nombre de n-41. Leur compatibilité apparait de la sorte
comme une circonstance exceptionnelle. Mais il n’en est pas ainsi dans le
cas a’). Onn'a alors & envisager que Jes équations (3), qui sont au nombre
de » comme les 5 la (2) se trouve nécessairement satisfaite par un choix
convenable de la constante arbitraire.

§ 3. Extension du résultat
Considérons plus généralement m -+ 1 équations

(I) H=0 F1=O, .F2=0,---,E»=0,

formant un systéme invariant vis & vis de (8). On suppose, bien entendu,
que H,F, F,,...,F, soient uniformes, holomorphes ¢t indépendantes
dans le domaine envisagé. Dans cette hypothése ou peut, sans nuire & la
généralité, se servir de Fy, Fy,..., Fn comme variables indépendantes
A la place de m des x: de @, @ ,...,%x Dar exemple.

1 Ceei revient 2 se rapporter 4 des valeurs des &, qui vérifient 4 la fois les (2). (3"
pour nne valeur quelcongue de £ C'est justement iei qu' intervient la c,omhtlon de
compatibilité, mentionnée dans Vénoneéd du théoréme. .

(5)
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Avec ces nouvelles variables

Fh_z'-’g,...,F;;;, Lot - -y X
le systéme (8) prend la forme
arF, -
) ‘ dt .—_ﬁ,,’ (r:‘],:’.,...,m)
=)
dxj -
dt =s5j, F=m-1,...,n2)

ol les & (Fl,‘FQ,...,F,,,, Tt 5« « - /2y, ) se comportent analytiquement
par rapport 4 leurs arguments comme les X (par rapport anx anciennes
variables).
Linvariance des (I) implique que les —d-;i, E—lll—:l peeny % s'annulent
l d ¢
en vertu des équations (I) elles mémes, ce qui se traduit par des identités
de la forme suivante:

o a" -
6 R
(6) - —MH—}«E’VM,F,,
1
oF
€9 W__-NrH-]LZ Ny, (r=1,2,...,m
1

ot T'on doit entendre par 1, M, N,, Ny des fonctions holomorphes .
Ceci posé, convenons de représenter par f ce qui devient une fonction
queleonque f(zy, @y ,. .., 2, 8, lorsqu’ on la réduit au moyen des relations

F=0, F=0,... Fpy=0,

c'es_t—é,-due, en ayant égard & Dexpression de f par rapport aux nouvelles
variables, lorsqu’ on donne la valeur 0 aux m premiéres.

} L'identité (6) permet d’affirmer que
' H=0 s

est mne relation invariante par rapport an systéme réduit

(8)

&l

f
Ly

). Pour la justifieation, voir la u()te. de la g\ cénéra; -
N la page 4. On n'a qu’ i généralise ’
) § on . g '’ a généraliser d’une

©)

F=m—+1,...,n

icm

SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS PARTICULIERES ete. 7

En effet, explicitons d'abord 'expression de —Lfg— , rapportée an systé-

me (8), ou, ce qui revient an méme, au systéme (S). Elle est

m n
dH oH dH dF, oH _
T Z oF, du +2~, 3,
1 i
En y faisant
Fr=0, r=12,....m

et en tenant compte des (6), (7), on en tire:

it .

3H - 74 = 7V 37 oH ‘“"
at——i—Zj o5 djzﬂgﬂ_zr(aE')Nr S
m--1 1

Le premier membre n’est yue la dérivée de H par rapport & t, calculée
d’aprés (8), le second membre contient H en facteur.

Clest justement ce qu’il ’agissait de constater.

Appliquons maintenant le théoréme a).

11 nous dit que le systéme

H=0, 80=0,

¢’est-a~dire, sous forme explicite,

H=0,
aH

— J=m-+1,...,0)
é‘mj ‘0’ 7

ast invariant vis-a-vis de (S).

On peut interpréter différemment cette conclusion en revenant & (S).
Voici I’enoncé qu’ on en tire:

b) Associons au systéme (I) les équations en ter-
mes finis provenant de la condition:

(1) SH =10

(pour tout déplacement compatible aveec Fy =0, Fy=0,... ) B = 0).
Te systéme, qui en résulte (dés qu'il n’impligue pas de
contradiction), est encore invariant vis-a-vis de (S).

m
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Démonstration. Gardons toujours les variables FL, 15, F, on reconnait que
X1y« ooy 2. Tout d’abord il ect bien clair que les équations
1H:
o _ . ‘ gf =0.
8:1:,- Y U=m+1,...,n ) f
N Qest ce qui rés invariane
provenant de (II), peuvent s'écrive : Uest ce qui résulte de linvariance de
o _ ‘ H=10,
v (=m+1,...,n _
oy i ) H=0. Gmmet o ien)
puisqu’ on doit tenir compte de vis-a-vis de (§)
Fi=F,=—...=F, =0. D’auntre part le premier terme
Posons, ponr abréger 'écriture : : m
. ‘ S‘ 0H; dF,
8 2, 0F, it
AT
d’ou 7 _
= oH - : w'annule aunssi, en vertu des (7), dés que les équations (I) sont vérifices.
= .
% En définitive tout d? s'annule d'apreés (T) et (IT).
On a les identités : f C.Q.F.D.
’ " Comme an #° précédent, on en tire un corollaire:
de:S‘ off; dF, | (| oH; s‘ H; "‘2 b) Si, parmiles (I), il y a des véritables intégra-
dt L, OF, df +2 ot + iy By o les—aunombrede %, par exemple—le systéme, compre-
! i . - nant les autres m—L équations (I) et les (II), est inva-
p) riant & lui seunl
ot la dérivation 7 & ¢té explicitée d'apreés le systéme (S’), équivalent a (3), ) La condition de compatibilité porte dans ce cas sur n-+1—7 équations,
4 un changement de variables prés. au lien que sur #-}-1, comme il arrive en général.
Pour Fi=F=...= m=0, la quantité entre parenthéses se pré- § 4. Solutions particuliéres stationnaires—justi-
sente comme la dérivée %I;{_ del{,-, calenlée d'aprés (5). Or, si l'on tient ficationde cetappellatif
compte aussi de ' Rapportons nous an dernier énoncé V'), qui embrasse évidemment les
. trois antres: le théoréme b) pour %=0; le théoréme a) pour m=~L=0, et
H=20 ‘ son corollaire a’) pour m=0, k=1,
Les n+4-1—7% équations (par hypothése, compatibles) pourront ne pas
H=0, G=mi,...,m étre toutes indépendantes. %pposom qu'il ¥ en ajt n-+1—L—F distinctes
les quelles, & cause de Fy — F, == .. — F — i + = 0). )
L 1 2==...=F, =10, se réduisent & On peut imaginer d’en tirer antant des x. Aprés cela, en réduisant
H=0, en conformité le systéme (8), on trouve, pour définir les autres z, un systéme
iT différentiel d'ordre k% —1. Mais on connait déja % intégrales fie ce
H=0, Usmad1,...,n systéme restreint [celles, qui proviennent, moyennant la réduction indiquée,

) 9
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des intégrales, figurant par hypothése parmi les (I)]. Il ne reste partant
qu* & effectuer une opération d'ordre %—1 pour obtenir cof+*—1 wolutions:
du systéme donné (S).

Il est bien naturel de les appeler stationnaires par rapport
a la fonction H, qui intervient dans leur définition, puisque, pour une quel-
conque d’entre elles, on a 6H =0. La valenr de H est donc maximum on
minimum, ou plus exactement stationnaire parmi celles, quelle prend:
(pour une méme valeur de #) sur une quelconque des autres solutions de (S).
également situées sur la variété Fl=7F,=...=F,=0.

§35. Remargue sur la construction effective des
solutions stationnaires.

D’aprés le »® précédent, un systéme invariant (I) étant donnég, on doit
avant tont expliciter les équations provenant de

(IT) SH =0

(pour tout déplacement compatible avec Fy, = Fy==...==F,==0).

‘An point de vue purement théorique, il nous a été commode de régar-
der préalablement les I comme variables indépendantes et d'expliciter les:
(II) sous la forme

oH

:O, =m+1,...,n
0z '

Ce n’est pas en général la meilleure facon de procéder dans les cas
concrets. Il convient au contraire (comme dans la théorie des maxima et
minima relatifs) d’avoir recours aux multiplicateurs de Liugrange. On est
ainsi condunit & remplacer (IT) par la condition équivalente

"

SHA+ Y 10F,=0
1

(pour tout déplacement virtuel), ¢’est-a-dire

- » 0w
(11I) ‘E—l‘zr}w-m—ﬂ), (r=1,2,...
1

oit les 1, désignent des indéterminées.

) Leur élimination des (ITT) donnerait des relations entre les z (et 1),
qui, en systéme avee (I), reviennent aux (I), (II) da ¢ 3. :

10
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On peut done considérer les équations (III) comme résultant de denx
groupes, dont l'un (ITT),, composé de m équations, définit les multiplica-
teurs 4, tandis que 'autre (ITI),, pris ensemble avee (I, équivaut aux (11).

D'aprés cela il est bien clair que, en dérivant ces équations (III), on
n'obtient en substance rien de nouveau, 4 cause de leur invariance.

Appelons (A) I'ensemble des m équations définissant les dérivées des
pa'ramétres A Ce qu’ on vient de dire peut étre énoncé sous la forme
suivante:

Les équations (I), (ITI) sont invariantes par rapport an systéme
différentiel (I), (A).

En effet la dérivation des (I), (III), faite d'aprés (S), (A), ne conduit
& aucune relation (entre les z, les 1 et ¢) distincte de (I, (11X).

Ceci posé, imaginons de réduire notre nouvean systéme (S), (A) mo-
yenuant les équations (I), (IIT).

Pour se rendre compte du résultat, il suffit ici encore de peuser les
(IIT) comme résultant des deux groupes (IIL),, (III),.

Quant aux z, tout se passe évidemment comme si l'on réduisait le
systéme donné (S) moyennant les rélations (I), (IIT),, c'est-a-dire (T), (IT).
I ne reste, aprés cela, que les rélations (IXT), définissant les i Les (A}
en sont, par construetion, une pure conséquence et deviennent partant des
identités lorsqu’ on les réduit au moyen des équations (IIT), elles-mémes.

En résumant, sous forme de régle, il convient de retenir :

1-0 La recherche des solutions stationnaires peut se faire en élimi-
nant d'abord les 1 des (III) et en rédumisant en conformité le systéme
différentiel (S).

2-0 Il n’est pas nécessaire toutefois d’éliminer d’avance les 2. Au
contraire, il est en général plus commode de commencer par dériver les (ITI),
dx
dt
tions en termes finis. On déterminera ensuite les solutions particuliéres du
systéme (8), (A) (@’ordre n—-m), qui satisfont aux relations invariantes
(T), (IT). On aura de la sorte, en se débarrassant enfin des 4, les expressions
des z, qui appartiennent aux solutions stationnaires cherchées.

[le systéme, qu’ on a appelé (A)], et pas d’autres rela-

ce qui fournit les

§6 Stabilité.

Une solution stationnaire X, d'un systéme différentiel (8) étant don-
née, envisageons une seconde solution X, appartenant, comme X, & la
variété

F,=0, F,=0,...,Fn=0,
et d’ailleurs quelconque. '

(11)


GUEST


12 : ' T. LEVI- CIVITA.

Appeluns Aw; les différences des valeurs pr1\e< par les a; sir X et
sur ¥, respectivement, pour une méme valeur de £

Nots dirons que X, est une solution stable si, pour tout nombw
positit g si petit qu’ il soit, on peut assigner un autre nombre positif 7, tel
qu’ on ait (pour une valeur réelle quelconque de 7)

{8) . ‘Am”<g’ F=12,0 00,0
dés qu’ on prend pour X des valeurs initiales watisfaisant aux conditions
{9) [ Az, | <9 .

Sl n'en est pas ainsi, ¢’est-A-dire ¥'il existe un nombre fini «, tel que,
parmi les X satisfaisant initialement aux inégalités (9), il en ait wne an
moins sur laquelle, pour quelque valeur de ¢, les (8) ne sont pas toutes
remplies (et cela si petit qu on premne %), la solution X, sera dite
instable.

11 importe de remarquer que, si H = const est une intégrale du
systéme (S), la stabilité (an sens relatif, qu’ on vient de préciser) est un
caractére qualitatif 1),

Il suffit en effet que 8°H (calculée avec la méme relativité que 6H)
soit, tout le long de X,, une forme quadratique (éfinie, par rapport
aux n—m dlﬁerentxelles qui restent indépendantes sur la variété
Py == Fy==_, m=0, pour qu’ on puisse appliquer le raisonnement
classique de 1)1 richlet et en déduire la stabilite de la solution, dont
il s'agit.

Lorsque 6*H n'est pas définie, la considération de lintégrale H= const
ne donne, 4 elle seule, aucun renseignement. Il faudrait alors s'adresser
au systéme (S) et avoir reconrs & la méthode de M. Lia pounoff?).

(=120 ,m)

") Tandis qu’ en géuéral elle est une circonstanee tout i fait exeeptionnelle.

On pent consulter & ce propos, outre les reeherches classiques de M. Poincar¢é
sur les eourbes définies par des dquations-différentielles:

T.Levi-Civita: ,Sopra aleuni criteri di instabilita. Amnali di Matematica.
Ser. 3. T.V, 1901,

R. Cigala: . Sopraun eriterio di instabilitd®, ihidem. T. XI. 1904,

*s ,Sur Pinstabilité de U'équilibre dans cert.uns cas, ou la fonetion des forces n'est
FLERI nmx;mum" Journal de mathématiques pures et ﬂpphquees séme Série. T. II1. 1897,

(12)
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CHAPITRE H.

CANONIQUES — MOUVEMENTS STATIONNAIRES — MOUVEMENTS
A LA ROUTH.

SYSTEMES

§1. Complémentsrelatifs aux systémesde forme
canonigue?).

Prenons en particulier, pour (S), un systéme de forme canonique

dp: —_— oH - dw —i]_{_ ==1,2,0 .., m
(l) T—- ox; ! dt aﬂc ! '

la fonetion caractéristique H étant indépendante de t.,
Supposons en outre d’envisager un systéme invariant

(2) Fi=0, Fy=0,...,Fa=0 (m.< )

de relations en involution, egalemeut mdcpendante\ de # (et distinctes
de H==const).

Comme /= const est une 1nteﬂrale de (1), on peut 'associer aux (2},
et en pov’tnt

() ' ' SH=10

[pour tout déplacement compatible avec (2)], on est assuré, d'aprés les
résultats du chapitre précédent, que le systéme simultané ("), (3) est
invariant vis-a-vis de (1). )

Les hypothéses particuliéres, faites & I'égard de (1), (2) (forme canu'-
nique, indépendance de ¢, involution) permettent d'ajouter que la ¢ on di-
tion (3) nepeut donner lieu a plus que 2(n—m) relations
distinctes entre 1e p et les z, tandis qu'en général elle en
donnerait 2n—m. :

Premiere démonstration

On le prouve trés simplement en s’appuyant sur la nature de la con-
dition (3), qui est invariante vis-d-vis de tout changement de variables
(biuniforme et régulier). On y peut donc envisager comme variables, & la
place des 2, p, 20 leurs combinaisons indépendantes quelconques.

13 Les conelusions se rapportaut aux systémes canoniques ont «.ate' retrmivues et
aénéralisées par M. Burgatti, d’aprés un point de vne entiérement différent. Voyez sa
1;otu dans les Rendiconti dei Lineei du 20 Avril 1902,

13
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Pour les fixer d'une facon convenable, on part de la remarque sunivante:
Dire que les relations (2) sont en involution signifie simplement que

les parenthéses de Poisson
(F,, ) rys=1,2,...,m

sannulent, en vertu des (2) elles-mémes. Mais il est tonjours
loisible d'attribuer anx équations (2) nne forme équivalente

{2 =0, ¢=0,...,0.=0,
telle qu’ on ait identiquement
(_(Pr,%)"-:o- (rhe=1,2,...,m)
Ceci posé, on prendra d’abord pour variables @, @,,..., ¢, et n—m

antres fonctions indépendantes

7] U=mmH4-1,...,n)

en involution entre elles et avec les premiéres, ce qui est bien possible, et
dans une infinité de maniéres.

I1 est encore possible d'associer & ces fonctions ¢, » conjuguées

Wi (=1,2,...,n)
{déterminées 4 une constante prés) telles que la transformation entre les
piy e, et les @q, y; soit de eontact 1),

Le systéme (1), 4 la snite d'une telle transformation, reste canonique
avec la méme fonction caractéristique H (exprimée, bien entendn, par
les @, y).

Ayant alors

. dp; _  8H  dy,  oH _
{l) W—_W’ -*—dT—-——a}p—i’ (7=1,2,..,,n)

I'invariance des (2) [plus précisement, celle des équivalentes (2] se traduit
dans ce fait analytique que .

ﬁfi oH oH
B, oy T Ay,

~‘annulent toutes en vertu des @".

) Voir, pour toutes eces assertions, Vouvrage de M. Goursat
T'intégration des équations anx dérivées partielles du premier ordre®,
de la Theorie der Transformationsgioppen® par Lie-Ea gel

nlegons sur
ou le second volume

[623)
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Ceci posé, il est bien clair que la condition (3) n'entraine plus que

2 (n—m) relations entre Puszs @miz, .oy Pus Wiy Way oo ., P, SAVOIT
. ‘?H=LH=07 G=mti,..,m)
dp; By

le trait superposé indiquant qu’ on a posé @q= oo =gn=0, ¢est-

A-dire qu' on tient compte des (2).

C. Q. F.D.

Seconde démonstration.

Je vais indiquer aussi une démonstration directe,. qui n".exige aueun
emprunt & la théorie des transformations.de cox}tact. J ’aaoute‘ral toutefois —
pour éviter mne petite discussion — la restriction non es.sen‘tlel‘le que les m
relations données (2) (indépendantes par hypothése) soient résolubles par
rapport & m des p:py, Py,...,Pn Dar exemple.

On peut alors prendre les (2) sous forme résolue, en les supposant
préalablement remplacées par

) = 12 e W)
{2") Dr="1r Dut1, Pmi2 yoeey Pry &y Tay ooy, Fa) o U=02,0eem

Tes différences p,— f» sont encore en involution, d'aprés un lemme bien
connu 1), dés qu’ il en était ainsi des F. .
Posons, pour deux fonctions quelconques T, T,

N [8U 4T aU 8y
{ LT’ V } =Zj(8pj 79’%_,_-_ Bmf 3pj ) ’
w1
Tes conditions
(pr—"fr ps— 1) =10
se réduisent &
y af afs = re=1,2,...,m})
@ e ey

Jai employé le signe = pour mettre en évidenc'e qu’ i.l s’a’gi't d’}me identltdé:
il n’y a plus en effet a tenir compte des (2 "), puisqu’ il o'y a pas de
pr(r==1,2,...,m) dans les premiers membres des ). ' .

T1 nous faut exprimer aussi que les relations (2) sont invariantes.

\

¢ o jenliére S 2!“
3 Goursat, loc cit. § 62. Ce west qu’ une forme particuliére des (2)

(15)
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En formant, d’aprés (D ép ~, -[% , on est conduit aux égalités
B aH <« H o
(L’)) £ ,H/L,-}—i—./-dh Jp '.T'\. =0, r=1,2,...,m)

1

qui dojvent subsister en conséquence des (2").

Appelons ici encore H ce qui devient H lorsqu” on tient compte des
rvelations invariantes données, c'est-a-dire, en ayant égard & la forme
résolue (2), lorsqu’ on y remplace chaque p,. par f,. )

Les dérivées de cette fonetion . (Dot s ooy Doy &, % L. ) sOLE
évidemment liées & celles.de H par les formules

S_E_'BH i s‘ OH af

oy Ip; s aps Efpj ' A
(6) ” H ' G=m41 ,H. Cy

OH  3H N OH ¥,

\ o 8.1_, AJ ~;)p, o5 B

23
A H $ o aH o
d

M R \ Tps 2wy

Les (6) donnent immédiatenient

m

= oH
VL ={H 1) = X A h i),
1

d'ol, en ajoutant aux (7):

3H = OH [ of.
= HA L= +Hf”+$‘ o Lt 1]

D'aprés (4) et (5), il reste (identiquement, tout p, ayant disparu)

(8) + JI f,,_O (r=1,2,...,mp

aw
Ceci posé, remarquons que la condition (3) équivaut évidemment &
SH=10

(18)
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(sans auncune liaison, désormais) e’est-a-dire, sous forme explicite, aux équations

AT Hyig 3

§ W—O, 791*_0 U=m=im+2 ...,m
SH ={ . r=1,2,...,m)
m’L'r .

Les m derniéres sont bien une conséquence des autres 2 {n—m), Caprés (8).
C.Q F.D.
§2 Rappeldesrecherchesde M. Routh.
Considérons un systéme matériel holonome, a liaisons indépendantes
du temps; appelons ;, @,, ..., les paramétres indépendantes fixant la
position du systéne, et .\uppn%m avec M. Routh, que la force vive T

. . dax;
(fonction quadratique des z';= ar dont les coefficients sont en général

des fonetions des x) soit indépendante de quelques unes des »: de
Wy, Lo, ..., ¥, Par exemple.

Sile potentiel U des forces appliquées est également indépendant de
Lyy Ty yuns , les équations du mouvement admettent oc®” solutions par-
ticuliéres tres simples, pour lesquelles @, ... v, (les coordonnées
ignorées, selon I'expression des anglais) sont des fonctions linéaires du
temps, tandis que les antres coordonnées 4 ,...,x, demenrent constantes.
On le met au jour trés simplement en introduisant les moments cin é-
tiques p; (ou variables conjugnées aux ;) d’aprés les positions

. oT )
(9) D=3 (=12,

et en se rapportant & la forme canonique des équations du mouvement. La
fonetion caractéristique n'est antre chose que 'énergie totale
H=T-T,

en y supposant, bien entendu, remplacées les =’ par leurs expressions, en
fonetion des p et des . tirées des (9).

T et U étant par hypothése indépendantes de «, (r=1,2,. , ), il
en sera de méme de H, et les équations du mouvement pourront éire p.a,rta—
gées en trois groupes, comme il suit:.

dp, :

(10) ) jt =103 r=12,...,m

. (Zp,- _ 3}—I_ fl.}('j ___‘3]{ . mmttmas .

(1) at — dm At op JERA LA
de,  oH .

(12) _ﬁ_—sﬁ-— r=12,.. ,m

Prace mat.-fizycz., t. XVII. 2

(1
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Le premier est immédiatement intégrable et donne

pr=2p" (ps° constante arbitraire);
le second, en y posant g, =9 vient & dépendre seulement des inconnues
Py, ayy c'est done un systéme d'ordre 2 (n—ne), apte & les (1éter1niner.. Dés
quon l'ait intégré, la détermination des ., d’aprés (12), se fait par
quadratures.

(leci en général. )

Mais il est bien clair qu’ on a une solution particuliére des (11), en
prenant pour py, 2y des valeurs constantes vérifiant les 2 (m—m) équations

oH

3
a:cj

apj -

=},

15'13) 0 Gm=md1,... 0
(sl tant est qu'elles soient compatibles). Il s’en suivra des valeurs égale-
ment constantes pour les seconds membres des (12), d'olt, pour les z,, des
tonctions linéaires de ¢.

Voila les solutions annoncées, qui; en définitive, dépendent bien de 2m
coustantes arbitraires: les p,° et les valeurs initiales des z,.

Draprés (13), on a, pour ces solutions particuliéres:

OH =0,
compatiblement avec les conditions

Pr=pL. r=12,...,m

A cause de cette propriété de I'énergie totale, M. Routh a appels
stationnaires les mouvements correspondants.

§3. Mouvements stationnaires en général—Mou-
vements 4 la Routh.
* On apercoit bien nettement dans ce qu'on vient de dire Torigine des
recherches plus générales, dont il est question dans le présent mémoire.
Tout d'abord, en se placant avee M. Routh an point de vue, pour
ainsi dive, énergétique, on se trouve amené & généraliser ses considérations
-sur les systémes holonomes, rappelées tout & Ihenre. II suffit pour cela de
remplacer I'hypothése des coordonnées ignorées, cest-i-dire de Pexistence
d'intégrales de la forme particuliére p, = 72, par les conditions (2.
Mais il y a lien de profiter des intégrales connues, pour la recherche
de solutions particuliéres, sans rendre stationnaire Pénergie totale, et méme
sans qu’ il s'agisse de systémes de forme canonique.

(18
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C'est ce que moutrent les résultats du chapitre I.

D’aprés cela, je conviendrai (eu étendant la définition de M. Routh)
d‘appeler stationnair@ tout monvement dun systéme ma-
tériel, qui soit représenté par une selution station-
naire (ansens analytique abstrait envisagé jusqu’ ici).

Comme définition il n'y a naturellement rien & objecter, mais on pour-
rait craindre de perdre en intérét mécanique ce qu’ on gagne en extension
des que 'énergie ne demeure plus stationnaire.

Il n'en est rien, comme on le verra au dernier chapitre par I'examen
critique des eirconstances, qui ont principale influence sur le degra de
simplicité d'un mouvement.

Il serait toutefois déraisonnable de méconnaitre I'importance toute
spéciale du cas de M. Routh et de sa premiére généralisation: soit pour
leurs applications nombrenses; soit pour le plus grand nombre de constantes,
dont dépendent les mouvements correspondants (voir le § suivant); soit
enfin pour la forme particuliére des conditions de stabilité.

Je propose partant d’appeler cette catégorie de mouvements station-
naires mouvements 4 la Routh

En définitive ils sont caractérisés par les hypothéses suivantes:

1-0 I s'agit de systémes holonomes, a liaisons indépendantes du
temps, soumis & des forces, dérivant d'un potentiel. Les équations du
mouvement ont alors la forme canonique (1), H étant I’énergie totale.

2-0 Le systéme de relations invariantes

Fi=0, F,=0,...,Fa=0, i

!

(2

d’oit T'on part pour rendre H stationnaire, est en involution, et lui aussi,
indépendant de f.

Drapres la remarque dn § 1, on est assuré que la condition (3) (tant
qu' il y a compatibilité) conduit & un ensemble de co™ an moing, mouve-
ments & la Routh :

Llarbitrariété augmente naturellement lorsque quelques-unes des (2)
sont des véritables intégrales. Au cas plus favorable (et d’ailleurs plus
important), ofi elles seraient toutes des intégrales, on aura précisément
co de tels mouvements,

Remarque.

Théoriquement on peut toujours par une transformation de contact se
réduire aun cas typique de M. Rowuth, ot les premiers membres des
rélations invariantes données jouent le role de coordonnées ignorées. (est
ce qu’ on a fait dans la premiére démonstration du § 1. II ne faut pas en
conclare toutefois que notre régle, se rapportant & un systéme gunelconque
de paramétres (canoniques ou non), soit dépourvue d’intérét.

9
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En effet le coté essentiel de nos considérations réside précisément dany
la possibilité d’assigner certaines classes de solutions par des moyens simples
(plus simples que l'intégration compléte dn systéme donné): en somme, par
Uintégration d'un systéme réduit d'ordre w—1 (au liew que 2#).

Or la transformation de contact (qui reconduirait & la forme linéaire
de M. Routh) dépend en général d’opérations analytiques d’ordre bien
plus.élevé que m—1. Elle n’est donc pas admissible comme instrument de
calenl, bien qu’ il soit parfaitement légitime et méme convenable de s'en
servir comme instrument de démonstration.

En ligne pratique il y a lieu d’ajouter une autre remarque :

Certains problémes de dynamique comportent de variables, pour ainsi
dire, naturelles (telles que les composantes de la rotation p, q, 7, et lew
cosinus directeurs de la verticale py,,, y;, pour un solide pésant mobile
autour-d'un point fixe; «, v, w, p, g, » pour un solide au sein d'un liquide; etc.).
Dans ces cas, méme si 'on connaitrait ’avance une transformation conduni-
sant aux variables @;, w; du § 1, il y a avantage & I'éviter sous le double
aspect de la simplicité des calenls et de la spontanéité des interprétations.

§4 Réglede Dirichlet—TLiapounoff.

-Pour les monvements &4 la Routh il y alieu de poser la question de
. la stabilité sous la forme plus restreinte que voiei 1):

-Rapportons-nous aux variables g;, w; du § 1 (premiére démonstration).

Sur la variété invariante

{2') =0, Po=0,...,pm=0

on & aussi

’ SH__SH __3H
dpy T dya

ade fagon'que-/7 ne dépend plusque 2 (n—m) avguments ¢;, v, (f==m-1 prees 7).
11 est alors naturel de ne se préoccuper pas de Yy Wa yeoe oy Yar, U
jouentle rilesde coordonnées ignorées et de poser la question e la stabilité
‘seillement:a1'égard-des antres 2 (n—m) paramdtres ¢, vy ).
n-simple inspection de 4*H (dans le cas général, ot elle est irré-
ductible comme forme quadratique des différentielles oy, dw;) permet de
déeider sans ambiguité si la.solution, dont il s"agit, est stable ou instable.

%) “Cest justement la forme adoptée par AL Routh. Ou arriverait d’ailleurs aux
“mémes condlusions en acoeptant la définition proposée récemment par M. M. Klein et
Sommeer feldsdans leur JTheorie des Kreisals. Ghap. V, §6.

%) “Enfreant — il'est presque invtile de le dire—3 Végard de Awi, Ay les mémey
conditions, indiquées pour les Axi dans la définition dn chapitre précédent, § 6.

(20
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On a en effet 1a régle de Diriclhlet-Liapounoff:

Pour la stabilité il faut et il suffit que &H soit
une forme définie.

C’est sans doute une forme de stabilité, olt les variables g, Yy BUX
<uelles nous nous rapportons, jouent un role partienlier. On pent toutefois
reconnaitre si cette stabilité existe on n'existe pas, sans qu’ il soit nécessaire
une transformation préalable de variables, pour passer des &g, pe primitives
aux ¢q . 11 suffit pour cela de remarquer que, tout changement de
variables entrainant une substitution linéaire entre leurs différentielles,
la caractéristique de la forme quadratique 62H n'en reste pas altérée.
Si I'on suppose done de se rapporter & I'expression de 62K en variables
queleonques, on n'aura qu’ 4 vérifier: .

1-0 si la caractéristique est précisément 2 (n—m), auquel cas on
pourra, dans une infinité de maniéres (par des opérations algébriques élé-
inentaires réelles), réduire 62H & une forme équivalente ¢ ne dépendant
plus que de 2 (»—m) arguments;

2-0 " si la forme réduite @ est ou n'est pas définie.

Cest ce qui arrivera aussi pour 82H par rapport aux variables
Op;, Ow;.  En effet les formes réduites ¢ sont tombes équivalentes: dans le
domaine réel, c'est & dire transformables 'une dans I'antre par une. substi-
tution linéaire, réelle. Riles sont donc en: particulier, toutes & M fois,
définies ou indéfinies. Evidemment Texpression de 6°H au moyen des
Oy, dy; nest autre qu’ une réduite particulidre,

CHAPITRE IIL

EXEMPLES DE MOUVEMENTS 4 LA ROUTIL

§ 1. Corps solide suspendun par un de ses points,
a) Solide pesant dans le cas général. On a, avec les
notations usuelles,

1 o N . .
H= 5 (4p* - Bg* + Or®) + P (3% + 73 + 125},

et on connait (en dehors de l'intégrale des forces vive H== const et de
Fidentité géométrique p,? 4 y,° - 7;°=1) la senle intégrale des aires pour
les plans horizontanx
{1 Apy, + By, + Cryy = const.

(20
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Appelons, pour abréger, G, son premier membre (moment des quantités de
mouvement par rapport & la verticale ascendante du point fixe Q).

Dans un mouvement & la Routh on doit avoir dH=0, pour tout
systéme d’aceroissements de p, g, 7, 7y, ya, y5 Satisfaisant & la condition
@, = const, et naturellement aussi & y 2+ 9,2 y2=1.

Posons done

OH — @ 8Gy — A(y 8y, + ya Oys + 13 6p0) =0,

w et A étant les multiplicateurs, & priori indéterminés.
Il vient sous forme explicite

@ P=0y, Q= Wy, Ty
(3) Pro—odp—iy=0, Pyy—oBj—ip=0, Pz—w Cr—Iy=0.

En rédnisant, d’aprés (2), les formules de Poisson

d dy, dy,

T};‘: Yar—r:q, 722_1=}'3P—7’1"1 %': V=P,
on reconnait avant tout que y,, ., 5 sont des constantes. Cela signifie que
la verticale du point de suspension £ occupe une position fixe par rapport an
corps. Ties mouvements en question se réduisent done 4 des rotations autour
de la yerticale de 2; et & des rotations uniformes, puisque, d'aprés (1) et (2),

w (Ay,® + By,> + Cpy%) = const,

et par suite l'auxiliaire o (|| est évidemment la vitesse angulaire) reste
constante.

Ces rotations uniformes sont bien connues. Elles ont été étudiées par
M. Staude?l). Pour retrouver ses conclusions, on n’ a qu’ & discuter les
équations (3). En y remplacant p, ¢, » par leurs valeurs (2), elles s’écrivent
#) A+’ Dp=Pn, (A+wB) =Py, (A+ao'C)y=>"s,
@ott, en éliminant 1 et @?,

{ 7ey Ay, %

Il

i 72, Bra, ¥ 1 0.
I 73, Ors, 2

4 ,,[';'her permanente Rotationsaxen®, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik. B. 113. 1894,

(22)
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C'est 'équation d'un cone quadrique de sommet 2, lien (dans le corps) des
possibles axes permanents de rotation.

(e cone passe par les arétes du triddre des coordoundes (¢'est & dire
par les axes principaux d'inertie, relatifs au sommet), puisque le détermi-
nant g’annule lorsqu’ on y remplace y,, 7, 3, par 1,0,0; 0,1, 0; 0,0, 1.

Réciproquement — on le vérifie sans peine — toute génératrice de ce
cone, dés qu’ on la suppose dirigée verticalement, est bien un axe permanent
de rotation. Il Ini correspond une vitesse angulaire, qui résulte en général
déterminée univoquement, d’aprés les équations (3').

La discussion des cas particuliers (dégénérations du coune, indétermi-
nation de w, ete.), qui peuvent se présenter pour des distributions spéciales
de la masse du corps (c'est & dire pour des valeurs nulles de quelques-nunes
des quantités B—C, O—A, A—B, =,, y,, 2z,) nous entrainerait trop loin. I
vaut mieux de s’en rapporter au mémoire cité de M. Staude.

Il rvesterait toutefois & former les conditions de stabilité, dont
M. Staude ne s'est pas occupé. Je ne m'en occuperai pas non plus, en
we contentant de signaler la question, qui n'exige d'ailleurs que quelque
développement matériel de caleunl.

b) Cas de Liagrange.

On a

4=05B,

o=y =0, (>0

et les expressions de H et de (fy deviennent respectivement

H= {402+ + 0r )+ Pap,,
Gy=Apy + )+ Crys .
11 existe dans ce cas la troisiéme intégrale
r=1, (r, constante),
(ui est bien en involution avec
Gy = const. Y)

) . 0On a en effet, en supposant d’adopter comme variables eanoniques les angles
Q'Ealer &, @, v et leurs eonjuguées pa, pp, Py *

Gy==py, r="D"p,
ol {Gy, ) = 0.

3
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On doit 'attendre, d'aprés le chapitre précédent, & co* mouvements

4 la Routh. Il est aisé de les caractériser. Kerivons la condition de
stationnariété sous la forme :
OH—wdGy — A4 (. 0yy + 72 0ya + 7307:) =0

(0,2 indéterminées), en y considérant dr=0, & cause de 'intégrale r==»,.
Elle donne

(P=an,

a Q= wyy ;

wp—i_‘lyl:(ja

@)+ Ay, =03
Cory— Ay, =Pz, .

Le second groupe, eny remplacant p et ¢ par leurs valeurs wyy, wys,
devient

(@ 4+Dyn=0, (@*+8p=0,
d’oti, ou bien
1-o0 n=r,=0;
ou bien
2-0 I=—0w*.

Dans le premier cas les cosinus directeurs de la verticale restent constants
(r==0, y,=0, yy=o1) et le mouvement se réduit & une rotation uni-
forme (les composantes de la vitesse angulaire étant p =10, g= 0, r=1,)
autour de I'axe de symétrie de I'ellipsoide d’inertie, dirigé verticalement,

Clest ce qui arrive (rigoureusement en théorie, trés prochainement en
pratique) pour une toupie, lorsqu’ on prend soin que I'axe soit dirigé verti-
calement au moment de la mise en marche (toupie dormant e).

Dans le second cas, il reste, en se débarassant de 1,

P =y,
(4 ' ¢=or,
Caory = Aw’, + Pz, .

(2%)

icm°®
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Ces valenrs, introduites dans I'intégrale des aires, donnent
A — Gy Py =0,

In multipliaﬁt par dw* et remplacant 4w, par sa valeur Cwr,— Pz,
il vient

(5) A*w* — A Gy + Poy Cryoo — P2 =10,

ce qui montre que I'auxiliaire w est une constante non nulle ).

II s’en suit, d’aprés la troisiéme des (4), que y, aussi est une eonstante:
Taxe de symétrie du corps (plus généralement de son ellipsoide
d'inertie) décrit done un ¢one circulaire antour de la
verticale.

Mais on peut aller plus avant et reconnaitre complétement la nature
du mounvement, d’aprés les équations (4).

En les écrivant

]7=(0)’1—|L0,
wy; +0,

4—C Pz
o= wy; T (T wy; + “053 ) !

I

q

on met en évidence que la rotation istantanée du corps est la résultante de
deux composantes constantes: I'une autour de la verticale (ascendante),
mesurée (en valewr et signe) par w; l'antre autour de l'axe de symétrie,
mesurée par

A—C Pr
@ + Ca)_o i B O

Il s'agit donc de précessions réguliéres. Leuar ensemble dépend
bien de quatre constantes: », et G5 (ou, si I'on veut, 0 =0 et ys): la
valenr initiale de ¥, (o de y,, ouméme; si I'on veut, de 'angle d'Euler )
enfin la valeur initiale de D'angle de précession v, lié aux variables
P, Qs 7y 1 ¥a, 75 Dar-la relation

dy __ G—Crqy,

& A

1y En effet le terme tout conun — P22, est néyatif. L'équation (5) n'a done aueune
racine nulle; daillenrs elle admet tonjours deux raciues réeltes au moins.

(25)
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qui se réduit a
d

~d7zw.

1730111‘ voir sl y a stabilité, les variables P9,y 8 ocommodes
pour I'étude du mouvement, ne sont pas les plus indiquées. On arrive plus:

{npidement an but, en ayant recours, avee M. M. Klein et Sommer-
feld?), aux angles d'Buler 3, @, w et & leurs dérivées.

Le résultat trés simple est le suivant:

Les précessions réguliéres sont toujonrs stables. Lés rotations autour
de l’ftxe de symétrie, dirigé verticalement, le sont aussi, si le centre de
gra\tlté tombe au dessous du point fixe; dans le cas contra’ire (o rent:re en
particulier la toupie dormante) il y a stabilité alors et alors seulement qﬁe

la vitesse angulaire » . : s
! e angulaire r,, autour de l'axe de symétrie, est assez grande
c'est-d-dire !

¢) Cas dEuler.
:1, B, C étant quelconques, le moment des forces appliquées, par rapport
au point fixe £, est nul. I’énergie est alors purement einétique, et l'on a

1
H= 5 (dp*+ Bf + Or) |

Le momept résultant G des quantités de mouvement, par rapport a Q.
reste constant (en valeur et direction).
La constance de la valenr absolue donne lieu & Iintégrale

G% = A?p* {.p2ge - C79* = const,

y] (A5} \(laboldleQ Ve NS & 1 xquels elle d e l1eu, e

Cherel )b S mouvements a la RO atl U 3
1

p()S()I]Syell (‘/Unfol‘mlte !

SH— - 0@ =0,

en désignant le multiplicatenr par — % A.

11 s'en suit, en développant,

A—4lp=0, 1—B)g=0, 1 —0C)r=0p.

Y »Theorie des Kreisels®, Chap. V. $ 7, page 354 et suivantes

(26) .
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Dans le cas général, ot 4, B, C sont distincts, ces équations exigeut
évidemment que denx des composantes p, ¢, » soient nulles.

La troisiéme est alors nécessairement constante, d'aprés H= const
(ou G==const), et d’ailleurs arbitraire. Les mouvements en question sont done
(toutes et seules) les rotations uniformes autour des axes principaux d'inertie
Fixons le troisiéme, par exemple, et éliminons » de H, en le tirant de

G=A2p*+ B2+ (22,
11 vient

1

H=55

[4(C—4d)p*+ B(C—B)g* — G2},

d'olt (p et ¢ ayant la valeur zéro pour les rotations autour du troisiéme axe)

SH= 1 {4(C—4) 6y + B(O—B) 8. ‘

(Fest une forme définie, pourva que C—.4 et ("—PB aient méme signe. On
en tire la conclusion hien connue:

Les rotations autour du grand et du petit axe de I'ellipsoide d'inertie
sont stables; celles, qui correspondent & I'axe moyen, sout instables.

Examinons maintenant plus de prés s’il y a Qautre profit & tirer des
intégrales, admises par le probléme, qui nous occupe.

Comme on I'a déja remarqué, le moment G est constant, non seulement
en valeur, mais en direction aussi. En le projetant sur les trois axes fixes
£ ,& (qu on peut d'ailleurs choisir arbitrairement) on obtient les trois

intégrales (des aires):
G, = Apa, + By ay+ Or a; = const,
Go= Ap B, + By fs 4 Cr fy = const,
G, = Apy, + Byy, + Cry, = const,

@, 0z ,...,y; désignant comme d’habitnde les cosinus directeurs de & », &
par rapport aux axes principaux d’inertie. .

1 est bien connu que les expressions canoniques de Gy, Gy, 7, ne sont
point en involution entre elles, mais qu’il en est ainsi pour le couple formé avec.

@FF G b G =@
et une quelconque des Gy (i==1, 2, 3).

(27)
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Au couple
(¢ = const, @, == const,

on peut faire correspondre, daprés la position

OH— w06, — 3 186" — 1 (3,85, + yodya -+ padp) = 0
{0, 2 et u indéterminées), co! mouvements 4 la R o uth: lesquels?

11 suffit d'expliciter, pour reconnaitre qu on est justement recondnit
aux rotations envisagées tout & Ihenre. En surplus Uintervention des
variables y,, 7, 7, donne lien aux conséquences suivantes:

I-o I’axe de rotation est dirigé dans Pespace suivant la droite
i 2 75 -(axe fixe des £).  Comme il peut étre choisi arbitrairement, ceci
revient & dire que la direction dans Pespace de I'axe de rotation peut étre
tixée d'avance d’une fagon quelcongne.

Il s’en suit que Uensemble des rotations envisagées dépend bien de 4
constantes: deux pour fixer l'orientation dans Tespace de I'axe de rotation
{qui est un de trois axes d'inertie); et deux pour fixer Ia valenr constante
de Ia vitesse angnlaire et Ia position initiale du corps antour de Iaxe,

2-0  Le critére de stabilité (telle qu’ on doit 'entendre pour-un mou-
vement & la Routh, d'aprés la définition du chap. préc. § 4) est bien celui
qu’ on a tiré tout-a I'heure, en tenant compte seulement de G? = const.

C’est évident, dés qu’ on pense que Gy dépend aussi de la direction
71 72 73, tandis que H et G contiennent seulement 2,9, 7.

Liexpression trouvée pour 82H est déja une forme réduite ©
(& 2(3—2) =2 arguments); il est donc inutile de la transformer davantage
€n se servant de (v, = const.

Faisons remarquer, en terminant, qu’ il 0’y a pas d’'antre maniére
{essentiellenent distinete de celle qu’ on vient de discuter) de combiner Jes
intégrales des aires pour en tiver des mouvements & la Routh.

§2 Probléme plan des troig corps.

Soient Py, P,, P, les trois COTDS;. 1y, 3y, 10, leurs masses; ;, Y15 Xay Y5 les
coordomnées de £, P, par rapport & Py (plus précisément par rapport a un
systéme d’axes de direction imvariable, ayant Yorigine en P)); D1y Q15 Doy Qs

les composantes (par Tapport aux mémes axes) des quantités de mouvement,
absolu de P, P,.

Convenons de désigner par

SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS PARTICULIERES cte. »2(,]_

les trois distances
P =
PP, =
PP,

et supposons {comme il est toujours permis sans altérer les équations dlﬁe)—
rentielles dn mouvement) que le centre de gravité du systéme P, Py, P,

reste immobile. o . )
La somme des quantités de mouvement des trois points Py, Py, P, est

alors nulle, et il en résalte que
—@tr), — g+

sont les composantes de la quantité de mouvement de P,.
On a ainsi, ‘pour les vitesses absolues de Py, Py, P,, les composantes

. 1
~i4m+mL —— (s + %);

7y 1y
By 91
my ’ my
Py 92
ney 7 iy

Qou 'expression suivante de 'énergie cinétique du systéme:

3

v

1 .y - In 1 2 2
'—~T_)““7;{(171+1’z) el + 3 S ) e (2 + )

dx,  dy; . .
11 s'en suit encore que les c.omposantesm—, 7 de la vitesse relative

de P (i=1,2), par rapport & P,, ont les expressions:

do: _peo 1 )
i et~ omy | om, (Pr+ 1),
i=1,3)

(6)

dy: o 1 )
e oy + ny (0 + )

On a d’autre part le potentiel newtonien

Mgy iy |
5 + A

. M N,
(M) L::f{ .

(29)
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{f constante de I'attraction universelle). I'én ergietotale H dusystéme est donc
2

9 H— -1 4 : JEONIE I O SN
O H=T=U= e 0k pd + @t ok )+ 5 X o (402)— T
1

On sait que les équations du mouvement peuvent, étre présentées sons forne
canonique avec quatre dégrés de liberté, H pour fonction caractéristique,

Ly s Xy, Y,

Py 01 » -p‘.‘: @ s
comme couples de variables conjuguées ). Mais nous n’aurons pas & expli-
citer les équations différentielles. 11 va nous suffire de remarquer qu’ elleg
admettent, en déhors de H= const, l'intégrale des aires, relative au plan

du mouvement (qui est daillenrs la seule intégrale connue). Cette inté-

grale, en supposant de prendre comme pole fixe la position vecupée par I
4 Tinstant envisage, s'écrit

9) G = 2.(93.-9; — ¥iP;) = const .
- .

Nous sommes maintenant en mesure d"étudier trés simplement, les oo?
mouvements 4la Rounth de notre systéme, provenant de
SH—wdG =1

{e multiplicateur indétermine), ce qui se traduit, d’aprés (8) et (9) dans les
huit équations:

(] 1
‘ z +'”“‘? (py +p) = — Y,
) My o
{10) <
[t 0= o,
my T i, T ) =0y,

(i=1,2

U
B, Ter=0,

(i=1,9)
oU ’
T[,- —op;=1{,

{11) <

) Poincardé ,Sur une forme nouvelle des &

quations du probléme des trois corps®,
Acta Mathematiea, T. 91, 1897; ou bien , Leg

ons de méeanique oélestet, T, 1, Paris 1905. Ne @6,

(30
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En tenant compte des (6), les équativns (10) se réduisent simplement a

(Z.’D,‘ =
‘ = ey
. =12
{107 ' iy — o
dt !

Linterprétation cinématique de ces formules est bien évidente:

Les deux points P, P, tournent autour de P, avec la méme vitesse
angulaire . )

Il s'en suit en particulier que les trois distauces ry, ry, A, c'est-a-dire
la configuration des trois vorps demeure invariable pendant le mouvement.
Pour la déterminer, on n'a qu’ & tenir compte des (11).

En remplagant, dans les équations (10), wp:, wg; par leurs valeurs,
tirées des (11), il vient

U me | U U )
711 + i C = e 2, =10 (i=1,2
{11a) T ™ ( , -+ 312) + ;% y 1,2)
U m; [ 3T 3U‘} N R
1 il l sty = 0 i=1,7)

{11 b) ayi ™y ( a.‘/x ay& ey ’ (

les (11b) se déduisant des (11a) par le changement matériel de 2 en y.
Sous forme développée, en tenant compte de lexpression (7) de U,
Jéerirai les (11a), comme il suit:

‘ [f( )no;f-:;"ll + i_‘;‘i‘) - CO.")] z + f)ﬂg [;1:2“‘ - -/.%T] Iy = 0 3
12)

( fmy [;1;7—%] z + [f(ﬂloggﬁ—f‘%) ——w”]s@:(),
«n les envisageant comme deux équations linéaires en a3, ., qui, & cause
des (11 D), doivent d’ailleurs étre vérifiées aussi par vy, 9.

On est ainsi conduit 4 distinguer denx cas:

1-0  Les deux systémes de solutions %, @3 ¥, y, sont distincts, c'esi-
A-dire le déterminant x,yy — a5y, ou, si l'on veut, T'aire du triangle
P, P, P,, ne s'annule pas).

2-0 Les denx solutions coincident (ce qui veut dire: P, P, P, en
ligne droite).

Premier cas. Les équations (12), admettant par hypothése deux
2olutions -d istinctes, leurs quatre coefficients doivent étre tous iden-
tiquement nuls.

31 -
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(Geel donne d'abord
1
=

¢est-d-dirve

Py ==y ==

)

aprés quoi les deux antres conditions se réduisent simplement &
(13) w?= --i~.~ (M = mgm—n,) .

On en conclut que le triangle P, P, P, (invariable, comme on lavait déja
remarqué) est équilatéral et que la vitesse angulaire o est une constante,
lice & la longueur A du coté du triangle par la relation (13).

Ues solutions dépendent bien de deux constantes arbitraires: la dimen-
sion A du triangle équilatéral (qui détermine moyennant (13) Ia vitesse de
rotation; on viee-versa); et T'orvientation initiale du triangle .par rapport
4 une direction fixe.

Il est & peine nécessaire d’ajouter que, le centre de gravité des trois
corps Py, Py, P, ayant été supposé fixe, leur mouvement absolu est nne
rotation uniforme de vitesse angulaire w auntour de ce point.

Second cas. Prenons I'axe des z dirigé suivant la droite, ol se
trouvent (4 Pinstant envisagé) les trois corps Py, P, P,. On a alors
y1=y,=0, et il 0’y a plus & se préoccuper des y.

Voyons ce qu'il arrive des . On pent supposer, sans nuire évidem-~
ment & la généralité de la discussion, que P, soit situé entre P, et P, et
que Py Py soit la direction positive de T'axe des z.

On aura

TS, Ta=—2y, A=gi—ay=e 4oy,
et les équations (12) s'éeriront:

m, 1. M, .
‘rlwg____f[ 0+ 1 2 2]'

E( rga)?——:f‘[%

SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS PARTICULIERES ete. 33

@’ol, en éliminant w? et en chassant les dénominateurs,
| Omarb) 132 (e g oy — g () |
J e (Ot mg) 9 (rfe, ) o, PR — g rg? (b )?

Le premier membre est homogene de cinquiéme degré en r, r,

. En divisant
par #® en posant

et en réduisant, on obtient I'équation de I, a grange
(14)  (mybmy) A5 4 (Qmg-h-8m,) A A (mg~-3my) A%
— (43 m,) 42— (2 Mmg+3miy) A — (my-tmg) =0 ,

qui admet une racine positive et wne seule, comme le montrent les signes
des coefficients.

Le. rapport des distances étant ainsi déterming, les deux équations
(12’) donnent nécessairement pour * une méme valeur. En les aditionnant
on obtient cette valenr sous la forme symétrique

. m, m, ny—m,
2 (e . 0 ] 1 2
@* (ryf-15) = — 2
! D=r T 7y? (,"1‘{"’2)2% '
qui met en évidence la réalité de w.

Tei encore on a en définitive co? solutions, demeurant arbitraires une
des distanees et I'orientation initiale de la droite PP,

Stabilité. Sans insister davantage, je me bornerai & rappeler les
résultats, dus, comme on sait, 4 Liouville ) et a M. Routh?),
Le second cas {corps alignés) est toujours instable.

Le premier (triangle équilatéral) peut étre stable ou instable suivant
le rapport des masses; la condition de stabilité étant

2> 27 (mgmy 4 mymy - mymy,)

Y Extrait d'un mémoire sur un cas partieulier du probléme des trois corps®. Journal
de Mathématiques pures et appliquées. T. VIL. 1842,
%) ,On Laplace’s three particles”. Proceedings of the London Mathematical Society,
vol. VI. 1875,
Praes mat.-fizycz., t. XVIL 3
83)
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Bile est bien satisfaite lorsqu’ une des masses (soit #y,) est prépondérante
gtant exemple L 2 ~ L
sur les denx autres ant par p ! My <z1)
8i au contraire les troix masses différent peu, il y a assurément

instabilité.

§8 Renseignements bibliog Laphlque

On trouve d'autres exemples de mouvements & la Routh dans les
ouvrages de cet antenr et notamment dans PAdve mced Part de son traité
de dynamique (cinquidme édition, London:. M a cm illan. 1905; traduetion
allemande, Leipzig: Teubner. 1898).

A signaler encore:

T. Levi-Civita ,Sui moti stazionari di un corpo rigido nel caso
della Kovalewski®. Rendiconti dei Lincei, 5 Mai, 1 et 16 Juin 1901.

G Picciati ,Sui moti stazionari di sistemi olonomi, soggetti
a forze conservative in casi particolari®. Atti dell’ Istituto Veneto.
T. LXI. 1902.

A Viterbi ,Sui moti stazionari spontanei di un solido immerso in
un liquido indefinito®, ibidem. T. LXII. 1903.

CHAPITRE IV,

REMARQUES CRITIQUES.

§1. Exemple élémentaire.

Soit P un point matériel, mobile dans le plan sous I'action d'une force
dérivant d'un potentiel.

Les petites oscillations du point autour d’mne position @’équilibre
stable, peuvent étre définies (aprés un choix convenable des axes des coor-
données) par les équations caractéristiques des mouvements harmoniques

d*x R
—Et7+°)1-$:0’
dt9 —}—-cu:, y =0,

E)
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w; et o; étant deux constantes (réelles), qui dépendent de la nature
de la force.

Les intégrales de ces équations sont
i z=A4 cos(w,t+a),
Yy =B cos(wyt+4),

avec les quatre constantes 4, q, B, 8, qui dmvent étre déterminées par les
conditions initiales.

(1)

~—

Supposons qu’ on les ait fixées d'une facon quelconque, et considérons
la correspondante trajectoire du mouvement, ¢’est-a-dire la courbe C repré-
sentée paramétriquement par les (1).

Elle reste toujours a U'intérieur du rectangle formé par les droites
w =t A4, y =+ B; mals sa nature est essentiellement différente selon que
w; et w, sont ou ne sont pas commensurables entre eus,

Dans le premier cas la courbe C est fermée et algébrique.

Lorsque au contraire le rapport est irrationnel, la conrbe est tras-

cendente et passe aussi prés que l'on veut d’'un point quelconque intérienr
an rectangle 1). Pratiquement elle remplit le rectangle.

. P [&] . savs s . .
On voit ainsi que, pour —w‘—- nombre rationnel, I'élimination de ¢ entre

les (1) donne lieu & une liaison, qu’ on peut voir (je veux dire mettre en
évidence par quelque moyen expérimental). entre les positions, qui seront
successivement occupées par le mobile.

Dans le second cas il n'y a plus de relation physiquement saisissable.
Au point de vue pratique les choses se passent comme 8'il n’existait aucune
relation.

§?2 Relations uniformes en général

Des conclusions analogues s'appliquent aux mouvements des systémes,
dont la position et (par conséquent) la distribution des vitesses dépendent
d'un nombre fini de paramétres: soient @y, 2y ,..., %,.

Supposons ces paramétres accessibles & l'expérience (d'une fagon
d’aillenrs quelconque), et envisageons les équations finies d'un mouvement
dn systéme:

(2) 2= @: (t) (=1,2,u0,7)

Y Voyez par exemple A ppell , Traité de Mécanique rationnelle”, T. I, page 488
(de 1a seconde édition).

@5)
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les ¢, étant bien entendn des fonctions uniformes et réguliéres pendant Ia
durée de ce mouvement.

I’exemple, indiqué tout & I'heure, montre qu’ en général I'élimination
de # ne donnera pas lien & »—1 relations effectives (¢’est-a-dire vérifiahles
en déhors de Panalyse mathématique), mais seulement & un certain nembre,
qui peut méme étre nul. .

Pour donner a cette remarque une forme précise, il suffit Q’avoir
recours 4 une notion, acquive & la science depuis Ganss et Jacobi,
majx beanconp micux appréciée a la suite des recherches mémorables de
M. Poincaré sur le probléme des trois corps. Je fais allusion a la
notion de relations uniformes?), et je vais la rappeler.

Soit généralement un systéme de m < » relations

(2) : .Z"r(.’l)hﬂfn,...7m”)=‘-—0 r=12,..,m

entre Ty, &g, ..., 2y.

Supposons qu’ elles soient vérifibes par des valeurs particuliéres
2", 1y, .., 2a® des z; en langage géométrique plus compréhensif, au point £, .

On dit que le systéme (3) est uniforme an voisinage de P,, vl existe
un domaine 2 autour de ce point, jouissant de la propriété snivante:

Dés qu’ on se donne arbitrairement les valeurs de n—m des 2 (avec
la seule condition qu’ elles appartiennent au domaine D) les valeurs des
autres m restent déterminées par les équations (8) dune facon
unique.

D apreés cette définition, les remarques précédentes reviennent a dire
que, parmi les relations entre les z, provenant des (2), il'y a Hen de consi-
dérer tout particuliérement celles qui peuvent former un systéme uniforme.
Supposons qu’ il y en ait m (< n—1) indépendantes, et pas davantage.

Ce nombre m mesure, 4 un certain sens, le degré de netteté du mou-
vement. Le mouvement renssit d’autant mieux caractérisé que ne 'appro-
che de n—1. .

Quant aux autres m—m—1 relations indépendantes, fournies par
Vélimination de ¢, elles échappent complétement & l'intuition, soit géonié-
trique, soit mécanique. i

§3. Systémes mécaniques usuels. Raison de I'in-
térét de lenrs mouvements stationnaires

1) Jacobi lesappelait analytiques. On peut voir & ce propos une intéressante note
historique de M. Sehlesinger ,Uebher den Begriff der analytischen Funktion bei Jacobi®.
Bibliotheea Mathematica. B. VI, 1905.

(36)
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Les parametres, dont on sert ordinairement pour fixer I'état de
mouvement (position et vitesse) d'un systéme matériel sont des longueurs
et des angles.

Désignons en général par 7 un paramétre quelconque de la premiére
sorte, par 1 un paramétre quelconque de la seconde. Les nombres ! sont
naturellement déterminés d'une facon unique pour un état de mouvement
donné; les 4 le sont au contraire & moins de multiples entiers de 2 =,

Il arrive presque toujours, dans les problémes naturels, qu’ on peut
s'arranger de facon que la force vive et plus généralement les intégrales
{vu relations invariantes) connues dépendent algebriquement des 7,
et des fonctious trigonométriques des 1. Les premiers membres se présen-
tent alors comme fonctions algébriques des 7 et des e et il est bien clair
{@’aprés le Chap. I) que toute condition de stationnariété résulte elle méme
algébrique dans les I, e'*,

Les solutions stationnaires vérifient partant un systéme de relations
uniformes!) entre les paramétres physiquement accessibles, 1 et
grandeurs géométriques ?) des-angles 2; tandis que, en général, pour les
autres solutions du probléme, il n'existe pas de relations uniformes ou il en
existe un nombre moindre.

Clest ici la véritable origine de V'intérét, présenté par les mouvements
stationnaires, qu’ on rencontre dans les applications concrétes. Tls possédent
des caractéres de simplicité et de netteté, qui les mettent en évidence parmi
les autres mouvements possibles et les rendent aussi précieux comme points
de répére pour aborder I'étude du cas général.

Nous avons ainsi analysé au point de vue qualitatif la nature des
mouvements stationnaires. On peut se demander §'il n'y a rien de quan-
titatif contribuant & les distinguer. A premiére vue on serait tenté & le
croire en ayant égard aux opérations analytiques, d'olt ils ressortent. Mais
il est aisé de se convaincre qu’ il n'en est rien. )

On vérifie en effet sans peine, pour un systéme différentiel quelconque,
que toute solution, donnée d’avance, peut étre considérée comme stationnaire
(suivant la définition du Chap. I), dés qu’ on ait effectué un changement de
variables convenable (régulier et binnivoque au voisinage de quelque
systéme de valeurs, appartenant & la solution donnée).

Il y a méme plus.

1) A des systdmes de valeurs exceptionnelles prés (points multiples) au voisinage
desquelles on a un nombre fini de branches. Ceci n'infirme d'ailleurs pas les considérations,
qui suivent dans le texte.

%) Je dis grandeurs géométriques, parce que les nombres A présen-
tent au contraire l'indétermination de multiples entiers de 2. .

187)
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Placons nous dans le cas typique de M. Routh, oit Fon a affaire
a un systéme canonique

dp. oH dx; oH

T w0 Ak op 7 E=nheam

H étant indépendant de £.

Un monvement quelconque, défini par ce systéme, peut acquérir tous
les caractéres formels d'un mouvement & 1l& Routh Il suffit pour
cela d’avoir recours & une trausformation convenahle 1).

Padoue, septembre 1905.

Voyez ma note ,Sui moti stazionari dei sistemi olonomic. Rendiconti dei Linect,

17 Avril. 1901.

38)
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K. ZORAWSKI,

Oner Krimmungseigenschaften der Scharen von Linienelementen.

(0 WELASNOSCIACH KRZYWIZNOWYCH CIAGLYCH ZBIOROW
ELEMENTOW LINIOWYCH).

Die Untersuchung der Krimmungseigensehaften eines jeden geome-
trischen Gebildes besteht in der Betrachtung gewisser Halbgeraden, wel-
che Dei jeder euklidischen Bewegung ihre Lage in Bezug auf das Gebilde
nicht dndern, und in der Betrachtung gewisser Girissen, deren Werte bei
Jeder euklidischen Bewegung dieselben bleiben. Betrachtet man eine Schar
von Linienelementen, welche lings einer Raumcurve liegen, dieselbe aber
im allgemeinen nicht tangieren, so konnen die Kriimmungseigenschaften
dieses Grebildes in zwei Kategorien eingeteilt werden. Zur ersten Kategorie
konnen alle solche Krlimmungseigenschaften mitgezillt werden, welche
von der Wahl der Raumeurve abhéngig, dagegen von der Wahl der Schar
von Linienelementen unabhéingig sind, welche also die Kriimmungstheorie
der Raumeurven ausmaclen; zur zweiten Kategorie hingegen alle diejeni-
gen, welehe von der Wahl der Schar vou Linienelementen nicht unabhingig
sind. Mit den letzten Eigenschaften beschiftigte sich A ou s t, der fiir die
genannten Scharen gewisse Grissen wie ,conrbure inelinée*, ,fexion
inclinée“ ete. und gewisse mit denselben eng verbundene Halbgeraden defi-
niert und auf die Theorie der krummlinigen Coordinaten in Anwendung
gebracht hat 1),

9 G R, t.57, p. 217—219. 1863. Annali di matematica. Ser, I, t. §, p. 63—87. 1864;
Ser. II, t. 2, p. 39—64. 1868—1869; Ser. II, t. 8, p. 55—69. 1869—1870, Analyge infinitéai-
male des eourbes tracées snr une surface quelconque, Paris 1869.
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