A. DENIZOT.

PREYGZYNEK DO TEORY( AKSONOMATRYL

(CONTRIBUTION A LA THEORIE DE La PERSPECTIVE
. AXONOMETRIQUE).

Wiadomo, ze ogolng zasads skosnej aksonometryi jest twierdzenie
Pohlkego?), ktére orzeka:

,Trzy proste o dowolnyeh dlugosciach ikierunkach, wyprowadzoue
z jednego punktn na praszezyznie, tworza rzut rownolegly trzech rownych
odeinkéw na trzech osiach uktadu prostokgtnego, odmierzonych z poczgtku
spotrzednych. Jednakze tylko jedna z owych prostych Inb jeden z kgtow,
zawartych pomiedzy osiami, moze sig réwnaé zeru®.

Zakres praktycznego zastosowania 1 wyzyskania tego zagadnienia jest
wprawdzie bardzo maly: w znanych perspekiywach nie bierze sie ani do-
wolnyeh wielkosei osi, ani dowolnych katow osi; rozstrzygajg tu badito
wzgledy przeprowadzenia wygodnej i praktyczne] konstrukeyi, badzto dg-
zenie do wywolania harmonijnego wrazenia przedmiotu. Nadto zaznaczyd
wypada, ze perspektywy uzywane nie sy dopiero wyplywem rozpoznania

'y Podlug podan H.A, Schwarza (Crelle, 63 p. 309, 1864) Pohlke sformuto-
wal to twierdzenie okolo r. 1853, lecz oglosit dopiero T. 1860 w pierwszem wydanin swoje-
go dzieta ,Darstellende Geometrie“. Wydanie czwarte. Berlin 1876. str. 109. Literature,
dotyezaca twierdzenia Pohlkego zestawit Fr. Sehilling, Zeitschrift f. Math. w
Phys. 48, p. 487, 1903.
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et

-ogdlnego twierdzenia, tylko istnialy juz przedtem, podyktowane potrzebg
i bezpodrednig wyobraznig.

Z tego punktu widzenia nie zachodzilaby potrzeba zastanawiania sig
dluzej nad powyzszem twierdzeniem. Atoli to ogélne twierdzenie narzues
rézne zasadnicze zagadnienia, ktorych rozpatrzenie jest celem niniejszej
LOZprawy.

Dla calosci podaje najprzéd szkie dowodu twierdzenia Pohlk e g o.
Waobec licznych prac, zajmujgeych sig tym przedmiotem, nie moge twierdzié,
Ze rozumowanie moje zawiera mysli nowe; zblizam sie poniekad do dowudu, po-
danego przez Reyeg o'); jednakze sposah praeprowadzenia mysli zasadniczych
jest—o ile mi sig wydaje—prostszy, anizeli w istniej geyeh dowodach.  Na-
stepnie rachunek, polegajscy na poprzedniem rozumowaniu geometrycznen,
daje w nader prosty sposdb pewien wzér Pohlke g o, wykazujgey zwig-
zek pomigdzy stosunkami skrocen osi a katem nachylenia promieni wzgle-
dem tla; dalej otrzymujemy wzory, ktore pozwalajg wyznaczy¢ z danego
ukladu osi na tle kiernnek promieni. Réwnoczesnie okazuje sig, ze stosun-
kéw skrécen nie mozna—jak nieraz sie utrzymuje—przyjaé dowolnie, tylko
s3 one zalezne od pewnego spéiczynnika, ktory w sposob jednoznaczny z da-
nego ukladu osi wyznaczyé mozna. Celem dalszego badania jest—i to na
podstawie wyprowadzonych wzordw—wyznaczenie ukladu osina plasz czyznie
prostopadiej do promieni, ktérych rzutem skoSnym jest dany uklad osi na
na tle; zarazem poznajemy prosty sposéb wykreslenia osi powinowactwa
Wzajemnie przynaleznych plaszezyzn rzutéw skosnyeh i prostokatnych.
Takie zestawienie obydwoch rzutow, nalezgeyeh do jednego i tego samego
peku promieni, daje nam dopiero wlaseiwg mozno$é poréwnania utworéw,
powstajacych przez obydwa rodzaje rzutéw.

Na koniec podaje przyklad, dotyezacy znanej perspektywy kawaler-
skiej i to w oswietlenin przeprowadzonych ogélnych badaf.

§ 1. Twierdzenie Pohlke g o nie jest ziaezone z warnnkiem, ze
odeinki, ktérych rzutami sy jakiekolwiek trzy proste, wyprowadzone z jed-
nego punktu na plaszezyznie, sa réwne i odmierzone na osiach wzajemnie
prostopadtych. Dowéd tego twierdzenia moze byé przeprowadzony dla nie-
réwnych odeinkow i dla dowolnego ukladu osi.

Niech bedg zatem (fig. 1) w praszezyinie 0,X., 0,7,, 0,2, osi aksono-
metryczne, a (fig. 2) OX', 0¥, 0Z' (trzy réwne lub nieréwne) odeinki na
osiach jakiegokolwiek uktadn osi spéirzednyeh; stawiamy sobie zagadnienie:

Yy Th Reye, Vierteljuhrssehrift der Naturforsehenden . Gesellschaft in Zﬁrieh,»

11, p. 850, 1886. ‘Zeitsehrift £ Math. u, Phys. 12, p. 433, 1867,
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‘Wykresliéc na pewnej plaszezyinie rzut skosny danego ukladu osi
O(X'Y"Z') w ten sposob, aby rzut 0/, (X', ¥.Z",) by} podobny do danego ukla-
du osi O(X,Y.Z,); albowiem mozemy nastepnie uklad O(X'Y'Z") w odpo-
wiedni sposob tak zmieni¢, aby uklady O'.(...} i O.(...) byly identyczne.

Rozwiyzanie tego zagadnienia uskutecznimy: l-0 wyznaczywszy kie-
runek promieni rzatdéw, 2-o znalazlszy polozenie plaszezyzny rzutéw (tla).

ADy znales¢ kierunek promieni rzutdéw, wyznaczymy w plaszezyznie
przesunietej przez punkty X', ¥V, 2 punkt O, ktéry z punktem O, danego
utworn 0, X, Y, Z, jest w zwigzku powinowactwa. Niech proste O, X,
0.Y., 0.7, przecinaja boki tréjkatn X, ¥, Z, odpowiednio w punktach
4, B, C; wtenczas punkt ¢ otrzymujemy jako punkt przeciecia dwu pro-

e
Fig. 1. Fig. 2.

styeh, np. X.'1 Y8, przyczem punkty A'i B’ na bokach ¥Y'Z' i Z'X’ tréj-
kata X177 sa wyznaczone na podstawie stosunkow:
4Y _ AV, BZ _ BZ
A7 T Az, | BX T BA.

Zadany kierunek promieni rzutéw jest nasiepnie wyznaczony przez
kierunek prostej OO, laczacej poczatek O ukladu O(zyz) z punktem .

W celu rozwigzania drugiej czesei naszego zagadnienia, t.j. wyzna-
czenia polozenia tta, przesunmy przez promien OU'=I1i punkty X', I”? Z',
wzglednie 4', B, O, plaszezyzny =z, 7y, 7. 1 wezmy pod uwage pgwsm{y
w ten sposib pek plaszezyzn Iz, 7, m....). Uwazajmy nast;gpI}le proste 0.,
0. T, 0.Z, jako trzy promienie, wyznaczajace pek- promieni O, Yu, 2.e..),
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jednokreslny wzgledem peku plaszezyzn ! (s, my, 7,...). Rozumowanie nasze
sprowadzamy przez to do rozwigzania znanego zagadnienia:

Majge dany pek plaszezyzn [ (m,...) i pek promieni. O, (%,...), sprowa~
dzié te utwory do potozenia perspektywicznego.

W tym celu?) przecinamy pek /(s....) plaszezyzng II,, prostopadty do
osi ! podiug peku O, (z,, %, 2p,-.) 1 Wyznaczamy promienie odpowiednio
prostopadte g, i 7, tudziez g, 1 7, WtWordw Oy (%e, Yo, Zupe) 1 Oy (g, 1oy Zgyee.)-
Jak wiadomo, otrzymujemy nastepnie dwie plaszczyzny 7L, i Il, o poloze-
niu symetrycznem do osi /, przecinajgce pek plaszezyzn 7(...) poditug pekéw
'a; @y s Ya; , 2ap ), Drzyezem punkty X', ¥, Z,, (=12 przedsta-
=1,2
wiajg sie jako rzuty réwnolegle punktow X', ¥, Z° w kierunku pro-
stej I. Z réwnosel kgtow << ¥’y 0’y £'v=<Y, 0, Z, i t.d.izuwagi, Ze utwory
0(Xy Y0, Z,) 10,(X,Y,2,) 83 wzajemnie w zwigzku powinowactwa, wy-
nika podobiedstwo tych ntworéw. Jezeli jeszcze na osiach ukladu O(z,v, 2)-
zamiast OX', 0¥, 0Z' odmierzymy odeinki 0X, 0T, 0Z i to wedle stosun-
kow

! 77
OuXe 0K 4 a.,
ox’ 0xX
natenczas otrzymamy w plaszezyznach I, i IT,, utwory, zupelnie identyczne
z utworem danym O.(X,¥.Z,). c. b. d. d.

§2. W poprzedniem rozumowanin obralismy, jako punkt wyjscia,.
dowolny uklad osi w przestrzenii, wyznaczywszy kierunek promieni wzgle-
dem tego ukladu, wykazaliSmy nastepnie w spos6b syntetyezny istnienie
dwéeh plaszezyzn IL, i IT,, . ktére czynia zado§é warunkom zagadnienia.
Przyjmujac zatem plaszezyzng papieru jako tto rysunkowe I7, przedmiotu,
w ktorej poprzednio scharakteryz.wane kryjasie dwie plaszezyzny I, i 1,
tem samem winniSmy przyjaé istnienie dwu kierunkow promieni, z ktérych
kazdy wyznacza rysunek na tle, jako rzut dwéch rownyeh przedmiotéw
0 symetrycznem polozenin do promieni.

‘W nastgpnem badaniu, stosownie do jednego tla, przyimujemy tylko
Jjeden kiernnek promieni i jeden przedmiot w przestrzeni.

Osi ukladu, z ktorym przedmiot Igczymy, przyjmujemy raz na zawsze
wzajemnie prostopadle i odmierzamy na nich odeinki 0X, 0Y, OZ réwne
odeinkowi jednostki ,,2", ktoryeh rzuty na tle sy 0.X,, 0.Y., 0.Z,.

) Zob. M. Liazarski, Zasady Geometryl wykreslnej, Lwéw 1903, tom I, str. 8.
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Stawiamy teraz pytanie: Pod jakim katem padajg promienie rzutéw
na to?

Niech beda:
0y, Gy, 03 katy, zawarte pomiedzy promieniem rzutéw I a osiami
0X, 07, 0z,
OoXo=p1, O Yy =p,, 0,Z,==p, rzuty prostokatne jednostki
"7 w plaszezyZnie IT;
0.Xa =9, 0¥, = ¢y, 0.Z, ==y, odpowiednie rzuty skosne na
tle I1,;
X IO Z, =&, <4 O X, =1y, €X,0,T,= o3
@: IYaOuZuzf, %,:ZanXa=7?, {Xﬂ{)aznzc-

Stosunki x; = f— wzglednie 1, = % (&==1, 2,3) nazywad bedziemy sto-

sunkami skrocen rzutéw prostokgtnych, wzglednie stoswnkami skrocen (lub
przediuzen) rzutow skosnych.
Mamy najprzéd zwiazki:

2= 6 §in o, 1)
skad wynika znany zwigzek:
P2t m? =202 2)
wzglednie:
2 #a? #y® =2 (2%)

Oznaczmy przez t; katy, zawarte miedzy p; 1 ¢;, a otrzymamy:
Pi==10: COS T;. (3)
Utworzmy sume kwadratéw zwiazkow (8), przyczem piszemy:
cos *r;=1 —gin *z,,
to, przy uwzglednienin wzoru (2), bedzie:
20% = (g + 9* -+ @) — (¢ sin *r - gy’ sin * o, - gy%sin 2 7). (4)

‘W celu uproszezenia tego wzoru sprowadzmy praszezyzne I, wzgledem
1II, przez przesuniecie rownolegle do takiego polozenia, aby punkty 0.1 0,
tworzyly jeden punkt O, tak Ze prosta », podlug ktorej plaszezyzny Il i 11,
sie przecinajg, czyli o powinowactwa utwordw 0,X.1.Z. 1 0.X,Y,Z,
przesunigta bedzie przez punkt O, (fig. 8).

Beda wtedy

ly=qisin (5}

o

Prace mal.-fizycz., t. XVIIL .
(65)
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prostopadle, wyprowadzone z punktéw X,, ¥, Z, na plaszczyzng I1, i prze-
bijajgee te plaszezyzng w punktach X, ¥, Z. o

Niech ¢ oznacza kgt nachylenia plaszezyzn II,1 Il i niech beds §;
prostopadte, wyprowadzone z punktéw X, I7, Z, do osi powinowactwa 7,
przyczem D; oznaczaja spodki tych prostopadlych; bedzie:

Ty == d; tge, (6)
skad wynika:
B By TP = (82 0,0 4 8,9 g o @

Z trojkatow XD, 0,1 t. d. mamy:

S2=p2— 0D it d (8)

Fig 3.

Odeinki OpD; zas sg rzutami prostokgtnemi odcinkéw OX, 0Y, 0Z na
prostg r; z uwagi tej wynika:

Oo Dl2 '{_6;7);2 + 00 D32: a?, (9)

A zatem z trzech réwnan (8), przy uwzglednienin réwnania (2), wy-
nika:
32 -E 8,24 8, =t (10)

(68)
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Powracajae do wzordw (7) 1 (4), otrzymamy:

=g+ 9 + g7 —a’tgly, 1
¢zyli, wprowadzajgce stosunki skrécen:
tgfp =27+ 40+ 42— 2, (11#

§3. Wazdr ten, podany po raz pierwszy przez Pohlke gol), wy-
kaznje zwiazek pomiedzy stosunkami skrocen a katem nachylenia ()
plaszezyzny I7, do II; lub tez katem (90°—g), pod ktérym promienie rzutéw
wzgledem tla sy pochylone. Podwojng wartodé na tgy wskazuje dwie plasz-
ezyzny IL, i II,, , wzglednie dwa kierunki promieni, o ktérych wspomnieliSmy
na poczatku poprzedniego ustepu.

W mysl zagadnienia Pohlkego mozna przyjaé dowolnie osi akso-
nometryczne co do kierunku (&, 5, £) i dhugosei (9., ¢», ¢;), natomiast wybdr
stosunkéw skrdceh (i, 45, 43) nie jest dowolny. Jezeli przyjmiemy np.
A= %, Ay = V_lﬁ’ 1= % otrzymujemy, wedle (11%), tgp = ¥—1, cozna-

2 9 2
czy, ze obraliSmy falszywie powyzsze skrécenia. Popelnia sie wiec niedo-
kladnosé, jezeli sig bez ogrodki twierdzi, ze przy aksonometryi skosnej rzu-
ty osi nie tylko co do kierunku, ale i co do stosunkow skrocen mogg byé do-
wolnie przyjete.

Zwiazek pomiedzy stosunkami skréceni (4) a przyjetemi osiami (9))
Jest raczej nastepujgey:

Jesli dane sy dlugosel osi, to réwnoczesnie jest znany tylko stosu-
nek stosunkéw skrécefi; njechaj nim bedzie:

Aythythy==m 1y my,

~

gdzie m; uwazamy jako liczby calkowite (dodatnie), kiére, w mysl ogolnego
zagadnienia, dowolnie przyjaé mozemy iktore nazywaé bedziemy liczbami
skrodcen. Natenczas:

Ai== gy,

gdzie o oznacza pewien (dodatni) spélezynnik; przytem wzor (11%) zmienia
sie na:

tg?p = g (m,? 4 my? + my?) — 2. (11%#)

1) Pohlke, Darstellende Geometrie. Vierte Auflage p. 112.
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Aby tedy stosunki A ikat ¢ byly znane, winnismy wyznaczyé spot-
czynuik o. Sposob, w jaki to uskutecznié mozna, podamy pozniej.

§$4. W celu wyprowadzenia dalszych wnioskéw z ogélnego twier-
dzenia, wesmy pod uwage przekrdj prostopadly (/7)) pekn plaszezyzn
! (s, 7y, 7). Trojkat 2,0, 1, jest przytem prostokgtnym rzutem troj-
kgta Z0Y; katem nachylenia plaszezyzn obydwéch trojkatow jest kat, za-
warty miedzy prostopadlemi do tych plaszezyzn, a wige oy; zatem otrzy-
mujemy jako wyraZzenie na podwojny plaszezyzne A Z,0,Y, 1 w podobny
sposéb na A T0,X;1 A X,0,Z:

Pa Py Sin &g = a® cos gy,
Py sin 5 = a® 008 0y, (12)
Py pe Sin L, = a? cos ay.

"Uwazajac za§ A Z,0,Y, jako rzut prostokatny tréjkata 7,0,7Y., otrzy-

mujemy:
M ppsingy=1q, ¢y sink. cos @,

Py Py 8Dy = ¢y g, siny . cos ¢, (13)
pp-sing, =09, q,8in ¢. cos g.
Pierwsze wzory (12) prowadzg do znanych wzoréw Weisbacha

na aksonometrye prostokatna.
Uwzgleduiajae wzory (1), piszemy:

- /0 2
coso; = V1 —sintg, =]—“—al’_' \
czyli na podstawie wzoru (2):
a* coso =5 Vip 412" +03°) (=0 02" + 1. (14)

Wigzemy (14) z (12) i otrzymujemy znane wzory; po wprowadzenin

- i .
za§ stosunkéw skrocen %, = —‘?a’— , bedzie:

sin g, = PP Vioe® a6, ~foty) (—2* + 2, #5%),

- 1 — 5o : _ -
sing, = S Vi® 4 90 =+ ) (oo T — 2 =+ 2,7), (15)
. 1 3 3 3 5
sin g, = T g Vi + 2 4 24) (Foe, T F g — #°).

(68)
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Polgczenie wzoréw (12) i (13) prowadzi do nowych wnioskéw. Z wzo-
row tych wynika szereg réwnan:

a? 5 ¢s8iné g ¢psing gy gy Sing (16)
cos ¢ cos o, COS 0y cosoy;

Istuienie tych réwnan jest tylko mozliwe pod warunkiem Tréwnoczes-
nego istnienia stosunkow:

sing sing sin{

€0S 0, : COS G, : COS Gy = :
N 9 ]

(17

Azatem: Dostawy katow promieni s3 proporeyonal-
nedo ilorazow wstawkatow, zawartychmiedzy dwie-
maosiami aksonometrycznemi, przez of trzecig?)

Zagadnienie to pozwala z danego uk}adu osi na tle wyznaczyé kieru-
nek promieni wzgledem osi przyjetego uktadu, do ktérego punkty przedmio-
tu sie odnoszy.

§ 5. Powrdémy do dowodu twierdzenia Pohlkego iprzypomnijmy
sobie, ze tam wyznaczyliSmy w inny sposéb kierunek promieni. Biorge pun-
kty przecigcia 4, B, C danych osi na tle z przeciwleglemi bokami tréjkgta
X, T, Z,, znalezli$my odpowiednie punkty 4’B’ ¢’ nabokach AX' Y2’ (fig. 2).
Wprowadzamy zatem do rozumowania nastepujgce stosunki, dane na tle
przez polozenie osi aksonometrycznych:

{18)

Wedlug tyeh samych stosunkdw dzieli punkt O’ proste 4'X", B'Y", G2’
trojkata X'Y' 7. Wyprowadimy z punktu O’ prostopadls O’ D' = 2" do
plaszezyzny OX'Y', a otrzymamy z A ¢'(/ Z' stosunek:

OIDI' _ GI 0,
20— ¢Z
czyli:
a = M

1) Wzor (17) zachodzi w innym zwiazkn w pracy H. A. Schwarza 1 c.

(69)
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Otrzymujemy zatem na spoirzedne punkin 0"
& =auy, Y= apy, =& =au, (19)

Na podstawie tych wartosei wynika wyrazenie na odleglosé punktu 0’
od poczatku spolrzeduyeh O; bedzie:

a kierunek prostej OO0, t.j. promienia rzutéw, jest wyzuaczony na pod-
stawie wyrazen:
z' . .
cos o= o = e it 4, (20)
V® =+ o

czyli
COS 0y : COS Gy : GOS 0y == iy : Uy * [y, (21)

Stosunek wartosei (18) wyznacza wiec stosunek dostaw kieranku pro-
mieni rzutow.

Uwazajge stosunki py, uo, s jako dane, mozemy wyrazié przez nie

Np. otrzymujemy na wstawy ka-

i inne poprzednio wyznaczone wielkosei.
W &, 1y, Lot
p? o gt o y?
T 22
i V (w® ‘f‘ #®) (g Hs?) (22)

_cosg,

sin £, =
h siu o, . sin g

i podobne wyrazenia na sin #, i sin £,

§ 6. Jezell na osiach O, Oy, Oz naszego prostokatnego ukladu w prze~
strzeni odmierzymy odcinki (rys. 4) OM;, OM,, OA,, proporcyonalne odpo-
wiednio do i, —1—,
. Hio My
Jest prostopadia do kierunkun promieni, albowiem wzory (20) wyrazaja kie-
runek prostopadiei do tej plaszezyzny.

Trojkat M, M, A, ktureuo bokimajg stosunek wza-
jemny

W30, TG0, T, — J+»¥.l/ﬂ_+_ ]/ 12+ . ©3)

, to plaszezgzna, przesunigta przez M,, M,, I,

przedstawiazatem trojkat §ladéw przekroju (1) pro-
stopadltego do peku promieni. Punkt 0,, jako rzut
prostokgtny wierzechotka O na plaszczyzne II, jest
wspllnym punktenm przeciecia wysokoseci trojkagta §la-

(70
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déw, przez cordwnoczesnie sg dane kierunki (22) osi
aksonometrycznych na ptaszezyinie I,

§7. Uwaga. Wzajemne polaczenie wzordw (17) i (18) wzgledunie
{21) prowadzi do wzoru:

40, BO, €O, _sinf siny  sing
A%, TBY. 0z T 4 nw
Uwazajmy proste 4X,, BY,, CZ, jako poprzeczne w trojkacie X.Y.Z,,

przechodzace przez wspblny punkt O,, to powyzszy wzdr okreSla pewne
zwiazki metryeczne, dotyezace poprzecznyeh i zawartychmiedzy niemikatow.

Przyktad. Jezeli 0, jest §rodkiem ciezkosel tréjkata, to otrzy-
mujemy na podstawie powyzszego Wzoru:

sinf _ sing _ sing
Tt oty

3

odzie ¢, %, ¢, 0znaczajg linie §rodkowe.
W stosunku do pYaszezyzny II, wyrazaten przypadek rzut izometryczny.

(11)
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§8. Wyznaczenie spéiczynnika ¢. Wzory (12) i (18) w po-

Igezenin z waronkiem

£+ =360, @4

ktoremn katy & », ¢ winny zado$¢ czynié¢, wskazg nam droge, na kiorej
mozemy wyznaczyé spilezynnik o, dotyczacy stosunkow skrocen (§ 8).
W tym celu wyprowadzamy z wzordw (12) i (13) wartosei na wstawy
katow &, g, &
o «?
sin £ =

cos oy . —— . 95
N 'cos @ (25)

Kladziemy w rowunanin (25) wyrazenie na skrocenia:

A= & om;
112
oraz wzir, wynikajacy z (11%%):
1
cos @

=V (m?® + my® }-m %) — 1,

dla krotkosei piszemy:

w2 M2 = m,? .
u:yl—l-z-i-.._ﬁ (26)
o [
a otrzymamy:
. €08 o
sin § =— Hu
. My 1y
. COS 0y
siny = =X )
! My 1y @n
. €08 o
sin £ = ——u
My My

.Dostawy katéw o;, ktére na podstawie wioréw (17) Iub (21) uwaza-
my ga,ko dane, sg niezalezne od spolezynnika o, tak ze jedynie wielkogé u
zawlera ten spélezynnik.

Na zasadzie warunku (24) mamy znany wazér goniometryczny:

&
cosE—}—cosn—i—cosl;—l—alcos—%— cos% cos%-{—lzo. (28)

Wiyrazamy dostawy pokow katéw przez dostawy calych katéw i zamiast

(28) otrzymamy:

cos*8+cos?yfcos?L —2cosEcosgeos L — 1=0. . (29)

(72}
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wzglednie

4sin?&sin?ysin 2Z —4sin?§sin?¢4-(sin2 £ —sin? g+ sin?f)2=10. (30)
Wprowadzajac do tego wzorn wyrazenia (27), otrzymamy réwnanie
na u:

dm,? cos? o, m,? cos? oy — (1,2 082 0, —m,? €08 ? 6, 1,2 COS ? 0,2

e . (31)

4eos?o, cos?o,cuso;
Rownanie, wynikajace z (26):

gl* —(m2— m? )/135)—35 T ut=0 (32)

<laje dwie wartosci na spolezyunik g przekonamy sie jednak, ze tylko jed-

4

xnej warte$el nzyé mozna, Rozwiazanie rownania (32) prowadzi do wzoeru:

.Ql = %_- (m,? + my 2+ my?) + —;— F{my? 4 m? = my)? — 4w (33)

Wazér ten napiszemy w postaci:

0 (m m,? Fomy?) —2A="F g2 V(o ? - myt +my 2P — 4ud. (34)

TLewa strona tego réwnania przedstawia wedle (11**) wartos§é na tg%.

7 uwagi tej wnioskujemy, ze tylko warto$¢ dodatnia pierwiastnika wzoru
(34) czyli ujemny znak w (33) wyznacza warto$é na spélczynnik o. Zatem:
Dowolnieprzyjetym liczbom skrocen m; odpowia-
dajedna jedyna wartosé na spdtezynnik o
Jezeli sg dane na tle II, osi aksonometryczne (g), a wiec zarazem
i liczby skricen (m,), to otrzymamy na stosunki skrocen wartosei:

=g, (35)
2 na jednostke ,a“ wartosé:
o= 5%; (36)
dtugosei osi w plaszezyznie I, beda:
pi= A= —;,%,% . 37)

§9. Wykreslenie ukladu osi w plaszeczyZnie II,. Po-
przednio przeprowadzone rozumowanie pozwala wykreslié uklad osi
w plaszezyznie IT,, jezeli jest dany uklad w plaszezyznie IZ,.

(73)
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Kierunek osi w plaszezyznie II, mozemy obliczyé, postugnjac sig wzo-
rami (15), jezeli poprzednio wyznaczyliSmy x;== sin o; na zasadzie wartosci
dostaw katow o; (17).

‘W sposéh geometryczny otrzymamy katy &, 5,, £, najwygodniej za
pomoca tréjkgta sladéw M, M, M, , ktorego stosunek bokdow jest dany przez
wzor (23).

W celu przeprowadzenia konstrukeyi dobieramy dowolny odcinek e
1 wyznaczamy wielkosci:

AX, e BY, 0z, _

6.2—0:_‘—-——‘—-/1;:%“ e.—BU“ =11y, e.m——ns

jako czwarte proporcyonalne wedlug
A,0:AX,=e:n,, it. d.

Nastgpnie z wyznaczonych odeinkdw »2,, ny, 7, otrzymamy za pomocy
tréjkatow prostokatnych boki tréjkata sladow:

M My =Vat 40,2, MMy =Vny® 4-n;%, MM, = Vn,® + n %

Kierunek osi wykreslamy, prowadzac (ig. 5) z wierzcholkow troj-
kata Sladow (M, M,M;) prostopadle do przeciwleglych bokow.

Odmierzamy nastepnie z punktu 0,, spélnego punktu przeciecia tyeli
prostopadlych, odeinki 0,Xo=p;, 0,Y,=p,, 0,2, =p,, danych na pod-
stawie wzoréw (37), a otrzymamy uklad osi w plaszezyznie I7,.

Z korzyscelg mozemy sie takze postugiwaé sposobami, znanemi z aksono--
metryi prostokatnej ). W tym celu uskuteczniamy klady pewnych plasz-
czyzn (M, OM, it. d.) naplaszezyzne II; nastepnie odmierzamy na kladach
0M;, OM,, OM; odeinki 0 X,, 0F,, 0 Z,, réwue jednostce 224 1wy~
znaczamy rzuty prostokatoe 0,X,, 0,Y,, 0,%,. Réwnoczesnie otrzyma-
my, jak wiadomo, stosunki skroceft, t.j. wstawy katéw oy, 05, ;. Kons-
trukeya geometryczna nadawad sie bedzie mianowicie wtenczas, jesli nie
zalezy na istotuych dlugosciach osi (p,), tylko na ich stosunku Wzajemnyn.

§10. Wyznaczenie osi powinowactwa. Utwory w plasz-
czyznach I, 1 71, sa wzajemnie zwarte osig powinowactwa. Jeden ze SPOso-
bow wyznaczenia tej osi, nadajgcych sie mianowicie do konstrukeyi geo-
metrycznej, wskaznje druga czedé dowodu twierdzenia Pohlke go. Wyzej
rozwinigte wzory umozliwiajg jej wykreslenie takze na podstawie rachunku..
Znajae bowiem stosunek prostopadlych &;, poprowadzonyeh z punktow np..
X, 1Y, do osi powinowactwa, przesuniete] przez O,, znajdujemy na prostej.

1) M Lazarski, L e 102

(7%

icm

PRZYCZYNEK DO TEORYIi t. 4. 15

X, Y, punkt R (fig. 3), jako drngi punkt tej osi, kiéry dzieli odcinek X, ¥,
w stosunku owyeh prostopadtych.

Celem wyznaczenia tego stosunku lgczymy wzory (5) i (6) i otrzyma-
my na prostopadle:

— L (38)

S
0
Fig. b
Zwazmy, Zze:
COS T = ——:— = 7:#
a bedzie zamiast (38) B
1/,22 — i .
o= 1 (39¢
& tgep 29
(75)
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16 A, DENI1ZOT.

. o . .
Ktladac w réwnaniach (39) x;=¢Z’—, /1,-=7i'— jako wartodel znane,
otrzymamy na wyrazenie szukanego stosunku:

8110y 8y = VT — VI — g : Vi — 2, (40)

§11. W rozprawie ,Grundziige einer allgemeinen -axonometrisehen
Theorie der darstellenden Perspective* podaje Hauck!) przy zastosowa-
nin ogdlniejszej teoryi do rzutéw réwnoleglych, oprécz wzorn (11%%), sze-
reg innych wzoréw. Pod pewnym' wzgledem wyniki przeprowadzonego
w niniejszej rozprawie rozumowania sg W pewnej sprzecznosci z orzecze-
niami wspomnianego autora. Z badaf jego nie wynika, Ze spélezynnik o,
zachodzacy we wzorze (11%%), posiada tylko jedne warto$é. Nadto zachodzy
tam wzory, zalezne nietylko od stosunkdéw skroced, lecz jeszeze od pewnych
pomocniezych wielkodei, nie zachodzacych we wzorach naszyeh, ktére sa
niejako wyodrebnione z pod zaleznosci od zagadnienia Pohlkego. Wyka-
zuje sig, ze te wielkosei pomocnicze sato odeinki, wyznaezone przez tlo
II, na osiach Oz, Oy, Oz. Jest widoczne, ze jezeli wyrazi sig te odeinki
przez wiélkosei, przyjete w naszej rozprawie, natenczas zniknie niezalei-
u0$¢ owych wzordw od ogbdlnego zagadnienia.

§12. Zastosowanie. Poprzednio przeprowadzone rozumowanie
stosujemy do pewnego przypadku perspektywy kawaleryjskiej, najprostsze-
go przykladu aksonometryi skosne].

Fig. 6.

) G. Haueck, Zeitschrift fiir Mathem. u. Phys. 21, p. 81, 1876.

(76)
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Jako dane bierzemy (fig. 6) dlugosei osi (w dowoluej jednostee):

0X=g,=1, 0T=0 =+

, 0Z=g,=1,
tudziez katy aksonometryczne:
E§=45", n=90°, &= 225%
przyjmujemy zatem jako dane rdwnoczesnie liczby skrécen:
my=2, my=1, my=2.

Dla kierunku promieni o, , 0., o, wynika z wzoru (17):

sin 45° sin 90°  sin 2259

CUS 0y 108 G 2 QU 0y == g & ¢
1 . 5 1
re 19
Bedzie:
€08 0, = == 0,316; ¢08 0, = — = 0.894: €08 03 = —= — 0316
=== y = —= = 0,004; €08 03 =—_= == (),316.
Yy T R IR Y

Do tego samego wyniku prowadza wzory (20). W tym celu wyzna-
czamy:

A0 0y
M= 4x T Xz ’
_Co 0oy _
=Tz T xz T
Punkt B lezy w nieskoficzonosei; warto§é stosunku g, = %’3—?— = g
oo ’

otrzymamy zuwagi, ze punkt B', jako punkt przeciecia prostych 011 .4C,
jest do punktu B, w stosunku harmonieznym; zatem:

_ B0 _BO _ 1
B = By BY &
7 warto$ei na uy, wa, us otrzymujemy za pomocg wzoru (21) wartosei
na dostawy katow o
Na podstawie wartosei cose; wynika z (31): «*=20, a nastep-
nie z rownania (32), gdy bierzemy tylko pierwiastek ujemny, wynika:

1
o= —i . Zatem stosunki skroceh beda: A, =pmy =1; L, =pm, =

dg == p iy =1; jednostka ,¢* bedzie (36): « = 1; kat, zawarty miedzy plasz-

(77)
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czyznami 17, i IT, bedzie (11%%): tgp =—;—; @ == 36%5; zatem kat promieni

rzutdw do tla: 90 — @ = 63°5.
Plaszczyzna II, rzutow prostok@tnych
Stosunki skrécef:

2 =3Il 6, == 71_6:0’149; #,==sin 62:7% =0,447; xy==sin o= 75 =0,949.

Katy, zawarte miedzy osiami, na podstawie (15) lub (22):

sin e‘;D_V; 3 singy = %é; sinc,,zl/-;—)«

£ = 48°10'; n, = 83040'; £ =228°,10",

2,

Katy te otrzymujemy takie za pomocy tréjkata sladow (3, M, M),
ktorego boki sa w stosunku (23): 3:3: 4.

Diugosei osi (37): py = 0,949; pq == 0,447; p, = 0,949,

Stosunek prostopadiych (40): 8, :8,:6;=1 Vi2 1.

A zatem o powinowactwa r ptaszezyzn IT, i II,, przeprowadzona przez
wierzeholek osi O wzglednie O,, przecina rodek odeinkéw XZwaglednie X, Z, .

(78)
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Uzupelnienie osi na ttach I, i IT, do szescianu daje pojecie o wraze-
niu odtworzonego przedmiotu; poréwnanie rysunkéw wypada na korzysé
rzutéw prostokatnych. ‘

Na koniec podaje liczby, odnoszgce sie do rysunkéw (1-—5), zachodza-
<cych w rozprawie:

£=121°% =05 =144
4 =42, q,=36, ¢;=38.
my =21, my, =18, my=19.
sin 59

€08 0, =T. —7 =0,5413.

Rp— s”llq&’ —0,7330.
Q

e SIT;’“ —0,4103.

7% = 0,005686 = 1.
cos? gy = 0,2930; cos?q, = 0,5387; cos?0, == 0,1683.
2,2 ==0,7070; 2, = 0,4613; »,> = 0,8317.
= 0,841; 2, ==0,679; 2, =0,912.
£, =119%"; 5, =106°0"; £, = 154"5".
u2 =293307; o = 10,0494,
2, =1,038; 1,=0,890; 1, =10,939.
a==20,2.
py=170; p,=13,7; p;=18,57)
tge =0,367; ¢ = 40%55".
8,:0,:8;,=61:575:225.

. Charlottenhurg, w listopadzie 1906.

1) Tréjkat X, ¥,Z, jest narysowany w powigkszonej mierze.
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