Z. KRYGOWSKI.

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS
HYPERELLIPTIQUES EN SERIES TRIGONOMETRIQUES.

(0 ROZWINIECIU FUNKCYJ HYPERELIPTYCZNYCH NA SZEREGI
TRYGONOMETRYCZNE).

L’étude des développements des fonctions hyperelliptigues dn premier
ordre en séries trigonométriques a été I'objet d’un Mémoire trés étendu de
M. P. Appell publié dans les Acta Mathematica (t. XIII, 1890) et intitulé:
»Sur les intégrales des fonctions & multiplicateurs et leur application au dé-
veloppement des fonctions abéliennes en séries trigonométriques®. Ce mé-
moire contient le développement des cing premiéres fonctions de Rosen-
hain (voir L ¢. p. 122):

Pro®w) @) @) | Palnw) g0 w)
Pooo (V1) 7 Fro (,w) T @g (v, ) T @R (0, 0) 7 Py (0, 0)

o, en employant les formules de Weierstrass, des fonctions

_ﬂg# (03, 99) . _ y
(1) 025v(@,2) b (/u =0, 1, 21 3: 4),
qui avec le systéme des fonctions:

P (1, V) .
9 wy \U1,Vs) _ 9 3
(2) 97, ('01,732) 3 (,LL,N—O, 1,2,3,4, u<v)

(21)
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SUK LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ete. 3

forment le systéme complet des quinze fonctions hyperelliptiques fondamen-

: et s’expriment par les formules
tales du premier ordre.
Toutes ces fonctions (1) et (2) s'expriment 4 I'aide des fonctions symé- . - -
triques et rationnelles de deux points (zy, VE(x,)), (@, VIi(7,)) de la. courbe o — l dz . - / dx ’ wfll:#il a .
hyperelliptique " JVFrw)' T ki) .;UV—R(W)
: b=t L as
v=R@)=I(z—a); a>a>e>a>aq, ® i L
k=0 (;_)'1q ———Z‘ — + ZI —=
: JV—Rx) V—h(z)
aux parameétres réels ay,...,a;. Ces formules sont les suivantes: ) y &
: ® sl o xdr e zdz
‘ﬂEqu(’l& '152) (—l)u 5 Wy = —— -L W= | e 'y ==
— i e 23— 20— D )= 2 — ) (== ] B - 1y Way
{}25(1,1’ ) Vli'(agu) ((l-p ) (a_u 902) Cg,u(a—,uv @) (az!_u xz), (,u 0,1,2), } 'a‘V+H(x) 1 V—-}—R(.’L') ,Vw—ff(
' Bui(vy, v4) (=)~ i i wdc . = xdxr
Q) — bl e (g (Ge— =1 (O20—g —Zy ) (Ct2yy —2o): (=1, 2 i = — L —
T R R U S e T R G s ) Wi [ =+ [= =
¥ ey, v9)8 sy, v9) . @—a, VR (x;) _ VR (x,)  (u,v=0,1,2,3 4 uc)
W2 (vg,09) B4(uy, 05) (= 8)? ((By—an) (—ay)  (By—ap) (@g—a,)y P O < f dans lesquelles la racine carrée V4= #(z) se calcule arithmétiquement. De

plus le déterminant
d’olt il est aisé de voir que les dix fonctions (2) ont la forme suivante: ) "

(8 W == 11 Wyy ~ )9l

(aw—my) (1) (Cu—s) (@—25)) est différent de zéro.
Les intégrales normales de premiére espéce ont la forme:

@ Py (v1,4) — (@u—%1) (@u—s) (@y—1y) (0,—Ty) { VE(z) VA (zy) !

B5? (v1,9,) “ (2, —ay)?

Dans cette formule les constantes c,,se caleulent facilement dans
chaque cas particnlier a 'aide des formules précédentes.

9) o, = [ 2200 4, = [LuTou,
Le développement des fonctions (2) ne peut pas étre effectué de la méme - / t ’ 2w VRz) . 2wV R(w)
maniére que le développement des fonctions (1). Pour le démontrer, pre-
nons le systéme des équations hyperelliptiques sous la forme: et le tableau des périodes correspondantes s’écrit:
Ty £
" dmy / Ay —9 9 L, 0, Ty, T,
\ J VE(@) sz(xﬂ) 112+ 2050 0, 1, 7y,
&) “ ol )
, _ ’ .
"z‘:z:idxl s:zzq,dxg WLy == W30y~ Wia@'a1, WDTag == W1y 059 ~— Oy @'yy,
J VR(z,) VE(z,) = Boavy o 2og,, Wy = OTy; = Wap@'yy — 13039 = W1 W'y — Wy W'y
oy o -
olt 2wy désignent les périodes des intégrales de premidre espdce Les périodes . ont des valeurs pulrexiaent. 110agInaires, cest & dire
Tay = iT'ag, 0L T2 est réel, de plus on a les inégalités
(6) dx xdz
VE@) ' JVE@ ’ (10) T > 0, 71y >0, Ty — Ty >0,
) Voir pour ces formules le mémoire de M. Hettnor (Journal fiir roine und ange- qui assurent la convergence de la série générale représentant la fonction
wandte Mathemaitik, t.112,p. 90) ainsique Weierstrass: Mathematische Werke, t. 1IT,p.289. théta.
(22)

(23)
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En posant pour les valeurs réelles de vy, vy

1=

’ +
"92/1 (Ulva)_ _
B5? (v1,v,) Z

() g2aerinyv 20wy,
xS )

(1 oo
(11 o
By (1,02)

Prav) plaing-dwing,
9 7y, ¥
D% (vy,0,) e T

(nng)=—ca
on aura & cause de la relation

o) 1 @
o VR(@,) VE(z,)
les formules

Pw—_ B j ' j T (g —x,) =4 d; da, |
J "ty 460[ P V.ZT——(.’.E]) VR_——(G'&) (a. 1) (a,u .) 1
(12) .
un— __ Cur / (an—2) (au—2,) (a,—;) (av_x{)'. Pz — Az (2.
] e 4wf [ (®y—,) Vit (z) VR (25) (@1, 25) e 4dz, s
ol

A——=2nlni[ Ifmwl - ‘ dle + 272-2:1;@'[ 1 dw, - cl'w?] ,
“a ‘ay ‘u ‘g
. VR ()
P = v
B R [

VE (z,)
(@w—5) (—my) ’

et L;, L, désignent certaines courbes fermées.

Or il est aisé de voir, que dans I'intégrale double de la seconde des for-
mules (12) les intégrales ne se séparent pas, ce qui arrive au contraire dans
le cas de 'intégrale double de la premiére formule (12) et en général dans
tous les cas étudiés par M. Appell.Y) En effet toutes les fonctions dévelop-
pées par M. Appell se réduisent anx deux types: ‘

f(wly Vmﬁ’ 2, V.R(a"r‘;)),f(mh V-R (zlizf;, V/{ (xz)) .

ot la fonction _]:(ﬁ VR (2y); oy, VE (,)) désigne une fonetion symétrique en-
tiére de (2, VR () et (x,, VE (2y)), tandis que la fonction (4) contient au
dénominateur (z,—a,)? et par conséquent est du type différent.

5 veir 1. e: p. 122.

(24)

(13) By 0y e, 1)

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ete. 5

J’ai montré dans une Note, présentée par M. E. Picard & I'Académie
des sciences de Paris (Comptes rendus du 29 avril, 1907), comment lintro-
-duction des intégrales de seconde espéce permet d'éviter cette difficulté.
Depuis, en généralisant certaines formules de M. Weber (J. de Crelle,
t. 74), j'ai réussi & montrer (Wiadomosei matematyczne, t. XII, Varsovie,
1908), que la méme méthode s'applique encore aux cas des fonctions hype~
relliptiques d’ordres supérieurs.

Dans la premiére partie du présent travail nous obtenons pour les in-
tégrales canonigues de seconde espéce dont la tableau des périodes se pré-
sente sous la forme

n ig) {o+1) (20)
(1) 0,.....0,—2ai, 0,0, 0,
(2) 0,.....,0, 0, —2m,...., 0,
(@) 0,....,0,. 0, 0,....,—2ni,

une forme nouvelle et en particulier nous poussons les calculs jusqu'a o=4,

-ensuite nous passons aux formules, qui lient les sommes des intégrales cano-

nigues anx fonctions théta. Dans la deuxiéme partie on démontre, comment
ces formules peuvent étre utilisées pour le développement des fonctions

dlog & (vy,

_______ '_"L“el (g =
v, s la=1

125, 0)

au moyen desquelles on passe ensuite aux fonctions

‘&2“” (Ul 10t Ui’l
T (o)

Ce dernier passage peut étre effectué & I'aide d'une formule de M. M.
Bolza-Baker:

?1og ¥ (v ..., vp)

) glum | lum
T v40ug

O e L f
()
daus laquelle ¢, ¢ désignent certaines constantes (voir Baker: Abel’s

theorem and the allied theory ... , Cambridge, 1907, p. 329). Cette formule
(13) se trouve 13 sous la forme

; . by, b, P2(|udve 4 ubs?)
2 P b b = 4&1_;2)1 I ke
Y

9% (u) ?

-oit I est une certaine constante.
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PREMIERE PARTIE.
1. Intégrales normales de premiére espéce.
Soit
() 1= BE) =t poe £ pae' ot prgt ot g = o—a)

0

I'équation d’une courbe hyperelliptique du geure g, dans laguelle les polyno-
me R(z) a les racines a; réelles et satisfaisant aux inégalités
Oy > 01 2> ou. = Qg1 > Ogpe

Considérons p intégrales de premiére espéce:

. . 1 1
) j“‘l“}'“ﬂm% LU gy, (h=1,2.....0),

olt les coefficients agy , ..., aj,, sont réels et de plus le déterminant:

@

est différent de zéro. Ta surface de Riemann, correspondante & l'équa-
tion (1), est rendue simplement connexe aun moyen des coupures da, 4, ....
gy 0y, by, o, bt

Fig. 1

(26)
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En nommant les modules de périodicité de lintégrale (2) respective-

ment
2011, 20k, o v vy 20k, D00k, 200713, B0 hey (B =1,2, ... 0)

posons:
i=g % =g
Cap e+ ... agxe? .
(4) Z/ Mo VW+ L dm:_—.u;,:22mk,-v.~; (k=1,2....0).
=1 my; =1
On en dédnit
1 r=e
®) vp =50 X @t (B=1,2,....,0)
y=1

{w)ys désignant le déterminant mineur relatif & 1'élément w,q dans le déter--
minant

(6) o=l |

dont la valeur est finie et différente de zéro.)) On a de plus entre les mo-—
dules 2w 4, 2w’y les relations bien connues

y — @ 0y, ) = 0;

@

(1) Moo, @f=1,2,...., 0).

En posant

r=e %
. N [ da A gL Agme
(8) ‘Q. VM fe dl'.:vf; (/3:-1,2,....,@),
=1 ag,
on aura pour dgi,...., Ag,, 'expression suivante:
1 r=e
Wl
® g =55 D (@atys; (@f=1,2,....,),
=1

) La démonstration "de Weierstrass (Mathematisehe Werkm t. IV, Vorlesungen
iiber die Theorie der Abelschen Transcendenten, p. 555 et suiv.) s’applique & wn antre syste-
me des intégrales que le systéme (2); le déterminant (9) diftére de |wez| de Weicrstrass
par un facteur constant différent de zéro. ’

27
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s . 7. KRYGOWSKL'
donne
-et les intégrales 1 . f
2) — = (1+ f1(8) 4 L8 9(5 + +fu(§)+ )
(10) / 4«41 —i_-Aa? z —[— + -Aaa.’b? d.’.l}; (,a= 1’ 2’ - 9) :I/(x——E)

VR(x) o
) ott fi(z) est le polynome
sont normales. Le tablean des périodes des intégrales (10) s'éerit:

(3) ful@)=a" 4 Bar=1 4 . Bz —+ B
() (ag) g ) (5 (b) appe P
O N T R S En différentiant (1) par rapport & x on anra
0\17""10712171221-“'71'.’01 Zl
4= . . 5
H—¥ 1 (_29+1 o 2e-H3)8 | , (794272-1—1),6,,_{_ )
Bt o 2643 1 Erms T T T ygems e ks
Ov01""y1179177:92:""7199) dos - 11;’2 :L‘-z x++3 i
ol on a en général
1= . . N - .
(1) S % s\ (@) mais, en vertun de y ..ig(o,—a,-), on obtient
’ y=1
On aura de plus aL i =2
vy ldlgy 1 1 __1¥
Ay Ay (@i« (@) Gipee. .ty - \ dz yoodr Ty i a—a, 3 L ( %1
1 (0) =0 =y & 2
~ w)e ' ’ | fila)
Aoy dg (“’)e\”»-(w)eg‘ Uot v .- gp ! ! +—T’H++-7 2 +- )’
Z 2 T
et comme . .
@)y - .- - (@), ; ) En comparant les équations (4) et (5) on aura:
— ge—1 (=
\ m (@)g0 (6) 2021 g, = Zf” (),
le déterminant . i=0
l D PPN PN gy oo . O t d'olt & cause de I'identité
1
(12) l | = e | ‘ (M) Fol) = fyal@) 4o,
Ap.... 4 o1« x s Gy .
e e ot O on obtient
est fini et différent de zéro. =2
(8) 2nfy = Z @ fri (),
=0
2. Développement de VI( ) au voisinage du point z=o0 Comue on a
Le développement . al
+ . y 1 /1 9 0Bs 19
(1) 1__ 1 =m2921 1+I31+ + + A \) ) TBa; ﬁl(x'()il.—lra- 0;03:_'_—][—;:—’7?)%*{_)
Y Vﬁ(—a—:j o ] T

(29
(28)
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et en méme temps

P 1
m 1 1 f(az)
(1o LTMZ/*: =—am |1t 190

No—a;
Ao—ay o 2

e

on aura, en égalant ces deux équations (9) et (10),

dﬁu
d0s 2 f“—-x (@2).

(11)
En portant cette valeur de fa—(as) dans le second membre de I'équa-
tion (8) on arrive & la formule

i=2p

12 0By = S‘ aig ')’3"

=0

d'oli Ton voit que Pexpression f, est un polyndme homogéne en ay, ay, ... ,
as, , du degré n.

Pour trouver la valeur de B, introduisons dans le second membre de
Téquation (8) la valenr de fu—i(as), on aura

i=2p

2mp, = Z (a7 + fro=" .. A )

=0
o, en posant

4=12p
Ser o
=0

on obtient:

(13) 2nfin = 8n +ﬂ15n—1 G
Enposant n=1,2,....,

+ Buz 8y a8

n, 0N arrive au systéme des équations

28 =s;
\ 2.2y — s =18y,
2.3 — a5y — 8offy =353,

(14)

- Sn—iﬁl = 8n—1,

' 2‘”{3;; — 8fu—1— Syfn—z — oo — Sn—lﬁl == Sn,

( 2(72_1)/3»—1 — 81 fn—2— uuen

30y
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dont le déterminant

2.1, 0,0, ... ... 0]
—s, 2.2, L0
;——s._,, —8§,2.8,..... , 0 szn!?"
| |
| —Snety —Snezy e, 2An—1)5;,20 }
est différent de zéro. On aura donc
‘2.1, O,....... y SII
l—s,2.2,0, -, 5
{15) /5’::72712—" Sy —51, 2.3, 0, ., 8

| trts sty -
et, en particulier, en se servant des formules pour les fonctions symétriques
Sy=-—0,

S9 =p*—2p,,

= P13+3/’1]72”*31’3 s

Pt—4p, 2.7’2+4I71pa+2]'22‘“4174 s

S5 == — py"~-bp, 3.1’9—51’12273—5]’ﬂ’22+51’ﬁ’4+51’zps"51’5 )

S = P1° = 6y a6, 305 +9p, 2, ~Bpps+3ps® —2p,3+6p,p,—12p, papy Gp,p, - Gpe,
on arrive aux formules

818 1

I

4

. 1 N
By = <555 (3ns"—4p,) ,

1 -

Bi= EIPD (—15p,*~-36p, p,—24ps)
- I

(16){ p,=—r 4,94 (105p,*—360p, *p,+144p,>+-288p,,—192p,) |
Bs=—g5v ~| 57 (— 945742000, 27, —8600p 75— 3600, p~-2880p,,

. -+ 2880p,0,—1920p,),

U By= <o (10395, *=56700p,*p,+50400p 3p;+T75600p,2p,2 — 43200p,2p,
-+ 17280p52—14400p,>-384560p, ;—86400p, pu s 34560, p,—23040p,) |

qui nous seront trés utiles dans la snite.

(31)
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SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQDES etc 13

3. Relations bilinéaires entre les périodes. Nous aurons besoin dans la suite des relations entre les périodes des

intégrales e,; évaluons dans ce but Uintégrale

En posant
(1) W= / Ant Akwt_kji“'mpﬂ dz; (k=1,2, ..., 0) [‘eadeka a>k; GZeton$? Le)
. VE(x)

on aura pour £ = oo le développement " en appliquant le méme procédé que plus haut, on aura

l n=too o =5 I=ati—1

aw, _ 2pk2 b
@) —H= s‘ (Brvns A tBogn-s de g+ oo FBugsdps Fpudin )™ 2 (8) 5 (a0 e — 9wy ) = — 2ni g;i—gl——lll )

n=—(541) 1~1 =i}

ol il fandra prendre fo =1, f1 = Bo=..=0 En substituant les valeurs des 'u, 7w des équations (6), on aura aprés
Considérons maintenant ¢ intégrales de seconde espéce 1a réduction:

otoa—1 -
dx =0 f=ath—
(3) —f 2 =1,2,.. i
VE (@) ; 12y 0) 9) 2(7]411 Mgy~ Nir Map ) == 2 gf_j;l__ll . :_Lu ATSPH o)
I==1 =0
et appelons leurs périodes respectivement
En posant
(4) at, 2azy vy Magy 20ty 2lany e, 2ag; (0==1,2, ..., o). I=p
= Pre= ¥ — o
On aura d’abord ponr #=co le développement 10 D Pre= 4 Ve et s )
=1
aﬂ’—‘ 1 1 1 iap
g =9x T B 1 . on aura en particulier
(5) “ (’a——l + 9a—~3 = 3a—5 + S ’a—2n—~1 " FIRE ) i
o 2B,
(e=1,2, ..., 0) ]),.__‘ﬂ,?-———;%‘

et l'intégrale fe,dw; prise le long du bord delasurfacede Rieman n, rendue 3
simplement connexe, donne 3 ﬂ"ﬁ N
(6) 77a11m+"7z2ﬁ~z+ st NapThp — T} o == — 27t (‘%752172: <y @) ﬂa !
olt (11)

, L ppt S8,

f=a—1

— o VBB dpomit oo APy AiprirFArys 4 4

@ Mk 2 Eyam) Bo-1-t — 31 Bi— g BBy

=0 a

k=12, ... o). ‘ 2 2 9

=52 0) BB — o Bobs — g Pubs — 5

(32) Prace mat.-fizves., t. XIX. . 3
39)
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ou, en substituant les valeurs B, données an numéro (2), équations (16}, on
arrive anx formules:

=2,

Py=— 5%1’1]’2 + %m .

m——-%pﬁﬁr ;—71722 - %1’1}’3 + »g—m,

(12){ g :%? - g%]’u]’s + ‘3]‘% y

Pay=— %1’11722‘{‘ :%1’121'3‘}‘ gé? PeP3 — %‘27 191174. -+ ;i,f]’s )

8 1’2 l— Py — 121*ﬁ)ﬂf4—4§—111’~ﬂJw
Py =gzt py il T g lulels T gETm s — T Paly

s
t57r

4 Forme générale des intégrales canoniques de seconde
espéce.

Passons maintenant & la formation des intégrales canoniques de secon-
de espéce. Dans ce but essayons de déterminer les constantes ¢, e,
€az2p, dans 'expression

(1) Le==ta110y-6a2 ot . CapW0gtCapts Did-Copta b o A-tasp; (=1, 2,...0)

de fagon & obtenir ¢ intégrales de seconde espéce, pour lesquelles le tableau
des périodes se réduit au suivant:

1) (ug) (a) (8] (5e) (b,)
(L) 0,0, ..., 0, —2mi, 0 ]

(L) 0, 0,....,0, 0, —2mi,....

LRRERE]

(I)0,0,...,0, 0, 0,.. —2mu
Comme w,, 10y, ..., w,, Sont les intégrales normales de premiére espéce,

les équations, qui déterminent les constantes cai, Ce, ..., as,, 56 présentent
sous la formeé:

Go

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ete. 15

Ca1 2041 Ni1H20apta Tog - oo 200z =10,
oz~ 2t fort-2apte Doyt e F20a2 e ==0,

cm—i—_:('.z ot 771p+zba,p+_ 774"[“ 2600 =10, =12, f)
o Tyl Ty e Fap T 2001 0T 2ap b2 o1t o 2o =0,

_,«~\§_____..-———_‘

)
Ca1 Tla—l*f‘a_’ Tza+ A Caria 260,541 1020 pom " da—l— +_ a2 il) g2,

Ga‘l'ﬁ;‘l“"u; n + *" Gas T 7]“-"“'11*1 ’7 15 + Cag+3 12 P+ +)Cafnﬂ pc"—o

Le déterminant D de ces équations

1 0.0 2mg 2m0p.... 290
0 1....0 25 2ns.... 2

® D 0 0....1 2p1, 2pose... 2y

- ' I !
T Tageo T 20 2y By

TyaTaa.-- T2 2'1s 27’5 . 202

Ty Too-e Ty 20 29a o 29,
peut étre transformé & 'aide des relations (6) dn numéro (3).
J Ba— QT+ TaTie 4 oo - Yapis ) = 2eim,

Nag— (a1 Tar ~ a2 Tax T b T ) = 2w

(@=1,2,0e, )

et de la relation z,;=1s, en le déterminant

1....0 5 !
| m, My
[ R (2
0....1 g1y .. ; :
D=2 . k 2 (m) ] .. .,
0....0 2mimy, ... 2nimg | |
{ | My, Hibgy
,

0....0 2mimy, .. dmm,,,

(35)
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qui de nouvean, en faisant 'usage des relations (71 dn numéro (3):

I=n—1

e O B+ Br—sdipms o - Brdip—ris - Ao
(5) . Mo == 4 E 2[_|_1 ,3«-l—\ .

I=0

se réduit an déterminant

(6)

ou encore 4 cause de la relation (12) an numéro (1):

gy
4 I'expression
L fte=1) AL 0,
(1) D=(--1)" ¢ (mi)e. | s

135 C—1) o

icm

Passons maintenant au calenl des numérateurs des constantes c.g; Copts,

(F=1,2, .., o).
Le numérateur de c,g est le déterminant

10 ....0 00 T R < N
0 1 ....0 00 0 N3 7og - e
! . .
] 0 0 1 0 0 0 N1A—1 121 - o Yp it
lo 0 ....0 00 0 mp M ey
lo 0 .0 01 0 mprimappn oo mppps
] o 0  ....0 00 e Loy gy, . Wop
@ 2 T1y Toy cgma O 1,1 ST 'y 7o . ’7'91
Tyg  Tag N R TR T T B/
Ta1Ba-- » TGtaat O Tanam1 oo Toast §am Yoaeten 0pea
Tz Tag  .ee. T — i Tatia -+ Ton "7’1:1 7?,‘?.« . "7’.72
Tarlaat1 i ot O Tapiaps... T ?7'1,u+1?7'z,«+1 v Yputa
Tia . Tz ST 0oty T, i N -

(30

—1)pbet, (4da)
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qui, en se servant des relations (4), se réduit an déterminant

&)

20(2ri)e

0

B0 @) 6+1)
0....0 0 0....

0na a1 ooy

Loo.o0 0 0....0 5y 7ag v a2
0 1 O O 7..0 Mp-1 N2r-1- Yud=1
0....0 0....0 m3 N2z ... Ygp
0 0 1.0 mats mapia-- s

0 0 0....1 mp 7oy et
0....0 0 0....0 my,  may....my
0....0-1 0....0 myz  Mage... Mgy
0....0 0 0....0 my Mg ... Mgy

Ce déterminant est de nouveau égal au suivant

00
10
01
00
00
00
00

00

w0y

e 0 s maa

v 0 mipaa s Mapte
U B/ PPAUR 3
0y gy =
o0 Mgy, Mg

o 0 Mgt Maaga
0oy, . My,

. 1
oft on a posé Myp= —_z—m,ﬁ.

87

(= 1yt e (i

M3

'
My

I

]
LB WEE PPN

. m'y,
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On aura done

(10)  rppm — D2 )

D

13 ceee Mal

7 '
Mgy evee My
Mgt oot M pamy

Mgy v

M,

. A,

done, en substituant la valeur (7) de D, on obtient

plo—1)

(1) ep=(—1)"7 t*H 185, (211201 .2

ol

| augl

718

!
mwqy

Mgt

!
My gq s

m/’l,o{«}—l ceas

2
m1p LR

- b
Ly

'
m X2

’
Mgt

!
. Mgy

3 (e, 8=1,2,...,0)

puis, en employant le méme procédé gue plus haut, on arrive & l'expression

’ 7 ’
miyy ooy 0 migny L
m’1,a T m’s—n,z—I 0 7'1’,9+1,a—1 e m’;,z—:,
14)  Detopys=2ai.(8mi) M1y ... Wsge —1 Mppae ..., Mo |5 (a,f=1,2,....,0)

’ ’
m’m_;_i. - 717/’3_1,,1_{_1 0 Mgit,atie-ss Mpala

2, 7 7
myy oo, 0 ey L.

et ensuite

r /
Mgy SN m’g_u m’ﬁ+1,1 ceee Mgy

i (@,8=1,2,....0)

,
Mgt oo Mgy Mttt oo By
De, 3 == (———1)“‘*’13_l 2t (8t )? 1
ey . M ST ’ . 7
Mgt oo MB_1,0p 1 MBL1,0b1 - -0 Mpats,

I ! ‘
Mg eee. Mg—1p Mppip ...l Mg

I=a—1
. ; Birdye P ... Ap e A,
(12) wler = e P g T al TSRS Brmi—i. En substitnant la valeur (7) de D, on anra enfin
“ 21
Daus cette derniére formule il faudra prendre =1, f_1=f_, = ... = 0, Mo e Whaan Mty

Le caleul de ¢, z44, (B=L, 2,....,0), peut étre effactué de laméme manisre.

On aura d’abord

’ ’ ’ 14
. =] ) w | Byt eves Mgt na Motz 00 Mpu
o000 2y o200 000 2400 L 2, Coppp=(—1) , . , ,
0 Loi0 2 oo 25 0 2y 20 Mratte s Wit ata Wattatte - Waety
: 2 2 e 2
- e e e, . R A
ves 2 . 9
0 0....1 29, ... a1, O g1, . 2, myy Lo M 7n’ﬁ+1:(3 vl
’ - ¥ b
Tu TaeeT 20y i 2 O 2t e 2y (e,f=1,2 o)
32y 0)
U3 Dewprg - - - - . . C L ' T
B - ’
Do, Dot 5 . . . . .

Tt e Tat 2 et e 2000000 2l 29, En particulier, si dans le déterminant |a.s| nous prenons w,;==0,
Ty eeeann e 20 . .. 290, —2m 21 ..., R @, =1, on anra |w.p| = 1, et de plus
Thd coen s Tt 120 041« oo 20 0 O 20t t1,041 -0 2 g (@)

)5
. L Aoy == ) -
T o' D! 13 : a0
R Yoo Mg oo 2, 00 24, .ol 2

(38)

@9
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done
l=u—-1
" 1 Bt Br—s(®)g—1,i 7 oo 7 Br(@)p—rpr,p =+ (@)y—rp
T D s 1 Bamii.
=0 i

Dans la suite nous nous occupons de la transformation des expressions
(11) et (15) & I'aide des relations bilinéaires (10) du numéro (4).

5. Formes définitives des intégrales canoniques de seconde
espéce. Cas du genre g=2.
Considérons d'abord le cas du genre g=2. On aura dans ce cas par-
tienlier
o= ca ey + ¢y +cae ‘I‘ tuy; (a==1, 2),

c'est & dire

o L :[ Ca (Ayy+A158)+ can (Ayi+Agom) -6, 27-c0g 2°
B VE(@)

dw; (a==1,2),

ol, d’aprés les formules (11) et (15) de P’article précédent, les coefficients
Ccop 0Nt les valeurs suivantes:

o 20 v 2w
by =--1.3. — 771’1 72’1 021—_—_1,3.] : .!771’1 772,1
Wap i | mfy Mgy Tag| o om'yy mlyy
20 | gy 9 2
—_ 12 %2 . =0 Nz Moo
b1y = 1~3'—'—iaml S . ,095—1‘3.——-—-‘, .
23| Miyg Mgy [ @ag] PM Moy
@)
2 P ©
013::1.3.“.17‘1/22; Cpg==—1.3.——m'y
e o
S w @
Cu=-—1.3.— . m},; Cig=1.3.——w/
4 . .3. -
1 sa“ﬁl 121 14 ’ayﬂf 11

[Gap| == Gyy Gy — Gysts;;  © == Wy 059 — D15W91.
Dans ces formules #',3 ont, d'aprés la formule (5) du numéro (4), les
valeurs:
A+ A
Wy = Ay 1y = Apsff; 4 ﬂleéj_-“g )
®) BA A
My == Apg} Mgy == Ay + .1,_22;:&

]

(10

icm
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oil, l'on a d’aprés les formules {16) de I'article 2:

1 2
@ fr=—T B=gw Gp’—tp)).

Calculons les expressions

5) g e An o Aoy e An ~+ €z A=,

e At-eis Age; o1 Aret0ao Aoy

qui entrent dans le numérateur (1); on aura, en se servant des formules (10)
et, de.I'article (3):

[ M2 7as
[

)
| ' Mg

N N2 \

m'yy W'y

les valeurs

200 71 N N1 N | P2 AZT
N —_— - — 4 D
C11 Aly+ C13 AZy - 1.3. fﬂas { [A17 m,]; 971'2., 2y m’u m"ﬂ J i B) N
9 ; | 4 (=L1,2)
— 40 Mz Moz | __ 4 ! The M | Padiy
o A17+ o2 Agi— —L3 l“«ﬁ! [AIT ‘ m'is Moy J Azy! m'y M 2 '
qui se transforment de =uite en les smivantes:
0 4y A4y |
! B 20 3 ! ! Pz 2y
\ o Ay b dy=1.3 — T [ W mn e
121 (| ' r o
f 21 My Mgy |
! (=1.2)
\

10 A4y, Aay |
| 1y 27
2 ; Pr2 A
e Aiy— oo doy=1.3. =2 (‘ 12 M M % +~——-II 5 i ) .

thsa |
] Nos M1 Moy

Mais les déterminants, qui entrent dans ces derniéres formules, peu-
vent étre calculés 4 l'aide des expressions (3); on a ev effet successivement

0 An Ax | 0 Ay Am \
o mhe | =7 . Ap 4w |= {7721 —‘-gﬁx’?n) | 4zg1
N2 m"m m' o | 21— —3— /311711 0 0

{41)
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E 0 A 4y | [0 A Ay \

i qmy m | = 711 Ais Aqy :n—§'|Aa3| )
1 nar My M gy 7 L Brdsnt- ‘_42 _4_f; A ._i_éz}_

! h -3 Py g e 3

1 0 A-Il A~z1 O Am *422 I

iz My m s
i
|

4
Z(wz*-gﬁmid S daa s | mamlam o =’-7§—‘~1A«a|,
| Tag a1 Mgy )

oo M2 71 9 i

I Anﬁl = Ay 4y — Ay dsy = ‘M—I— .

2.0
Si nous prenons
411 yp

[ 63| = =1,

10
01

g1 (gy

on aura pour les expressions (6) les valeurs:

1
g Ay 01y Ay = 5 (8121 + 201711+ Po0021)
: 1
1y Arg - C1p Ase =3 (11 — Pa011)
O, 1
oy Ay cop Ay = <5 (3795 = 201715 + Dawgs)

4

1
Cy1 Aig - Cge Aoy = X (12 — Pot0ry).

De plus on obtient:

T 1. 3
o [ by =— 7(31915011‘1‘@21); Gy = —ag)’n ; O3 = —% (201015 was);
®) ‘ 3wy
Oy ==— "_5:“ )

done lintégrale (1) prend la forme:

o
hiad]

/ 2R (z)

(9)%1‘1 _ {.3‘ﬂzu+219:711a+?2ﬂ)2a+(71m D010 )2—(2P1 05— 03 8 —Be0; 4 3
(a=1, 2).

Cest la forme finale des intégrales canoniques de seconde espéce dans
le cas du genre g =2, elle correspond aux formules de M: H. Webe r,

(42)

SUR LE DEVELOPPEMENT DRS FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ete. 23

publiées dans le tome 82 du ,Journal fiir reine und angewandte Mathematik*.
La forme des expressions de M.H. Weber sapplique au sy-
stéme des formules de Rosenhain, ellene présente pas la
cymétrie des formules(9),quinous a permis de trouver une
loi intéressante pour la formation des différents coeffi-
cients du numérateur.

Considérons en effet trois suites:

0, %oay Nia» @50, 01z, 0, 0, 0,

(10) : 0, 1, o, Pay Doy Piy P 0, =—

—==..,4, 3, 2, 1, 0,—1,—2,—3,...,

dontla premiére et la seconde en déhors des périodes et
des coefficients du polynome

Ry = a% - prot - podtd = pyi? ~- py = s

sont remplies de zéros et la troisiéme contient la série
des nombres positifs et négatifs, et imprimons un meuve-
mentdetranslation a la deuxiéme série & droite, & latroi-
siéme série 4 gauche, en ayant soin chaque foix deffecteur
I'addition des produits des termes situés les uns au dessus
des autres. On aura alors lesexpressions

\ Gz == 3Mjga 2T~ Pp2a,
. Q1o = N1z~ Pa®1a,
(11) (a=1,2)
' Qg == ~— O — 2Py W14,
Agq— — 30)1, s

qui, portées dans lintégrale

- ! 2 o
‘ Aga—10 0 Aoy P03, 22

— la; =1, 2),
2VE (z) dar (a=1,2)

(12)

réproduisent les intégrales (9).
Nous rétrouverons la méme loi dans le cas des genres supérieurs.
6. Casdugenre pg=3.
Dans ce cas nous aurons 4 calculer les coefficients de I'expression
Ca1 20y -!_ Caz Wy + Ca 'yt Casy + Ca €9 Ca 5

43)
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c’est & dire les coefficients du numérateur sous l'intégrale

qui de nouveau peuvent étre transformeées 4 I'aide des relations bilinéaires

y L :fca1(4n+A,qa,+A[3: Vras (Agr @+ Aoy 4us (dyy + Aot Ay 2?40, 5+ Cup T g0 du: (10) et (12) au numéro (3):
VE(z)
- , k=3
. v [i — Py P13 \ ! ’
R S 5 . . : . { M=y = (Thkm T ) =355 P 13~“P:u"‘“.—=2‘.7hk"7 35~ M3u k)
(2) B(#x) = 27+ pyat -+ py2® + poat 4 pad + psa® - por - pr. ‘ 23 2 =
On aura done & évaluer les sommes () N
i 9 - 2 2
cad o £ Ny | z i Pss Dy = s
J ey 0 Ay ’ =— ﬁ]’,xl’ﬁ"%i 17'23:—1"%—_-]9 = Z (e 'sp — Qpam'sx ) = 55 gl +9Y3 5
6)] | Car Ayy + tar Ags - s Ay (=1,2,% ‘ - R ) ‘ e
Cat A1y Car Aoy - Caa 4y, . .
et les coefficients en les antres de la maniere suivante.
n aura d’'abord
(4) Caty Cus, e (@ =1,2, 3). 0
z . . i } 1
En se reportant aux formules données au numéro (4) on arrive aux The T2z T i [ T M Vs ;
expressions: A_.y'i MWy e Myy | Ay i My My My E:Agy (m 13Pas
’ M1 Mo Ty % My g Mgy | | m'yy Mgy My ;
€141y ey doy e Aoy = w1.3.5. ’ My My My, | Ay, ‘ I
faaa] s e M , ! Moz Tas | P . (E R |
’ MWy My My — Mgy , , !—m 13! LT Ml sy 1
! Wy My | ] Mgy Mgy | om'yy mly ’
Tz Ty Na N Moy Yy { |
. , , Do T [ T M "’hs Moy |
/ i ‘ 5
oy miyy miyy | Asy | g mlyy my, | A.,,( Eaat S R T sl | ) i— 'y | I
P 1 Mg Mgy | [y miy | i w'yy My |
Mgy Wy Mgy ] My myy Mgy i
, . , ] Tor M ! , | T2 s I .
9% ’ M1 M s s, | — 1o Pas sy - , l‘f‘ LT , ~+ mlggp'ss
| Mgy Mgy | | Mgy Mgy
Cp sy cgpdyy - Cagdey=1.35. Taul myy iy, m'31 Ay, ]
“b L, Ty | N2 M Lo, [ M M |
(5) Myg Mgy Mgy — iy, | [‘— ! , — Mgy oM g .,
m'yy My m m'y, m
Tz TMae a2 Tas  gs l |y Mgy 12 Mgy | ] 1 My |
| ’ 5
oy wlyy wly | Ay | oy oy iy 4,0, gy | Tz Ths i)
! ’ 4
" b
‘l m’13 ,ml?3 m”SS ’"Ila 'mlga “"33 ’ - 1 12 1‘22 !
5 Ny Moy My e M 7 - —_— .
, | © P The Tee Taa E) PERE
Ay ~egp Aoy i3 Ay =—1.8.5 ~—— la I Myl mly | Ay ’ , , R , .
&3 , Aﬂ,} My Wy Mgy | Agy | Wy Wy My = Ph(00 3 ey, —m 15 dsy)
m /. g
1z Mg Myy o ! ’ m'yy Mlyy W |
e . | Mpg Mgy Mg 18 Moy Myz
iz Tay Mgz s Tes Mg l ) | , , | ,
| ' ' / TNie My My Pl M 'y |
| -1 omly oy I.Ag,+ My my MYy | Ay, , i l
\ o) gt o ' ! e ’ ’ ! L
! myy 'y gy [ Lm’"" 'y My } J T 31 (1 gy Aoy 09 Ay )P o (M0 gy Any— 30y "1'37§ Moy Hg Mgy +Aw Ty Moy M
- b | ’ ! !
1 Tgr Mgy Mgy ,‘ 1 Nar My My ‘
(44
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done
i‘ T M l N Moo Thya | [ M M Ty
i
Avy !l m/ g gy mlyy H—Ag}, Mg My My ‘+A¢>,.{ m'yy My My, l
‘ ‘ ‘ 2
| ’ ! H
j My Mlyy Mgy ] gy Milgy iy i m'yg Myy My, i
A1, s, 4oy |
Ay, ds,
) |° "
| Ny 'y sy mlyy ‘ , s ,
—_ ] . 4 ’ !
0 as (13 Any — 10 15 Ay )"y (g5 Ay
Mgy M'ay Mlay My,
. gy Mgy Mys Mgy

— gy Ay )4 15 (g5 Aoy —1 30 Ay, ).
Mais d’aprés Péquation (12) de Iarticle (4)

; ' !
‘ M1, —_—-Aa37

1 ,3 :'-14(—‘1&4
90 = A L
g | = Aobi+- :
s, = Ausfy +ﬁ4‘i§+‘£1—1} - ’Aﬂ_‘_ﬁ})Aﬂ—FA“ (a==1,23.
done
‘ 0 Al-r .A.)y A};Y O . A]y A'Jy -ABY
1 oy m'yy gy iy, 1 M Ay Ay Ay
\ = e
[ Moy miyy myy 13.5 348111 Ay Aoy Ay ’
‘ Tar My Mye Mgy 515, —8B1 Moy —(6f5—9p1 21y Ayy Aoy Ay

et, en substituant les valeurs de g, et f, des équations (16) au numére (2
on arrive & la formule:

0 Ay Ay A4y ; 0 Ay dsy Asy
© Ty Mgy W _ 1 T Ay gy Asgl

Moy Mgy Mgy M'yg L35 | 83ny,+2pym, Ayy Ay Ay, B

Ty My Mgy '3y 5141y 3Py Ay Ay Agy

(48)

icm°
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On pourra done écrire en utilisant les formules (6) et (8):

0 Ay, As, 4,

R
e diy 01 dayFeyg day = Tetus]
(10)

20

e

i Ay Ay Agg |
: 3Ny 1201 A Ay Ay,
B AP 3ty Agy Ay Ay |
{paliar Ay — Aoy 429, (o g — Aoy o) sy A

— A, 23)}

[z

d'ott, & cause de|dq| = - " on obtient successivement

2

i , 1
e dytriade e dy = o

(¢

5 (5 R P

1
ey Ayottrs dpstrisdyy = 5 (3o +200:) —

20

laag)

Ay Aga)— Py Asy A33—‘A31A23)I B

20
]_c—z;] {Pa (Agpdy—Aoy

+P4(A22433——4-s2523)} :

|
|

{7}’3(*4321421
Ag)

7 20
011*4134“’-'12‘123“1“‘13[133:i—é“" (] {ZPs(AszAss”‘AssAzz) —py(Aag Az

—AZI 33)} -

On ne restreint pas la généralité en prenant dg=0, a.,=1, donc

;aaal—l -Au?_( )l
2w

1o’

‘ o
‘\.A.agAJl Ay = D1, ApyAyy—A e dyy= :1':;1; Azlﬁ-m—A?:’An:_“i—ia‘

, on obtient alors:

;

! " [T ;3
(12) | 4y des— Ay doy=— o, i Andp—dpdy= 4(: A ds— A'”AIE‘—_"E
i A13A3] ——Agg[ln _ 1— A.,IAl';-——-A73A11— 4 , A-‘oA’n"—AuAﬁz—'Ez ]

done, en substituant ces expressions (12) dans les équations (11), on aura fi-

nalement:
(47)

)

)
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61141612 day ey dam = D"]A“{ 4P, Moy 1-3Pa My 2021-H014021)

(13 « ey Asa -0 dsgHe134s 5 (3001120 My -0 —T@y5)

L\'J]»—: L\;I——l lv‘F—‘

e At pdostcradis= 5 (M~ P05 —230,,) ,

On aura de plus d'aprés la formule (15) de l'article (4):

4 Aoy 4.
& ek 2, (S0t )A»+15/31A”+ =
13522 |
¢,=1.8.5. ,
lag| | 4 Ay (6 '
} 3/311132—!— ?: (5 /32+'61 )11 —|—15ﬂ1‘1 + I
6 By 8 A
% s, (—5“/32 I‘%) Az 'gﬂA2“|’-521
5=—1.8.5. —
1 |“’dﬁ| 6 8 Aal ’
| Aas,(?)ﬂz+ )rias+1r Brds: + = ’
4 Ay |
L 9% Aas, Fﬁ]ﬁtﬁt‘ﬁi“ 5 g
Cig=1.0.0 (laﬁi sy [:
‘ A“U: 3 ISIA"' 3 '

d’ol, en faisant l'usage des formules (12) et en substituant |a.3|=1, on ar-
rive aux expressions |

Gy = (3192 /91 ) o+ 2,0y — ”é— i
3

s = 4p10;; — 7 By 5

616:_% ®

qui, aprés la substitution des valeurs pour les coefficients g, f,, donnent fi-
nalement:
i

1
by = 5 (on = 2p100; 4 3psey)
ay ? s = — 5 (30} dpso),
5
y G == — g Ou-

(48)
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Z

On voit done que I'intégrale (1) pour a=1 se présente sous la forme
T ZJ ‘lox+a11w+a21$2+'131-53‘1““411:4‘!‘“)1’55
! AV R(z)

ol les coefficients ag,, ..., a;; ont les valeurs données par les formules (13)
et (14).
En écrivant trois suites
[ 07 Tz Neay Moy Oig, By 01, 0, 0, 0,....
(15) O, 1. Py P2y Dsy Psy D5y Doy Py 02—

«—= 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0,—1,—2,--3,..

et, en procédant de la méme maniére comme dans l'article
précédent, on arrive aux expressions

Qo= HTpa—1 401 %20+ 3P e~ 2302 Hpyooag

@15 =3Ma— 2P Mo} Pa02. — psia,

(2= Tj1q — Polduq — 2273“31:1,

(16) . (w==x1,2,3)
3q 7= — W3g— 21,03 — 35014,
gy = ~= 33— 4P W14,
D le= — H0.q,

qui dans le cas de a=I1 sont identiquesaveecles expressions

(13) et (14). Par un procédé tout & fait analogue on est con-

duit & vérifier le méme résultat dans les autrescas o=2

et a=3, on pourra donc énoncer le théoréme suivant:
Théoréme: L'intégrale de seconde espéce

D, - 3 5
an Ia_"/a”"—{'”“"x—I_a“m + Gz —}—a;.,ﬂ—}—am d; (a=1,2,3)

. 2 E(z)

ot les coefficients ont les valeurs données par les équations (16) donne suc-
cessivement pour a=1, 2, 3, trois intégrales canonigues, dont les périodes
présente le tablean

0.0,0, —2xi, 0, 0,
0,0,0, 0, —2mi, 0,
0,0,0, 0, 0, —2i
Prace mat. fizyoz., t. XIX. an 4
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o=

’
Py
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v 14_2! ni'ym 4,

20 Z. KRYGOWSKI.
(Vest la généralisation dn résultat obtenu & la fin de T'article précé-
dent. Nous retrouvons donc la méme loi de formation des coefficients dans

le cas p=3 que nous avons établie dans le cas du genre g=2. En employant
une méthode de Vandermonde pour le caleul desdéterminantson peut pous-
ser les calenls plus loin et en particulier pour p=4 on pourra confirmer la
méme loi de formation. (Vest ceque nous voulons démontrer dans ce cas par-
ticulier en donnant une courte esquisse de la méthode & suivre.

7. Cas du

Posons comme auparavan t:

U=
._4((0,1:11,117_A1‘> oy 4]

=1
=]

genre pg=4

b o 40 B oy 204 Cog 27

V(=)

o

olt H(x) désigne le polynéme
@) R(r) ="+ i@+ oo 067 2

Onaura d’abord d’apreés la formule (11) de Varticle (4):

7]141 71:‘:1 "]‘.’« 'f](u
= ! g T ge M yq it
O 12 M g9 My M 4o
e Ao da e dy e, dy=13.5.7. A !
ndy e 2T Gty T 6 Ay ]aa >_J Ty m g Mgy M yg
a=1
g gy Mgy Mgy
et de plus
1:4J
[lie s | Do —y
..Jim "taMga” 2.3 o
BT
=1 o
9
_“"]11 e = Iy ’
— 55 Ml == ]n
}J}m]amgul 3.52‘["-{_ 5 Py

z—!

% 7
+97]74— Py

/11 2y

U(

5 2
TagFly T

S‘ ‘ T2 7}3!

13, M g4

-

Pa 2 Dy
55 35l T33

e T 3 4 2 i 1 ,
-*Il zl » 2: 4) =—z=nl F g0 0P g Dl g R ity e Ve,
=1
=g
1 . : An. 2
[T Gea 1 __ 4.4 4p’p, _ 6 _ 4 i Mg
[IORNOS % LS AT B L TR S G TN L Y

(50)
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dzy (a=1, 2, 3,4

3 (r=1,2,3,4)

_ ,
—=—Pus
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done, en employant la méthode de Vandermon
des déterminants, on pourra écrire:

det) pour la décompusition

;| The Taa Tz a2 }
myy M e m e | o e | |Ma we] Mz M i
= i — .
m' g mey My gzl m' m’”! |m'9.4 m' gy [1};’ 12 M
| i :
} m gy M ey W gy gy |
b) :
¢ ey m' g “ o T Lo onla ] (e e | ! 'y m'gp
' o | ;
! ! | _r- 1 L I i + i : ' ! i
Moo mlag | ' m g | [ ag o [y mlae | | ml oy mlyy |
j T T i 5 w1 ' \ T T 1 } m oy m'a |
i
| . ( H [
1 | t i
Voymle a g } i m' g 'y ‘ §m P T ; Pty ey |

En se servant des relations (4) on peut fransformer cette derniére

expression en la suivante:
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1) veir p. e E. Pasc¢al: Die Determinanten, p. 14 et suiv.
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32 SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES ete. 33
done done o - ans Texnression (3. on obtient:
one, en substituant les valeurs (6, (7), (8) dans I'expression (3), on ubtient:
P Tha e M Mg \ N Moy B Mu ,
i , N ! "
P ' ' Phe Prs I Tir Mo Ha Ma Nz Yor My M
Mg Mgy M Wy m'yy ey sy My | i , . R , s
= I+ s Mg 4 myg Mgy Mg Mgy | i My My Mo Myo
4 ! ’ ’ ’ ! P —_—
myy Mz sz Mgy 'y May Mz Mg ! V] P Ty R T
‘ ; fat n'yy ey ni'yy My Mgy My Way Mg
(6) L, k | } Mgy Moy Wy | 13 Moy Mgy My w My Mgy Dy
Mgy Mgy Mgy My m'yy Mgy Mg Wy m'yy Mgy Mgy My My ey My, mly
’ ’ ! ' | ! r
my m m' gz m' g mhyy m'y i
—+p'ss 1 —p'ay 1 3%] p'.ﬂ‘ 18T I I s M e N | Ny N2 Mas My
i m' g m' DT l I m' g ml g ‘ My gy Mgy Mgy myy My Wy Mgy
+A37 ’ ’ ’ ’ "7‘14" . " .
My Mag Mgy 'y LI ey Mgy My
On aura de wéme: My Wy Mgy Wy | Doy e g
/ ‘ 0 7y %ar a1 Ma %
Ms Toa Mss s 1 1 M1 Mo e , , , {91 U Ay iy ey oty g ! ey My My |
y \ P iy a My i a2 |
; , , , , , , , . Pre Pz Pus ! , ! , o
Mgy Mgy Mgy Mgy My Mgy Mgy My , , , tmm |y Wy Mg My W PN Aay mgy My
, , , L= ) , , , | M Mgy Mg I , , . ‘ ’ '
My Mgy My gy | myy Wy Mgy M4y | Lpy iy gy Mgy Mgy oy gy m'y
() ' Pt | gy g 'y s s |
N Wy Wy My miy m'y, mgy gy My, Ay iy myy gy gy |
dsy mlyy Myy | ] Aoy My Mgy | P Aey mly, W
w ro ' ’ <2 42 42 e ! 22 32 “H 12 42
, ‘ Wiy Mg | l My M3 | | e e ’ | n . '
P —Pp il Aoy Ml e gl Aey ey L aal Agy n'ys
\ , 2y, , T , b Pya) ey My Mgy gy Aep Moy Mgy 7P el S8y T
[ 'y, misg | oy, s, My Mz | [ p , ; ’ '
Ay om'yy m'yy 1 | Agy mlyy mgy | Ay omfyy my
Py 'y mige [ Ay myy migg !
. | | day 12 32 bday 12 23
Tee Mot M Mu | T Mor M Ma ‘ , , , ‘ \ , - ' .
, ’ por , , , , Vi Pis Pu —Pa| Ay Wy Wyy P Ao My M
Miyg Mgy Mgy Mgn m'yy myy m'y m " k 2 ; ; ; t
. = — 1 4 ! 7 P
M'yy migy My M : by T M Mgy Mg T SSLETILIET
(8) ' 13 23 33 43 THyn Ngg Migg Mgy l , , , |
( ! Mgy Myy My N
N g e mitg | l My Moy Mgy My ? En substituant

r r
+r' l Mg Mgy , | M'yg Mgy i ’ I m'ys My / m'y= A,
D a3 a4 P
. ! ’ ’ ’ ? 4 45 —][— 4a
my m My, mg. ! q =k brdu e
\ 13 My l 13 Mgy l Myg Mgy l 'y 1 Byt 3 ’

m’nk:ATH'ﬂu +'BIA“TAL B+ & Au—rﬂ:‘h vt !

s A Bid i T
3 B

(10)

Ay A Ay
m’Mz__l"_' B _I__ﬁl H;- A%52+ﬁ

+ BsAns *}—ﬂzrika;i"ﬁy“ik: +A4n  (k=1,2,3,4)

©2 ; (63)
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on aura
0 7y %y 71 7 |

De méme on calcule 'expression da second membre de I'équation (9):

Ay, m/yy miyy gy m ‘ : . .
b oag War Mg Wy [ oy wilyy w'y, D sy, wl ow fody iy 'y,
Ay g Mgy Mgy Wy | ) ; T : I
Ay, m'yg mlyy gy Mgy Pha| Aup Wy myg =Py oy wley Wy PN 2Ly oy
| i
. A’y mlyy miyy m/ - : i
(11) [ A m'yy mlyy iy mly, Y PR Uy U oAy mlyy wly LAy, wy, ot
1 a4 My iy 2 44| [ ag Wiy
1o Ay Aoy Aay da 1 * : “ Lo DT e e
! Ay Aoy Ay A
1 !3711 14 Ao gy iy , . P f ; ’
=15%7 3701 —4 B4 Ay Ayg dyy Ay : I B 1 % ;R T j A sy gy |
357 . .
! | DYy —8B191—(68,—98;* Ayg oy | !
: 1 Eﬂx 721 (68, 9/{1 )’Zn ] dyg oluy gy Ay ey Ay iy Wy =Dy Aup g gy [Py Ay om0y r
[ Tar=12B13—(LOBy— 158, )ay ~ (8B3—24B, B 16, puy Ay Aoy Ay Ay , i : i
leds ; p N LAy miyy mlyy Ay miyy mly | DAy m'y sy |
et ledéterminant du second membre peut $’écrire i : i : 2
D
|0 Ay Aoy Ay Ay o —— ] D D - fent apres guelgues calenls ass ‘1es i
. A A4y pour » == 1,2, 3, 4; on obtient aprés quelques calculs assez longues, que je ne
14 Aoy Agy Ay . . o " .
) réproduis pas ici, successivement les valeurs suivantes:
(12) 2py1y-+8n9y Ay Aoy Ay Ay rey ST 8 3 3
3Py -4y +5ng, Ayg Aoy Ago Ay
APy D tOpyms Ty Ay Aay Ay Ay | A <oy Az Asy)
. 9 |
( . N, : N o f Py 4 ;
Jn aura done suecessivement pour y =1, 2, 3, 4, 53857 gy A Ay Ay )3
/ O e 1 gy oy 4y Ay Ay Ay !
!
[ dygm!yy mlay mlyy myy L p i Ao d
’ Al ’ ’ Ly 2 ~ A gy oa A |
Agy m'yy Mgy My Wy, =—‘ﬁ:£—7' "0+ P15 5P a0 +4Pam1 1) # ) 22 o o |
’ 3 e N l
Ay myy wlyy miyy g, Azy ”76)!,‘—)7 Agy Ag; Ay
e .3.5.
Ay mly mly, mly, m'y, Ay A dgy Ay
. 2 o dyg i
PO s o may (14)¢
Ay 'y mlyy mly oy o] . s Ay } Azy Aoy gy f
; ! ’ 44
‘\Agi, Mg Mgy Mgy Mo :*—1-3’—“5/’?(51731+4p‘1721+3p2,711), — - 4 as gy
P Aga 'y myy My m o |
32 Mqg Mgy Mgy M '
! ’ ' ’ ,43 Au ‘44‘: A#} *'141 "14, Au l -'14-.' A“’ A44 1
(13) FAp g mag miyy mly,
\ |
\ 1O myy 7y Mg 7 Az A“s
i
Vg ity it gy . PO I
[ dagmlyy Mgy Mgy My :‘-“‘L‘i(&%ﬁzﬂﬂlnl \ 1|
1.357 % i Ay An |
! 3 ’ ’ 43 A4
Ay iy Mgy gy My ‘ ,
Agg /iy wlyy wly, iy
Mais, en prenant
0 my 9e oy My o ? ] Lo
Aggmy miy mlg; mly i
- | [y J—
Agymliyy mlyy miyy m'y, =—~ll—g'c:.f—}7'71n (15) lag|=)0 1 0 |=1,
; ‘4’134 iy Mgy miyy 'y o 001
r
[ A’y mhyy miy, mly,
(65)

(64)
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on aura, d’aprés les formules (9) du numéro (1):

Wiy @y Vg5 W14 |
) (0)pa Wyy Wy Wag Wag | 1
(18)  dp='32; o= = | dagl=
= W3 Wyg Wy W34 o
i
| @11 w10 013 wig |

o | Ao Agy Ay ()i (s (@)sg
| Ay 4y Ay =‘2‘IEDT (05 (@)gy (@)g5 | =— 620;;) 5
Ay Ap Agp (s (0ot (@)se
Ay Agy Ao Agy Aoy Aoy
(17 { | Ay 4y 4oy |= ?32 i (A Ay Asy | = 620;;, ;
Ayn Ap Ay Ay Ap Ay
Apg Ay Ay |
Ayy Agg Az '~—2;—':
\ Ap Ay Ay

donc au lieu des expressions (14) on pourra écrire les suivantes:

1 1,
i L3567 2w (31)4“’41"{"2%‘“31“‘])50)21)7
et
1357 ¥ (2psw 12,00y — P50y 5),
(18) Y
1 D
TI57 iy Pen —piwn—2p0.,),
1 .
v 1857 2 (—02031~2py 3 —3psoy,).

(56)
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En substituant les expressions (13), (15

et (9), on aura pour y =1, 2, 3,4 les valeurs

. 1.
ey direis day 3A31+014A41 =57y

), (16), (18) dans les formules (3)
finales:

1-+6019731F B paney -4pm,

1 31740’41+2P5 Oy +Pe03,)

Cn Ayt ads e dsted=

(19){

3 (5’731+41711]21'“}‘3}'27711+21’3w4?
‘i’ﬂ-iﬂ-m“.pawn) v

1
ey Aygtepg Aoty Ay o dpn= > G120y 111100 —paw,,

—2p,0y)

1
rpdiettiadas o dataaday = 5 (hu—

De plus on aura

Moy My Mg

[ Aay Agy Jias |
= )

3

20031 —2P3ws—3Psay ).

&
¢;=—135.7.2%0 . | m'y, m'y My ; 20 1 Ay Ayy Ay Js
} !
I May Mey My i l Ap Ap Ay ;
;1.71 AQQ ‘4--5 { “ -‘4‘)1 A°3 .A.-l.; ! " ou 33 A.4 ! l
—2p,| Ay Ay Ay, | +3]’a Ay Ay Az !"“4171’ Agy Agg Az
% Au A.ﬁ 44-44 l ’ Au 1)149 -A44 ‘} I A.p Aq’ A44 ‘ l
R VY J I Asy Ay oy '
oy = 135620 . m'y w'y, m'y | = 22 )— g Agy Agy Ay i
i i
I m'y may Wy | Aa As Au]
; Ay Aoy Ay Apy Ayg Aay? I
iy Ay Ay Ay | —5py| gy Ay Ay ‘l
J dy Ay Ay [ e Ay Ay jl
0y gy My Agy Ay Ao % | Apg Azy dag
0 == 1.3.5.7.2%0 . | 1y ymyg m'sg =205 | gy gy Aay|—6 6, Ay /1334-134§l ,
i
' mlay gy An A Ay : [ Ay Ay Agy ’ '
myy My My | Ay Agy Ay |
i
e = 1.3.5.7.2%w | o/}, m'y, 0y, !: 3-cu.Ti sa Auy Au [,
g mls g | | due o Ay
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done en introduisant les valeurs (17) on obtient:
qui, substitnées dans I'intégrale:

i 15 = ~— L) a1 4 2pwa - sy - 4173601!) ) . L= j Eiﬁia]kﬁr{_a“x?—{-ﬁkﬁaﬁ_‘auxﬂjﬂ i+———~———aww ﬂ“{-a”—:f‘[ dx;
s I ’ (28) 2VE(z) ’
20) / Cig = — ?' (30‘.’31 + dpyws + 91’26011) ) (k=1,2,3,4),
6= — (" @y 61716011) , reproduisent dans le cas k=1 les formules (19) et (20).
7 On voit done finalement, que le procédé pour la construction des coeffi-
Cig = — 50 cients des intégrales canoniques de seconde espéce, indiqué dans les cas

0=2 et p=3, se retrouve aussi dans le cas supérieur g=4; dailleurs la mé-
thode employée dans ce dernier cas peut étre facilement étendue anx cas des
genres supérieurs; il fant dans ce but appliquer la décomposition de Van-
dermonde et suivre la méme voie que plus haut. En général an lieu des

Eerivons trois suites

[ Oy ax, Bary Mery ey Our, Wiy @, o1, 0, 0, 0,... suites (21) on aura trois suivantes:
21 O, 1, p ), ; ) ) Ny Py 2 =123
S: v Py Pay Py, Pay Dsy Doy Py Pay Py, 0. me—s =2z 0, iy Tomri s Tomih yoos ik, Dghy@petpyorey Dgoit oy Oy, 0, 0, 0,
=<, 3 7 6 5, 4 3 2 —1 -9 _9
ot o ! oL 0,-1-2,-8, 0, 1, Pioges PireoPo—1,  Poy Dos1sees  Podises Dot s Pogs Papgr, (1 om—s

—= 20,201, 20-2 0, 20041} 1y 0,(0-1), (0-2) s l0—i-T)py,  0,—1, —2,-3, ..

effectuons I'addition des produits des termes situés les nns an dessus des an-

tres, puis imprimons un mouvement de translation 4 la deuxidéme suite & droi- d’olt par la translation on passe aux smites:
te, & la troisiéme & ganche, effectuons de nouvean I'addition des produits
des termes comme plus haunt et continnons ainsi ce procédé, on aura comme ’ Mok Mok yeer s Mo—idyewy My Dk Wotiyeeey Op—ikyoeny Wiy
résultat les valeurs: 5
5) Dos:  Pestise Pivgyoony Poms1y Pomsy Pomstiseey Pamstiy oy Plomsmty
‘29- s-1, 20-s-2,..., 20-s-i-1,.., ¢—§,0-8-1,0-5-2,...,0-i~s-1,.., —s,

1. .
oy = 5= (10 + Opmax— Spamar 4 4po L3 et 215 w3z - . w0, i
i DR it S+ Apame+ 1401 2P D3Py, Eu eftéetuant 'addition des produits des termes on détermine le coefti-

1 . . <.
A = 5= (Bt 4+ Bpanis ++ 2pyw -k Pacoss —Pywir) cient général

1 i f=p-1 .
o = 5= (32 2pmi = Pt — pacosk— 2pyone Y, \ A=Y [(Eg—s—i—l)p:-, Rg-ip{0—i—8—1)Pp1imt0, -,-,;;] ;
26) < pur
Ay == ".1* (11— Pawsi— 2p,wur — Spyew ) (26) - 5 i
[99) z ; st = P4k ) (s=0, 1, ...., (20—1))
T 1 (=1, 2, ..., 0); po=1; (p—s=0, quand s==1, 2, 3, ...
Ay==—-g- (044 2p 00— 8pyway -+ 4p01r) : [ @) po=L; (¢ 4 1= 350
1 dans I'intégrale canonique de seconde espéce:
A5y ==——~ (3war~ 4p, w31+ 5p,eoiz | _
% Fintat el 27 Li= j A% A e A A G T (=1,2,...0)
. ( == : i=1,2, ...
tip=——5 (Bt 6py01), 2V R (x) 1 =
ark=~77 Oz, ol B(x) désigne le polyndme

(28) R(w) = a*et1+pu** + .. - Pt
(88) < (59)
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On peut retrouver ce mode de génération dans les formules de M. W e-
ber (voir J. de Crelle, t. 82, p. 1835—137); on a en (,t'fet dans le systéme des
notations de cet anteur:

1(@) = VoFpaFr@ Loty = Va(l—2) (1—F72) (1) (1—T;%a),

et le tablean des périodes des intégrales de premiére et seconde espéces:

"k e
Wy =.[-':%‘ZTCZJ7 y Cr== ] SC( i dx (k—]

g'écrit de la maniére suivante:
ty Iy by b,
wy 2K, 2K, %K, %K,
wy 2Ly, 2Ly, 2L, 2ilL,,
e 128y, 2E,, 2%E , %L,

020y, 26y, 2G,, %6,

Les intégrales canoniques de seconde espéce &, &, de M. Weber ont
la forme:

Ch=G, j 3% 4 B | ZY;EF)V 1 gy +—L2J (;j”” de

/ 7{T+2?'4z' +375
J r(z)

&FG_i 2 o Ef “V*JVW“ P [ ”5*
2
\ —~K,/ Va2 g +-3ys4° dz
' . 7(x)
et leur tablean des périodes est le suivant:
(@) (ay) (b)) (0,)
& 0, 0,—dmi,- 0,
&: 0, 0, 0, —dmi,

Pour vérifier la loi de formation des coefficient
trois suites:

s 0,6,5, L, K, 0, 0,..

dz

s, établie plus haut, Gerivons

130) ? O': Y55 Vi, V3, V2 11 07""3‘“4
—==..,4, 3, 9, I, 0, =1, —2

P

80)
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et employons ndtre procédé; on aura successivement les coefticients:

@y = 35 6o+ 2y By 75 La
31) ’ gy =y By — py Ky
l agy=—sLy — 29,1, ,
toy =— 3y K,

qui portés dans l'intégrale

(32) ‘/am—}—amr—l;{lxn;r a8 iz

reproduisent la premiére équation (29). De méme en éerivant trois suites:
S 0, Gy, E;, Ly, K, 0, 0,..
(33 ; L A O R T S

| PSS 4’ 3, 2 1 0,—1,—-—

7 =3 H

et procédant comme plus haut on reproduit la seconde formule (29). Les
suites (30) et (43) correspondent dans ndtre systéme des notations symé-
triques au tablean unique:

ok s ks Ou, 0, U, 0,

Y, s Pes psy Pie B yemn = =121

—= 3, 2, 1, 0,—1,—2_ ..

et les intégrales (29) différent des intégrales I;, étudiées plus haut, parle
factenr 2 au dénominateur, ce qui correspond & un autre tableau des pé-
riodes

0,0, =2, 0,

0,0, 0, —2ai
des intégrales canonigues. Done le théoréme sur la loi de formation des
coetficients des intégrales canonigues se trouve complétement vérifié sur les
formules mémes de M. Weber.

(A suivre).

(61)
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