ERNESTO PASCAL.

Sur Ia nouvelle théorie des formes ditférentielles
d’'ordre ef de degré quelconques’.

(0 NOWEJ TEORYI FORM ROZNICZKOWYCH JAKIEGOKOLWIEK
RZEDU 1 STOPNIA).

Dans cette communication je me propose d'appeler 1'attention des ma-
thématiciens sur la nouvelle théorie des formes différentielles d'un ordre et
degré quelcongues & laquelle je suig parvenu dans ces derniéres années en
généralisant la théorie des formes pfaffiennes ‘et celle des formes différen-
tielles quadratigues®).

Tous les plus brillants résultats dans le domaine de dites théories par-
ticuliéres dus aux plus grands analystes du sidcle passé: P faff, Jacobi,
Grassmann, Riemann, Clebsch, Lie, Lipschitz, Frobenius,
Christoffel Beltramiete. ne sont que de cas les plus simples et
plus ordinaires des résultats jusquw’ & ce jour inapergus, trés généraux et
de nature plus vaste, et la théorie dont je veux parler, paraissant 4 premiére
vue difficile par la complexité des formules anxquelles elle conduit, perd,
grice aux artifices et procédés convenables, toute complexité excessive et
acquiert une symétrie et une élégance & cause desquelles je me permets de
demander pour elle 'hospitalité dans les chapitres de ’Analyse moderne.

1y Komunikat, wygtoszony na IV-ym Kongresie miedzynarodowym matematykovw
w Rzymie w kwietnin 1908 r. (Przyp. Red.).

2). Mes travaux se trouvent publiés dans les ,Comptes Rendus de 1'Acad. de Paris®;
1900, 1904; dans les .Rendiconti dell’ Ist. Lombardo-, 1900, 1901, 1902, 1903, 1904, 1906}
daus les ,Rendiconti della Accad. dei Lineei¥, 1902, 1903, 1906; dans les LAnnali di Mate-
matiea® (3), t. VII, 1901; dans les  Mathematische Annalen*, t. LiV, 1901, ¢t enfln dans les
. Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo®, t. XXII, 1906, t. XXIII, 1907.
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Une forme différentielle d’ordre quelconque » et du premier degré est
une expression formée comme la différentielle d’ordre » d'une fonction f de
plusieurs variables dépendantes ay, &y, ..., 2, en remplagant dans chaque
terme les dérivées de / par des fonctions quelconques de variables.

La premiére question qui se présente ici est celle de déterminer la
forme de la différentielle »—iéme d'une fonction et d’étudier la construetion
de ses différents termes. Un bref examen fait voir de suite qu’ une pareille
différentielle pent étre représentée comme une somme des produits de toutes
les dérivées partielles de la fonetion jusqu’ 4 I'ordre » pour certaines ex-
pressions différentielles caractéristiques. somme des produits des différen-
tielles de variables, que je désigne par le symbole 6}“ g étant gy, ... j. les

indices des variables z qui entrent dans la formetion des .

L'étude des propriétés de ces o devient @ ne Pétude préliminaire qu'il
fant faire dans la théorie qui nous oceupe. La construction définitive
peut se faire en déterminant la formule générale pour les coefficients numé-
rigues qui figurent dans leur expression. Mais on peut aussi démontrer indé-
bendamment les propriétés fondamentales de ces 6, que voiei:

l-oilssetransformentlinéairement parla trans-
formation géunérale des variables;

2-0leur différentielle s'exprime par les s mémes;

3-0en appliquant d 'nn des dune transformation
infinitésimaleon anne combinaison linéaire desé.

4-0chacun des § peutétre composé dune maniére
sSpéciale au moyen dune combinaison qguadratique
desautres 4.

50 la somme de tous les d Pune seule variableen
partant de celle dordre 1 jusquw 4 celle dordre #»
n'est rien autre que le quotient dune différentielle
riémede 'exponentielle par Pexponentielle méame ete. ete.

Une forme différentielle du degré % est une expression homogéne i-li-
néaire des & de % ordres détérminés fixes 71y Ty e, Ty 12 SO0mme de tous ces
ordres est 'ordre de la forme.

Les coefficients de cette forme, de terme a terme, peuvent étre repré-
sentés par les symboles dépendant de % groupes d’indices et forment un Sy-
steme de fonetions 4 % groupes d'indices qui est une généralisation des sy-
stémes covariants ordinaux du Calcul différentiel absol u,
auxquels il se réduit quand chacun de k groupes d'indices devient un groupe
@'un indjce wnigue; nous I'appellerons pourtant un systéme covariant
en sens étendu.

Une forme différentielle générale du degré  se transforme par la
transformation générale des variables précisément comme le produit de %

(218)

SUR LA NOUVELLE THEORIE DES FORMES DIFFERENTIELLES etc. 3

formes différentielles d’ordres supérieurs mais du premier degré, c’est & dire
des formes linéaires en les § et peut étre représentée comme le produit sym-
bolique de % formes linéaires.

Dans l'étude des formes différentielles d'une espéce déterminée se
rencontrent souvent certaines expressions formées an moyen des coetficients
de la forme méme, qni sont comme le noyau de toute la théorie. Dans le
cas le plus simple des formes pfaffiennes ces formations se réduisent aux
binGmes connus, donnés par les différences des dérivées des coefficients, avec
certains changements convenables des indices, et dans le cas desformes
différentielles quadratiques les dites formations sont représentées par le
symbole de Christoffel dont on connait bien I'importance dans les
problémes appartenant a ces formes.

Or, ces deux formations distinctes unt nue origine commune et décolt-
lent d'une source commune, beacoup pius simple gqu’ on n'anrait pu eroire
d’abord, et douée de propriétés générales les plus élégantes.

La construction d'une telle expressivn fondamentale qui est le neyau
de toute la théorie des formes différentielles e fajt d'une maniére la plus
simple et générale en introduisant une vpération d'mn caractére in-
variant quejappelle vpérationde déductio n.

Vuici en quoi consiste cette opération. Etant denné an systéme de
fonctious dépendant de k groupes dindices, Ja déduite dunede ces fon-
ctions par rapport A un indiee déterminé o s'obtient en prenant la dérivée
de la fonetion par rapport a .r,, et en soustrayant de cette dérivée les autres
T: fonetions dont les groupes d'indies sont ceux de la fonetion donnée, mais
séparément et conséentivement angmentés de I'indice .

Cette opération sapplique & une somme et & un produit par les mémes
regles de dérivation. ’

En répétant ¢ fols consécutivement la méme opération par rapport & ¢
indices distinets on obtient une expression dépendant de k41 groupes d'in-
dices et qui est précisément la formation fondamentale qu on
peut nommer le symbole fondamental de toute la théorie des for-
mes différentielles.

Ces symboles fondamentaux forment un systeme de fonetions a =41
groupes d‘indices qui par la transformation des variables se transforment de
la méme maniére comme les coefficients de Ja fonction; ils forment aiusi un
systéme covarianteta cause de cette propriéié les dédunites peuvent
étre nommées déduites covariantes.

Sidecesystémeregardé commeunnsystémede
4+l groupes dindicesonformelesystéme déduit,
on obtient un systéme identigunementnul; ainsi se
trouve fermée la série de systémes déduits d'un systéme donné.

En considérant le cas k=l, c'est 4 dire, le cas des formes dif-
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férentielles d'ordre gueleonque mais du premier degré la somme ou la dif-
térence de deux déduites qui ne différent que par le changement de deux
groupes d'indices, on alesdits symbolesprincipaux qui sedi-
visenben cenx dela premiéreetsecondeespéc e, selon que
Qams leur construction entrent senlement les dérivées des coefficients de la
%uru}e ou 81, outre les dérivées, entrent encore les coetficients mémes non assu-
Jertis aux dérivations.

Lessymboles de Christoffel ne sont que des cas trés particuliers
de ces sy m boles priveipaux an moyen desquels s’expriment
aussiles symboles Dbien connusde Riemann qui sont, commne on
sait, dune grande importance dans Ia théorie des formes différentielles qua-
dratiques.

Oun pent démontrer quelques propriétés fondamentales de ces s ¥ m-
boles principaux, par exemple, quela dérivée dun symbole
(}e premiere ou de seconde espéce est égale tou-
Jours 4 la somme de deux symboles respective-
111g}1t de seconde ou de premiére espéce (propriété qui
Ck‘)llﬁlfﬂ.lt comme un cas particulier la propriété connue des symboles de
Chrvlstoffel); gue chaque symbole de premiére
e.‘\'gece peut toujours sexprimer par une combi-
nalson linéaire desdérivéesdessymbolesde se-
conde espece, et finalement, que les matrices formées
c?e tes symboles principaux daprés une loi bien
facile ont une caractéristique invariante pour
p’ha‘cune detrausformation des variab!les—proprié-
lt; qui uontien; comme un cas particulier une propriété singuliere, jusque

- econnue, des symboles de Chris 4 : :
trice formée avec Ieeg}:;:\.fi‘?gitgxllytnqon(llltelil:]i‘%u:ni 2 én'd-
T 5 if
férentiellequadratique, disposés dune maniére
convenable, a une carastéristique iwnvariante
puur'uhacuue des transformations des variables
. _Dlul'l on déduit que la condition nécessaire pouz:
le'qulvalence de deux formes diftérentielles g é-
nérales est Iégalité des caractéristiqgues de
deux matrices dont les éléments sont les sym-
boles principaunx construits avec les coefficients
de I'une et de Pantre,

) Mais la considération de ces matrices a caractéristigne invariante
n'est nullement transitoire: nous verrons tout de suite qu’ élle se présente
dans tous les problémes sur les formes différentielles et domine toute 1a

tl.léorlie en attribuant & plusieurs résultats une apparence singuliérement
simple.
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On peut étudier le changement subi par les carastéristiques de ces
matrices quand on multiplie la forme fondamentale par un facteur, ou quand
on y adjoint une différentielle exacte, et on est condunit ainsi 4 'extension
des théorémes trouvés, il y'a depuis longtemps, par Frobenius pour les
formes pfaffiennes ordinaires; on peut aussi étudier une autre classe de ma-
trices & caractéristique invariante, cest A dire la classe formée avee des élé~
ments d’un systéme invariant en sens étendn, et particuliérement avee des
formations que nous avons nommées déduites d'un systéme covariant. En par-
ticularisant larecherche enune antre divectionon parvient a un théo.
réme intéressant sur les matrices formées avec
des éléments dun systéme covariant en sens an-
cien du Calecul différentiel absolun

En passant a I'étude des invariants d'une forme différentielle on a tout
d'abord les formes différentielles dout les coefficients sunt précisémént les
déduites covariantes dusystéme de coefficients de la forme
donnée. Il fant remarquer la forme simple & laguelle satisfont ces ex-
pressions, savoir la différentielle dune de ces expres-
sions dépendant de t4+1 groupesdindices sexpri-
me par la somme de 241 auntres delles mémes. Puis
on considére les invariants et covariants simultanés pour la forme diffé-
rentielle dounée et le premier membre duue équation aux dérivées partiel-
les, et en particulier, pour la forme donnée et le symbole d'une transforma-
tion infinitésimale ordinaire.

On a ainsi une classe de covariants qui intervienvent dans la formule
domnant le résultat delapplication dune transfor-
mation infinitésimale aune forme différentielle,
résultat gui, comme on peunt le démontrer, est 4 son
tour une autre forme différentielle duméme ty-
peduguel on est parti

Cela posé, il ¢en suit naturellement Uintroduction de la notion de trans-.
formations infinitésimales appartenant 4 une forme différentielle ou a
e équation qu’ on obtient en égalant & zéro la forme donnée, c’est 4 dire
de transformations qui étant appliguées a la forme, donnent pour résnltat zéro,.
ou reproduisent Ia forme donnée multipliée par un facteur.

Cette recherche est nécessaire pour la solution d'un des principaux
problémes de la théorie qui nous occupe, cela vent dire, pour I'extension du
problémede réduction de Pfaff Lerésultat qu'on frouve
estun des plus simples et constitue le lienavec d’autresrecherches antérieures,

On trouve ainsique la conditionnécessaireetsuffisan-
te pour l'existence de dites transformations.in-
finitésimalespourlesguellescertainscovariants
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et invariants simultanés poureuxetpour la for-
me dounée sont égaux 4 zéro, est simplement que
sannulle une deces matrices a caractéristiques
invariantes dont nousavons parlé précédemment
cest Adire qu unede ces matrices ait une cara:
etéristique inférieure & la plus grande.

On parvient au méme résultat en posant le
probléme de rédunction.

Comme extension du probléme célébre de la théorie ordinaire des
équations pfaffiennes, probléme avec lequel sout liés les noms de Pfaff
et de J acobi, nous pouvons poser la question d'existence et de détermina-
tivn des transformations finies des variables par lesquelles la forme diffé-
rentielle donnée d’ordre quelconque se transforme, & moins d'un facteur, en
une forme coutenant un moindre nombre de variables. ’

Ontrouve que les conditions pour l'existence des
transformations finies coincident avec celles
dPexistence des transformations infinitésima-
les appartenant a4 la forme donnée, et en consé-
quence se réduisent, en derniére analyse, a ce
q}l' une de ces matrices & caractéristique inva-
Tiante ait sa caractéristique inférieure a la
plus grande; etnous pouvons diminuer le nombre
de variables de la forme donnée de tant duni-
tés, que dunités contient la différence entre Ia
plus grande caractéristique que cette matrice
pour‘rzxifz a_voir et celle qu elle a effectivement

A C'est ainsi que se trouve résolu de maniére la plus générale, et, e1;
méme temps, la plus simple, le probléme de réduction lequel an premier coup
d'oeil semblait étre hérissé de difficultés et de complications.

Ul% antre probléms de la théorie des systémes de formes différentielles
e:st celnide 'intégrabilité com pléte deséquations qu’ on ob-
tient en égalant les formes & zéro. Dans le cas simple des forﬁles du pre-
miex" degré (formes pfaffiennes), on sait, que la condition ﬁ éces-
saire et suffisante pour cette intégrabilité ¢ om-
pléte est que les équations admettznt lestrans-
formations de son systéme a-djyoint. Pour le cas gé-
néjra,l, le systéme adjoint est formé non seulement avee les éqnations du pgre—
mier ordre, mais aussi avec d'équations anx dérivées partielles d’ordre sn-
périeur. Pour étendre ce théoréme dans toute son' intéerité on aurait be-
soin <de considérer, ontre les opérations "de-premier ordie (transformations
infinitésimales), anssi les opérations d’ordre sixbérieur. Et on peut le faire
-en se bornant, pour simplicité, an seul cas du second ordre; j'aidémontré
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comme on pent généraliserlethéoréme mentionné
en conservant inaltérée sa forme.

Eu se bornant 4 une condition nécessaire pour lintégrabilité compléte
et ommettant la seconde partie du théoréme, on peut limiter les considéra-
+tions aux transformations infinitésimales (opérations du premier ordre) et
monirer aisément—comme je I'ai fait—que chaque systéme comple-
tement intégrable déguationsauxdifférentiel-
les totales dordre quelcoungue admet tonjours
toutes les transformationsinfinitésimalesdeson
systéme adjoint;maiscetie condition n'est pas évidemwment une con-
dition suffisante. .

Letude de 'intégrabilité compléte conduit naturellement & celle de la
réductibilite des formes & types spécianx; icile domaine est trés varié et éten-
du, etj’ai trouvé quelques résultats simples pour les cas des formes dusecond
ordre. Tci interviennent aussi les matrices 3 earactéristiques invariantes qui
se présentaient déjd au commencement de ces études, et on trouve qu’ en
fixant dune mauniéreparticuliérelescaractéris
tigues de ces matrices, cest A direenposant gu'el-
les aient la caractéristique 1 om 2, on a, sous une
apparence simple et parfaitement symétrique,
les conditions pour que la forme différentielle
soit réductible 2 quelgues types spéeciaux, en-
tre les quels est compris celuigunicorrespond &
Iintégrabilité compléte.

Voila les points prineipaux de 1'état actuel de la théorie des formes
différentielles d’ordre supérieur, & la formation de laquelle je me flatte Q'avoir
coopéré. Je ne sais, sije ne me trompe par un sentiment analogue & celui
d’amour paternel, mais il me semble que ce nouveau chapitre del’Analyse

est destiné & un avenir.

Mais cet avenir ne pourra pas étre trés prochain, parce que, en Mathé-
matiques—on le sait—1'impatience n'est pas permise.
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