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W. STOZEK.

0 CALKOWANIU PEWNYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAINYCH RZEDU DRUGIEGO.

(SUR L'INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU SECOND ORDRE).

Zadanie, ktérem zajmiemy si¢ w tym artykule, mozna sformulowaé
W spos6b nastepujacy:
Dane jest zwyczajne réwnanie rozniczkowe rzedu drugiego:

d?v
du?

Przypusémy, ze w réwnaniu tem zamiast zmiennyeh i v wprowadza-
my nowe zmienne z1iy. Dzieki tej przemianie zmiennych, otrzymujemy
nowe réwnanie rézuiczkowe, zwyczajne, rzedu drugiego, ktorego ksztalt za-
lezy od réwnan przeksztalcenia. Zadanie polega na wyznaczeniu mnogosci
tych réwnan, a zarazem na wyznaczeniu funkeyj u(x, y), v (%, y), ktore,
przyjete, jako nowe zmienne, redukuja pewne szezegdlne rownanie tej mno-
gosci do powyzszej prostej postaci. Rozwigzanie tego zadania podal 8. Lie?),
nie doprowadzajge jednak do konea wszystkich rachunkéw. A Tresse?),

3 8. Lie. Classification und Integration von gewihnlichen Differentialgleichungen
zwisehen xy, die eine Gruppe von Transformationen gestatten. Separataftryk af Archiv
for Mathematik og Naturvidenskab. Kristiania 1883.

2) A. Trese. Surlesinvariants différentiels des groupes continus de transforma-
tions. Acta Math. 1894, T. 18.

Prace mat.-fizyez., t. XIX.
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9 W. STOZEK

traktujge pewne zadanie ogélniejsze, znalazt takze warunki konieczne i wy-
’ d? S
starczajgce na to, aby redukeya do formy Zﬂg =0, 0 ktérej wyzej byla mowa,

byla mozliwa. Zadanie to traktowal takze R. Liouville?') metods od-
mienng od metody Liiego. My w artykule niniejszym podajemy takie
przedstawienie rzeczy, ktore jest w czesci reprodukeys, w ezesei za§ bezpo-
sredniem rozwinieciem w szczegdtach wywoddw Liiego. ‘W kofeu nad-
mieniamy, ze korzystali§my ze wskazéwek prof. K. Zérawskiego, jako
tez z jego rozprawy?), traktujacej analogiczny problem ze wzgledu na
réwnania rézniczkowe rzedu trzeciego.

I. Wprowadzamy do réwnania:

d?
6] @-’; =0

nowe zmienne z i y zapomoca réwnan:

2 v:v(w,y)
® L =eten,

o ktérych zakladamy, Ze ich wyznacznik funkeyjny egove — 00t ¥) jest
odmienny od zera; o samych funkcyach «iv przypuszezamy, Ze sg ana-
lityezne.

Z réwnah (2) wynika:

(“10 -+ gy (l:r) 7yl + 'l’m dx

d*

(”'m + oy ) du‘“ d 4

d
[7’20 + 211{1 dU Vg ( z/) ~+ o, dm'g] ("10 + iy dm)
dy d? d;
- [“20 + 2uyy dz + oy (E%) 1y, d—ag] (“10 +20 IZ) -

) R.Liouville. Sur quelgues équations différentielles non lindaires.
de P'école polytechnique 1887. Cah. 58,

Journal

%) K. Zérawski. O calkowanin pewnej kategoryi réwnah rézniczkowych ZWy-
ezajoyeh rzedu trzeciego. Rozprawy Wydz. Mat.-przyr. Akad. w Krakowie. T. XXXIV,
*) itk
8¢ __
Syt T

(2
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Oznaczmy:
Uyo Vo3 —— VyoUpy = Q

—_!
Vog Yoy ~— Upg Vo — & VgoUgp — Uso V1o =4

(3)

— — A
Vga tyg — Uga V1o =D, g Yoy — Uaq ¥y == b

PR §
Yy Ugy =ty Vo1 = €, Vg3 Yo — Ug1 V0=—=C.

Korzystajae z tych oznaczei, przeksztalcamy ostatnie réwnanie. Znaj-
dziemy:

v

(“m + gy ) v i

Jezeli nadto zwrécimy uwage na réwnanie (1) i na te okolicznosé, ze
wyznacznik a jest odmienny od zera, otrzymamy:

et oY +o+29( 4o+

@ A+ @20 (Y@ 20 Lt a=o,
gdzie:
%y _‘ilel.
\yo
{3) ¢ —%:B, %’-:B’;
I L C, i’=0"
a

W dalszym ciggu podamy warunki konieczne i wystarczajgce na to,
aby réwnanie ksztaltu (4) zapomocy przeksztalcen (2) przechodzito w row-
nanie (1) i, praypuszezajac, ze warunki te sy spelnione, wskazemy sposob
wyznaczenia tego przeksztalcenia, 2 tem samem calkowania réwnania (4).

I1I. Wyznaczmy grupe przeksztalcen, ktéra pozostawia bez zmiany

d?v
réwnanie s = 0. Oznaeczmy jej ogdlne, nieskofczenie male przeksztalce-

]
nie, symbolem:

Wf~5 —I-)

Warunkiem koniecznym i wystarczajgeym na to, aby réwnanie
2
3172 ==0, dopuszezalo to nieskoficzenie male przeksztalcenie, jest nastepuJa-

¢y tozsamosciowy zwigzek:

®
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- dv dv\? duv\®
a0 [2?711 - Ezo] ct_u+ [’702 - 2511] (EE) — & (Z[ﬁ)
) dv] d*
+ [7701 - 2510 350( d?(] 7 =0

2,
przy jakichkolwiek wartoSeiach «, v, %’ a przygﬂt réwnem zeru. Stad

otrzymuiemy uklad réwnai ezastkowyeh, ktére okreslajg £ i #:
Mo ="0; 2y — =0 g —2&,=0; &=0.
Najogolniejsze rozwigzania tych rownan sg: '
E=1¢, +equ—+ e+ e+ euw
7 =€y - e,1t | egv - e;uw + e0?,

gdzie wielkosei e przedstawiajg stale dowolne. Symbol zatem na nieskofi-
czenie male przeksztalcenie grupy, przedstawi sie w formie:

of
Wf= cl + eq G5 + 041) 3 —J— 05u of

(6)
+ e ;—v ¢ (u’ +uv—) —+ e (uv o —+0? —)

Jezeli na oznaczenie parametréw dowolnych wprowadmmy literg C,
to skoficzone réwnania tejze grupy otrzymajg postaé:

@ o — CeU-¢y U,_ﬁcm—l«csv—]—c
HCES .
R cqu—t-esv-4-cq

Ziwr6émy sig do wyznaczenia niezmiennikéw rézniczkowych. W tym
celn nzupelniamy grupe co do pochodnych pierwszego i drugiego rzedu fun-
keyj u i v wzgledem zmiennych = i y, zakladajge, ze zmienne te nie podle-
gajy zadnym przeksztalceniom, i znajdujemy nastepujacy uktad rownan rés-
niczkowych, ktérym czynig zado§é niezmienniki:

_of _f
W=7,=0, W=L=o,

of af of of af
Wa*“loal 137"’}““205"”"“11 %“}““02%:‘—

of f 3
w, _U“’au + 013 + 206. ‘1 115“*1;—}—1)02%{;::

(4)
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I'Vs—"mg + Mau + .oau + ”31; + 023— =0,

of 3
”e-—”maf“}“ o1abf+ 2“8@ +J19f+ Yoz 3 =0,
7 < 0
7 =202, 3‘"‘2; + gty gy -+ 2%, 374;; + 2uyq04 W::
| of
+ (1% + ""10“01)82)— + 2ug 0y e
11
‘ 2 3 of of
Wy == 200 5oL+ 2o 5o+ 20 sk 4 i
2
= (#1090, 010 Um) _f + 2l Py e—f =0.
Réwnanie I¥ maja wlasnosei:
a) tworzg uklad zupelny,
E)
b) sg niezaleine, gdyz W, i W, s niezalezne wzgledem auf s —a—?;f—
10 01
7 i of of of  of
W, 1 Wy wzgledem e a W, 1 W, wzgledem Byt oy

Uwzgledniajac te okolicznodei, dochodzimy do wniosku:

Dla wyznaczenia niezmiennikéw pierwszego rzedu otrzymujemy, po
skregleniu drugich pochodnych, uklad zupelny czterech réwnafi rézniezko-
wych niezaleznych, a zatem niezmienniki pierwszego rzedu weale nie ist~
niejg. Dla wyznaczenia za$§ niezmiennikéw drugiego rzedu, otrzymujemy
uklad zupelny szesein réwnah rézniczkowych niezaleznych o dziesiecin
zmiennych. Mamy zatem cztery niezalezne niezmienniki drugiego rzedu.
‘Wyrazenia na nie podajemy bez calkowania:

r=2=y4 ¢6="T2 _pia0
) ,
[ =" gy, m=Y%ou

Niezaleznoéé wielkosei I, K, G, H wyplywa stad, Ze zalezs one odpo-
wiednio od nastepujacych pochodnych drugiego rzedm:

Ugy Vogs  Uga Voo Uy V13 Usg Vaes  Uzp P20 Ur1 Vrge

III. Uwazajmy grupe, ktéra jest podgrupa grupy W, z najogélniej-
szem przeksztalceniem nieskoficzenie matem:
af of of of of of
— e 2L i I P> PP AN TP DY AN B3 PP A B ¢ DY
(10) Wof= 311»+ & 8u+€3 “au“'"e* Y3 +e ¥50 T4 Y3

[0


GUEST


(13)

6 W. STOZEK.

Jesli uzupelnimy jg co do pochodnych pierwszego i drugiego rzedu
funkeyj « 1 v wzgledem zmiennych « 1 y, ktére nie podlegajg zadnym prze-
ksztatceniom, to dla wyznaczenia niezmiennikéw rézniczkowych pierwszego
i drugiego rzedu, otrzymamy réwnania:

E} e
wp=L=0; wor=1 =0,
of af of of /

(40 P I _°r i 9

W =g quy, T Mor Ty, T a0 Bugy Tt Gy T s Bu::, 0,

, of ef of or
11 W= -+ + - + 8 =
3y g =y g Vo1 Titg 2] Tty 11 tiry Vg aul; =0,

of f of of
1) — a
m Uy oy, +u01 o + g a““‘v% —+ 4y _._3'?;11 + gy -———‘av0f2 =

f 3f of 3
WO =y, T 3, _°T _or f of
6 10 £ +101 0001 + vy EX + Yy %, -+ Vog -——av” =0.

Z r6wnan‘powyz'szych wynika, iz niema niezmiennikéw pierwszego
rzggu, a natomiast istnieje szes¢ niezaleznych niezmiennikéw drugiego
rzedu: '

(12) A= 4; BO=DB; OW=(; 4'0=4" BY=B; 0=

Ab_y obliczy¢ niezmienniki trzeciego rzedu, wesmy czgstkowe pochod-
ne wyrazeft (12) wzgledem 2 i y.
Otrzymamy:

Vy9Uyy — 0¥,
A, = 1T T Tieer ' . VogUoy—Uo3¥o
;Ao po -+ 4B'—CB, Aﬁl—h—a—3—1—A(B o),

Uy glhyg — Uyq¥ —r
B, — it 18%10 g4 ’ Vogty0~—Yp3¥10
= +44'—BC'; B, =210 0% +A4C'—B,

a
Vg1 Ugy — Ug Uy Vgl

_— el —U
010 P -+ C(B’_Cl); GOL = _’_Q_wﬂ_,_lﬁ(ﬂ __{_ C*— A
a )

Vgt yp — Ugol —at

A = _Yad'o 30%10 CRI__(17Y. At Va1t g v

= “+ A(B'—0"); A’y = EQME—I"B' "—BA!,

Bly= U3otar — Uso¥p1
a

+ .B’E-A'C; By = 7)21“‘01;‘”21%1 4 CB’——AA’,

Vo Ugg — Ui Uyo
a

0= 4+ g4'— %O = 1112“10;&_9& — C(B—C).

iy

(6)
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Poniewa? niezaleznych od siebie niezmiennikéw trzeciego rzedu jest
o§m, przeto cztery z powyzszych wyrazefi powinny daé sig przedstawié za-
pomocy innych. Eatwo sprawdzié, iz rzeczywiscie mamy:
4y — Cy=A4(B'+0)—C(B+ 0),
Cro— By =44"— CC’,
Ay — Co=C'(B'+ C)— 4" (B+0),
B,y— C'py=A44"— CC".

(14)

Przypusémy, ze do wyrazenia (10) chcemy wprowadzié nowe zmienne
o', o', okreslone zapomocs réwnan:

,_ butmvdn, Tgu—tmyv-f,

(15)

T lufmetn ? lu-fFmvtn ?
gdzie przez I, m, n oznaczylismy wielkosel stale, spelniajgce warunek:
T m = |
i, my ny |==0.
ly my my

Rozwigzania tych réwnan wzgledem u i v s3:

w— a B+
P TR

przyczem na a, §, y mMamy wzory nastgpujace:

o a4 v’ + 7,
e AT

(16)

a=1lgm—myl; B==1In;—mly; y=1lmy—myl,,
O =M — N Py == 1y — Mgy Py =Ny — Nyl
ay=ml —lgn; Py==mly —Iny yo=mnlo —1m,.

Wstawmy do symbola (10) wartosci na zmienne % i », dane przez réw-

nosci (16). Jesli wszedzie pisaé bedziemy zamiast zmiennych ', o, zmien-
ne u i v, to znajdziemy wyrazenie formy:

af of F | . of of of
(Ff — 2 L 2 (2) gp L (2) g5 L (2) 91 - (2) gy L.
o=t @ g popr L gud ool

of

0 i of . 2 9f
+ e (u u + uv 5) + @ (uv@, -+ L"-a—u-),

gdzie stale e, e . . . 2 zalezy od szeScin stalych dowolnych. Aby otrzy-
maé niezmisnniki tej grupy, wystarczy wykonaé te samg zmiang zmiennych

. (@)
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w niezmienmikach (12). Rachunki znacznie sig uproszezg, jezeli zauwazy-
my, ze wyrazenia 4, B+2C, 4', B'4-2C’ sa niezmienne wzgledem prze-
ksztalcen, okre§lonyeh przez rownania (16). Wyrazenia przeksztalcone
oznaczaé bedziemy temi samemi literami z dodaniem dw6jki w nawiasie, co
pozwala napisaé nastepujace réwnosei:

! ! ’ ’
Vgl Vy

A —

O CALKOWANIU PEWNYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH i t. 4.

AN =4 AP =",
29— g__ 9% -+ 8%, . ") . B9, aum*f:ﬁ_?)lu
{19) t\ BY=B—2 au--po—ty B B+ att+Bo-t-y !
O =0 oty B0y o C I, fﬂ@'{‘ﬁ”g_
T aufpots autpoty

(18 | BO420'®=

/ B 490 0=

/ ! ! 7

VoMW oi— Uy T
9y Yool ot %01 |
A @) — L

7 7 ! 7
U1gV o1V UWor

! ’ / 7
Vg iU ¥y

! ' s ’
Wip Vo1 VoUW

’ ’ ! /
VWUV

! ! ’ !
Uio Vo1V Uor

Yy ! ! !
Vg Uor—Un Vo

! '3 ! ’ i)
WiV pWon

'3 ! ' r
9 Putio 1 V10

! g ! 4
UWigVor—V10 %o

’ J ! ! .
WipVor—V10% o1

Uwazajmy wyznacznik o i utwérzmy jego czastkowe pochodne wzgle-
dem z i y. Znajdziemy:

B—Cc="1, ¢'—B'=%
a’ a
Uwzgledniajge zwigzki:
D (u,v) _ D) D (uw)
D(z,y) ~ D(zy) D)’
Dur) 1 _
D(wv) @i g7y

z Yatwoseia dochodzimy do wzordw:

! ! 7 i ' 7 4 ’
Wao Vo1 —Wor¥ap Vit —Unly
2 g ’ 2.
WipVor — Vyo%oy
' ¢
au'y, + By,
aw’ + Bv'+-y

uu'”ox'-”n“ox

—p® + 06 = (gﬂ)@):

! 7 '4 7
a WioVo1 — Vqgllog

w'yy ¥ 02—1’10”’02
U0y — 'ty

BO 00— (EL‘)(E!:

a "107-’01_"1:.’“01

_ g alWy By
o' 4 o'y

a stgd, na podstawie zwigzku (18) otrzymu.]emy nastgpujace wyrazenie na
niezmienniki grupy (17), jesli zamiast u'o' polozymy u, v i uwzglednimy
wzory (3), (5):

(8}

Zastosujemy powyzsze wyniki do dwu przypadkéw szezegoluych:
L a=1; g=1 pozostale a, B, y rowne zeru.

I o =1 p=1 n=—1

n=—1
pozostale a, B, y réwne zeru.

Dla przypadku I mamy:
) 3 2, d
WEf = eff? % +ePu a—{; + e a—?f}‘— e 3—7-
+ (u2 i ~+ uw ) +ep (uv x Je2 L )

wraz z niezmiennikami:

A® = 4 A = 4’
@0) (\ B®—=R_ 9% B¥=p 3% "10
' CO=C+" = gwm—p Yo

U u

Dla przypadku IT mamy:

of of of 3f
G =W T 1 gy TL 4 oty T 1 gy L
WEf = et Einalcs uau—{—e4 vau—}-ef; vy

) 2 2
- efh (u”’ 3—1]: v 3—5) e tw—— -+ 2?2 f)
wraz z niezmiennikami:
AW =4 A=A’
2, v
(4) 01 (4) 4 2 10
BH=RB—2 - B#¥ =B+ -

(21) \
Vo1 ) 1 %0
0¥ = (0 . W= C o

9)
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gdzie cyfry (3), (4) sy dodane dla wyréznienia grup Wof i WOf iich nie-
zmiennikéw.

IV. Postarajmy sie wyznaczyé zwigzki, ktérym czynig zadosé spol-
czymniki réwnania (4). W tym celn uwazajmy nastepujacy uktad:

3
Guo= 00" — I — 5 Hot 5 Koo,

2 SG’,{,=0'2—}IO—G0'+HM+HK,
@2 , b= — O KO IC Iy — IG

. 1 2

Cy=—0CC +IH—‘§K10 +§ G

ktéry jest nastepstwem réwnan (9) i (14). Wyrugujemy z niego wielkoSci
C1i C’, na mocy oczywistych tozsamodei:

(Cio)or = (001)10 i (0'10)01 = (0/01)10-

Znajdziemy:

2 1 2 - 1
Iy — 5K + 5 Got 5 KKy —(6). o HIE Jort-1Hy — 5 KG =0,

@),
2 1 2 . 1
]Hm—gau + 5Ky — 5 GG HHE )y~ (L) —HI, it G K=

Aby wykazaé, ze wielkodei I, K, G, H nie spelniajg zadnych innych
zwigzkow, niezaleznyeh od (23), jak tylko powyzsze i wynikajace z nich
przez branie czgstkowych pochodnych, ustawmy tabelke, zawierajaca wyra-
Zzenia, za poSrednictwem ktérych niezmienniki n—go rzedu zaleza odpowied~
nio od pochodnych n-go rzedu.

Loy Tus3 Ty s,
Un—2.8 Ugr—Un—23 Uy Vn—3,3 Uy —Un—33 Vyy Yo Yo —Uun Yoy
a } o vt a
Kyuspy K-y Kop—s
Un—1,1 Uig1 = Un—1,1 Vo1 Un—2,2 U1 ~—Un—2,2 Vo1 Vin—1 Uo1—Uim—1 Vg
o H . Yo -
Vu—s3 Uyg—Un—2 Vg0 Un 83 Uyg—Un—33 Vyp Vou Uy —Uipn V1
p ; p D oeee p
(10
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Gn2p; Gn—3,1 3 GD,u-—Z
Un Uor —Unp U Un—14 Uy —Un—1,1 Vo Van—p Uy — Uan—2 Vot
2 ; - S a

Un—1,1 Uro~——Un—11 V10 Un—22 Uro—Un -22 V1o V11 Uy~ n—1 Vo
k) ?

2 = N s

Hn——?,u H Hn—a,l 3 Ho,n—i

Va0 Uyo—Ung Vig

Upid Myg=—n—1,1 Vyp Va2 Uy o~ Han—2 V30
a ! a v a

Z tabelki powyzszej wynika, jak Yatwo sprawdzié¢, ze niezmienniki:

(21) In—-z,o R In,n—-z 3 Kn—-i,ﬂ 3 K1,n—a o Ko,n—z
Hysp ..o Hopz; Gu—sp

sg od siebie niezalezine. Poniewaz liczba wszystkich niezaleznych nie--
zmiennik6w n-go rzedu réwna sie podwojnej liczbie pochodnych #n-go rzedn

fonkeyi o dwu zmiennych, przeto, ze wzgledu na to, iz w ukladzie (24) ilosé.
wielkosei I, K, @, H wynosi 2(n—1)-4}-4=2(n-}1), wnioskujemy, ze uklad

(24) zawiera wszystkie niezmienniki niezalezne; a zatem niezmienniki:

Kn_ﬁ‘] PR Kgyn_4 ; G”~3,] seen GO,’!—?

mogg wyrazaé sie przez poprzedniei otrzymujemy w ten sposib 2(»n—3)
zwigzkow #n-go rzedu. Jesli nadto zwrécimy uwage na te okoliczno$é, ze
przez branie czastkowych pochodnych w uktadzie (23) otrzymujemy réwniez
2(n—3) zwiazkéw n-go rzedu, to dochodzimy do wniosku, iz wielkoSei
I, H, K, @ nie spelniajg zadnych innych zwigzkéw, opricz (23) i tych, ktore
wynikajg z nich przez rézniczkowanie. Stad mozemy wypowiedzieé twier-
dzenie nastepujace:

‘Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby réwnanie (4) za-
pomoca przeksztalcenia (2) przechodzito w réwnanie (1), jest spelnienie
zwiazkow (23), gdzie I, @, H, K sg spblezynnikami réwnania (4).

V. Zakéimy, ze spolezynniki réwnania (4) spelniajg zwigzki (23) i po-
starajmy sig wyznaczyé wzory na przeksztatcenie (2). Posiuzg nam do tego-
nastepujgce rownania rézniczkowe:

an


GUEST


icm°

19 W. STOZEK.

Co= 00 — TH— 5 Gy + 2 K,

s
Cho= 0" — HC— GO—}—H},,—{—IIK
Cp=— -+ KC+IC +I,,— 16,

, 1 2
Cly=— CG+IH—“3" ](10'{'"3_ G-

Réwnania powyzsze dadzg sie sprowadzié do réwnan liniowych, jedno
rodnych, zapomoca podstawienia:

(26) C==;
przyczem na funkeye N nalozymy warunki:
Ny=—M+ 5 GN,

27) 1
Ny=L—+KN.

3
Z rownah (25), na podstawie wzoréw (26) i (27), otrzymaqny:
4 1 1 2
| Liy=g GL+(—IH— - Gy +5 Koo,
Mm=_HL——§~ @M - (H, + HE)N,
Ny=—M+ 1 GN,
Ly =2 KL T+ (5,—IG)Y,

1 1 2
Moy =— 5 KM+ — - Kt -G,

Nm:L——%—KN.

Wyznaczmy warunki catkowalnosci tych réwnaf. Wiadomo, ze uklad
(28) mozna zastqpi¢ ukladem rownan czgstkowych:

2 2
X(g) =Ly, L+M1o 3M JI'N103£+§§:0,
2
Y(‘P)—LMSL +M01 + 01 ‘|—§§i=

(12)
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gdzie zamiast Lyy, Mig, Ny, Ly, My, Ny, nalezy wstawié wartosei (28).

Ratwo dostrzedz, ze uklad (28) jest calkowalny wtedy i tylko wiedy, gdy
ostatni nk¥ad dwéch réwnan jest uktadem Jacobie go. Lecz po odpo-
wiednich uproszezeniach otrzymujemy:

X(Yp)— Y(Xw)~(XY)
=N gL" "_"'Kvu'{— Gnﬂ + KKm“(IG)m + (Imm +-Ufm - iKGm}

3 oL
2 1 2 . i
B LG Ry — 5 0k (R0 (T BT+ ——GKm} e
N _cc'+?1}1za'+—§;ca— KO- teo—trot L KG}a 2,

a stad, nwzgledniajac zwiazki (23):
(XT)=0.
Calkowanie nkladu (28) sprowadza sie na podstawie zZhanego prze-
ksztakcenia A. Mayera, do calkowania réwnania rézniczkowego, liniowe-

gv, Jednorodnego, trzeciego rzedu, o jednej zmiennej niezalesnej, w ktérem
ﬁﬂuru.)e parametr dowolny. Poozmy:

Yy=r7 —i_ (‘E”“s)t 2
przyczem przypuszezamy, ze uklad:

l AL = Lyodx+ Ly; dy ,
(29) aM =M, de -+ A, dy,
‘ dN = Nyydz—+ Ny, dy

w okolicy punktu z=e, y=x zachowuje sie regularnie. Jak wiadumo, po
wprowadzenin zmiennej 7, wystarczy zajaé sie ukfadem

0L
‘\ 57— Lt Lat,
) oM
(30) = Mo Moy,
N ,
’ (7]}’=N10+A01t

(13)
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aby otrzymaé calke ogolng ukladu (29). Uwazajmy réwnania:

Pl = Lpg 2Lt Lt
o°L 8,63 Lyyt? - Logt?
T = Ly, -~ 8Lyt 3Ly 031"+

Ze zwiazk6w (28) wyplywa natychmiast, Ze otrzymujemy réwnania
“formy:

J’% = () L+ g ) M+, @ N
’SEL‘ =y, (z0) L4y, (z) Mtyp,@H) N,
PL

s =1 @) LA @) M (@) N

Rugnjae z tych rownah Mi N, otrzymujemy réwnanie, o ktére nam
chodzi:

0
05 — oL @y
oL
31 L v v =0
»L

-0i3—“X1L Xa X3

7 réwnania tego wynika, ze L da sig przedstawié w sposéb nastgpu-

- Jaey:
L=af(xy) +mafo(xy) +afy(@y),

2 2T,
gtie = (Do, 5= (5], = (35 _, afiifs saokresione funkeye

zmiennyeh #iy. Na podstawie zwigzkow (28) widzimy, ze co sie tyczy fun-
keyj Mi N, to dadza sig one analogicznie przedstawit zapomocg tychze sa-
myech stalych s, 7, o7, 1 pewnych funkeyj zmiennych iy, co pocigga za so-
ba, ze Ci (', okreSlone réwnosciami (26), zawieraja tylko dwie stale do-
“wolne.

Zwroémy sig do wyrazen (20), kitére sg niezmiennikami grupy Wof.
‘Widoczng jest rzecza, ze O 1 (“® czynig zadosé réwnaniom (25), podobnie
jak 01 ¢ wykonawszy zatem raz calkowanie ukladu (25) a raczei (28),
mozemy wypisaé wzory na wyrazenia C® i C'®), kifre podobnie beds za-
wieraé¢ dwie stale dowolne.

(14)
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Poniewaz

0 — g="01. o s the
2% w '

przeto, wykonawszy kwadrature, otrzymu’emy na u wyrazenie, ktore za-
Wwiera pigé stalych dowolnych. Z drugiej strony zauwazmy, ze wyrazenia
C# i O'®, nalezace do niezmiennikéw grupy W), spelniaja réwnosei (25).
Mozemy zatem podaé wartosei tych niezmiennikéw zapomoca, wzordw,
W ktorych figurujg dwie state dowolne.

Na podstawie réwnan (21), mamy:

V, 7
co—o="1; ¢_cu="0
v

’

2 stad otrzymujemy juz v po wykonaniu jednej kwadratury. W wyrazenin
na v figurowaé bedzie piec statych dowolnyeh, z pomiedzy ktérych dwie sg
te same, co w wyrazeniu na . Wogdle wige « iv zawieraja o$m réinych
stalych dowolnych. Wykazemy, ze rozwigzanie, kioresmy otrzymali, jest
najogblniejsze. W tym celu zwroémy sig do réwnan, okreslajacych « i v:

Yoy Uor—Uoa Vo1 __

A
a T
Vap Uy o V1o = 2 (01 2o —2h4y Vy) = B+a(
a ?
Vg0 oy —ao Yoy - 2(Vyy 10—y yg) =B20
a H
D20 Y1050 %0 __, A’
T R

Grdybysmy niewiadome funkcye « i v rozwineli na szeregi potegowe,
wowezas dla okreslenia spélezynnikéw w tych rozwinieciach mielibysmy
«cztery powyzsze rownanja; widoezng jest zatem rzecza, ze wielkosci naste-
pujacych:

U g Uy Ugy Y Vg Vog Ty

okreslié z nich nie mozna, a Ze natomiast mozna okresli¢ wszystkie inne po-
«chodne, jesli na te przyjmiemy dowolne wartosci. Wynika stad, ze naj-
ogolniejsze rozwigzanie ma o$m stalych dowolnych, istotnych.

Streszczajae otrzymane wyniki, powiemy:

Aby otrzymaé wzory na przeksztalcenie u(zy), v(zy), trzeba wyko-
naé calkowanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego, trzeciego rzedu, przy-
tem liniowego i jednorodnego, a nastepnie dwie kwadratury. Co sie tyczy

(15)
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tych kwadratur, to mozna ich nie wykonywaé. Aby to okazaé, zestawmy
nastepujace réwnosci:

09— =1, o _ C/(:;):“'_LO’
w %
o, v

4 01, 4 "4 — 19

oo —0="0; o~ ow="0,

@ O Wt B oy — etBo
O =0= gy’ O O Gugpety

Ostatnig rownoesé otrzymalismy dzieki niezmiennikom (19) grupy Wof.
Poniewaz O i C"® spelniaja réwnania (25), przeto zawsze mozemy podaé
wyrazenia na nie, w ktérych beda figurowaly dwie stale dowolne. Znaj-
dujemy w ten sposéb uklad szedein réwnan liniowych wzgledem e, v, 144,
gy, V1o, Vo1, D& podstawie ktérego mozemy wogéle za pomoca li tylko opera-
cyj algebraicznych podaé wyrazenia na u iv, zawierajace osm stalych do-
wolnych.

(16)

&. A. MILLER.

Groups in which the subgroup which involves all the
substitutions omitting a given letter is regular.

(GRUPY, W KTORYCH PODGRUPA, OBEJMUJACA W SOBIE
WSZYS"KIE PODSTAWIENTIA Z WYLACZENIEM DANET
LITERY, JEST REGULARNA).

Many of the transitive substitution groups of low degrees have been
determined by means of their subgroups involving all the substitutions which
omit a given letter. Itis customary to represent such a subgroup by &,
when the entire group is represented by G. If & could be directly deter-
mined from G, we would have a method of constructing all the transitive
groups of degree » whenever all those of the lower degrees are known.
A number of theorems along this line have been published, especially for
the case when @ is a primitive group.!) In the present paper we consider
the case when Gy is a regular group.

If the degree of @4 isn—1, n being the degree of &, it follows that
G ix a doubly transitive group of the smallest possible order. These groups
have received considerable attention and have been extended along diffe-
rent lines. In particular, it has been proved that such a group cannot
exist unless # is @ power of a single prime and that & contains an abelian
invariant subgroup of type (1,1,1,...).) Moreover, there is at least one

1) Gt Quarterly Journal of Mathematics, vol. 28 (1896). p. 215.
%) Jordan, Liouville’s Journal, vol. 17 (1872), p. 355.
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