24 A, AXER.

Jednym z szezegoluych przypadkéw twierdzenia VI* jest prawo
o $rodku ciezkodei ostrostupa tréjSciannego.

Zajmujacem moze zadaniem Dbyloby zbadanie nastepstw, jakie z cig-
glego Iub chwilowege istnienia silo§rodu wynikalyby dla Dynamiki
ukladu punktéw, poddanych dziataniu sit wewnetrznych?).

*) Dla uktadu trzech punktéw, przyeiagajacych sie wzajem podiug prawa New-
t o)fa, unezynit p. Delaunay w tym wzgledzie tylko pierwszy krok w przytoczonym po-
'wyze] wykladzie, wprowadzit mianowicie spétrzedne sitosrodu formalnie w odnodne réw-
nania rézniczkowe rochu.
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0 ZASADZIE DIRICHLETA".

§ 1. Rozwazania ponizsze stosujg sie z rowng latwosciz do prze-
strzeni, jak 1 do plaszezyzny, tak ze jedynie dla ustalenia mysli ograniczymy
sie do przypadku plaszczyzny.

Uwazajmy na plaszezyznie uklad spélrzednych prostokatnyeh (z,y¥
oraz obszar (D), nie rozeiagajgey sie do nieskofezonosei i dajacy sie kwa-
drowad.

Z drugiej strony uwazajmy funkeye ciggla 6, okreslong na ogranicze-
niu (S) obszaru (D), oraz mnogosé (E) wszystkich funkeyj f, majacych na-
stepujgce wlasnosei:

1-0. Kazda z funkeyj [ jest ciagla wewngtrz obszaru (D) oraz na
ograniczeniu tego obszaru;

9-0. Wartodei kazdej z tych funkeyj f na ograniczenin majy zlewaésie
z wartosciami funkeyi o.

af . 0, .
3-0. Wewngtrz obszaru (D) pochodned—g— i F}; sa ciagle.
Moze sie zdarzyé, ze dla zadnej z funkeyj f catka:
T %)g‘l of e
(1) A(f) _—-U l(Sx + (By) }d.z:dg

Wy

1) Komunikat, odezytany w Sekeyi Analizy na 1V-ym Kongresie migdzynarodowym:
matematykéw w Rzymie dnia 11 kwiétnia 1908.
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nie ma wartosei skoficzonej. Wykazat to Hadamard na przykladzie
bardzo prostym!). Przyjmiemy, ze funkeya o spelnia warunki, potrzebune
na to, aby okolicznosé rzeczona nie zachodzila. Wtedy wartosei calki A(f)
posiadaé beda kres nizszy I, zapelnie oznaczony. Pray tych zaltozeniach
wto jak wyrazi¢ sie daje zasada Dirichleta, jak ja pojmowal Rie-
manm

Wmnogosei (E) istnieé bedzie funkeya u, spraw-
dzajacardwnanie:

(2) A(uw)=1T

Z tego to faktu, jak wiadomo, Riemann wywnioskowal moznogé
zagadnienia Dirichleta.

Wskutek krytyki znanej Weierstrasa?) badania, dotyczgce
istnienia rozwigzania zagadnienia Dirichleta pozostawaly przez dlugi
¢zas niezaleznemi od faktu istnienia Jiczby I. Pierwszg prébe, majges na
celu nzupelnienie rozumowania Riemanna, uezynit H. Weber (Journ.
f. Math. 71). Nastepnie C. Arzeld przewidzial z zupelng jasnoscia
plodno$é badan, majacych ua celu rehabilitacye zasady Dirichleta
{patrz Note: .Sul principie di Dirichlet”, przedstawiona przez tego wy-
bitnego analiste na posiedzeniu Akademii bolofiskiej 24 stycznia 1891 roku).
Nakoniec danem bylo Hilbertowi®) w przypadku szezegblnym pokonaé
wazystkie trudnosel zagadnienia. Wiadomo, jak wazne wyniki otrzymali
pozZniej na tejze drodze Beppo Levi, Fubinii Lebesgue®).

Powracajac do naszego pytania, zamierzam wskazaé nowy metode, po-
zwalajgey otrzymaé te wyniki sposobem bardzo prostym, bez zadnej ujmy
dla ogdlnosei.

'} Hadamaxd, Sur le principe de Dirjehlet (Bulletin de la Société math. de Fran-
ee, 1906p. 135).

%) Werke I-1I p. 49—34. Porown. K. Weierstrass, O tak nazwanej zasadzie
Diriehleta. Wiadomofel matematyczne. Tom 2, str. 1—6.

%) TUeber das Diriehlet'sche Princip (Jabresberichte der Deutschen Mathematiker
Vereinigung 1900).

Ueber des Diriehlet'selie Princip (Festschrift zur Feier des 150-jiihrigen Bestehens
der kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zn Gottingen 1901).

%) Patrz zwlaszeza w ,Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo“ prace na-
stepujave:

Beppo Levi, Sulprineipio di Dirichiet (2 sem. 1906).

Fubini, I principio &i minimo e i teoremi di esistenza per i problemi
selativi alle equazioni alle derivate parziali di ordini pari (2 sem. 190 1),

Lebesgue H., Sur le probléme de Dirichlet (2 sem. 1907).

al eontorno
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§ 2. Polizmy ogdlnie:

®) BP0 = [ [ 135 32+ 552wy
(n
i rozpatrzmy nastepujace zagadnienie:

Majgc dana funkecye ¢ taks, zecalka A(g) ma war-
to§é oznaczong i skofhczons, wyznaczyé funkcye o
harmoniczng wewngtrz obszaru (D) taksg, aby calka
A(v) byla skonczong i nadto taksg abydlawszelkiej
funkeyih harmonicznej wewngtrz obszaru (D), bylo

(4) Blph)= Bh),

oiletylkocaltka A(h) nie jest pozbawiona znaczenia.

Nazywam to zagadnienie zagadnieniem Dirichleta prze-
ksztalconem lub wprost zagadnieniem przeksztalco-
nem. :

Fatwo widzieé, ze rozwiazanie tego zagadnienia, v ile ono istnieje
jest wyznaczone az do stalej dodajnej.

W samej rzeczy, jezeli funkeya v, jest rozwiazaniem zagadnienia, be-
dzie oczywiscie funkeya vy-f-const. innem rozwigzaniem. Z drugiej strony,
jezeli kazda z funkeyj o' i¢" jest rozwigzaniem rozwazanego zagaduienia,
bedzie:

B('\h) = B{p,h,

i ('L‘".h) = B(t]),l;),
skad:

Bo'—v"h) =10,

o ile tylko funkcya harmoniczna % nie nadaje ealce .A(l) wartosci nieskofi-
cZone].
Polozmy, co jest dozwolone
h=qv'—2"
bedzie:
B'—v',r —1") = A@'—") =10,
skad: -
o' — v" == const.

Tierdzenie tedy jest dowiedzione.

§ 3. Zobaczymy zaraz, ze zagadnienje przeksztalcone jest zawsze
mozliwe.
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Przyjmijmy to tymezasowo i zobaczmy, jaka korzy§é mozna stad
osiagnae dla zbadania pytaf, zwigzanych z zasadg Dirichleta.

Mamy najprzdd twierdzenie nastepujace:

Jezeli pomigdzy funkcyami, nalezacemi do mno-
gosci E, okreslonej w §1, istnieje funkeya harmo-
niczna u, funkeya ta przedstawia rozwigzanie za-
gadnienia przeksztalconegoodnog§nie kazdej z tych
funkeyj uwazanej mnogosci, dla ktéoryech calka Alf)
ma wartosé skoficzong.

Z twierdzenia tego wyplywa wniosek nastgpujaey: funkeya #,
jezeliistnieje czynizados$é réwnanin (2).

W samej rzeczy, jezeli 2 ma to samo znaczenie co wyzej, bedzie:

B(fy =B},
skad:
Bifu) = A(u),

Jazeli polozymy, na co mamy prawo,

h=u,

Bedzie zatem:

A(f) = A(u) + A(f—a).
A wiee, o ile tylko funkeya £ nie zlewa sig z funkeyy w, bedzie:
A(f) > Afw),

€0 stwierdza, ze funkeya « czynié bedzie zados¢ réwnanin (2.

Oto znéw twierdzenie drugie, uzupelniajgce poprzednie:

Niechaj w mnogoseci (E) bedzie f, funkecya taka,
ze calka A(f) jest skoficzona;s 0ZNAaGCZMy Przez w roz-
wigzanie zagadnienia przeksztalconego dla obsza-
ru (D) odnosnie funkeyi f,. Skoro tylko obszar (D)
czyni zado§é warunkowi bardzo ogdlnemu, ktdry za-
razprzytoczymyiktérychwilowo nazwe warunkiem
(C), funkcya s posiada wartodei na ograniczeniu zu-
pelnie 0znaczone réznigce sigtylko o stalag od war.
tosel funkeyi f,, a wiec i od.-wartosdeci kazdej innej
fankeyi, nalezagcej do rozwazanejmnogosei.

Twierdzenie to pozwala oczywiscie udowodnié z wielkg ogélnoseig ist-
nienié rozwigzania zagadnienia Dirichleta w bardzo szerokiej mierze.

‘Winienem teraz wyszezegolnié wspomniany wyzej warunek (C), sta-
nowigey restrykeye, z jakg metoda moja pozwala udowodni¢ drugie
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z twierdzen poprzedzajacych, albowiem nie Znajge tego warunku, nie moz-
naby sadzié o stopniu ogélnosei wynikéw.

Dla wyslowienia warunku (C), wezmy jakikolwiek punkt 0, polozony
1a ograniczeniu (S) obszaru (D) iz tego punktu, jake ze $rodka, opiszmy
kolo (X) o promieniu ». Mnogo$é punktéw, znajdujacych sie rownoczesnie
wewngtrz (X) 1 wewngtrz (D), moze stanowié obszar, zawierajacy skon-
czong lub nieskofczong liczbe dziedzin roznych (d). Oznaczmy przez(d')
Jedne z tych dziedzin i uwazajmy punkt zmienny M, poddany warunkowi
pozostawania wewnatrz (4). Niechaj 6 bedzie katem, mtworzonym przez
promied OM z pewng osig stala. Poddajmy kgt 6 warunkowi zmieniania
sig w sposdb ciggly wraz z polozeniem punktu A, W tym przypadkn wa-
runek () mozna wystowié w sposéh nastepujacy: Jezeli promien » kola ()
nie jest wiekszy od pewnej dlugosei 6, niezaleznej od polozenia punktu O
na ograniczeniu (S) obszaru (D) iod wyboru dziedziny (d') pomiedzy dzie-
dzinami (d), wartosei kata 6, bez wzgledu na to, w jaki spos6éb przesuwa sie
punkt I/ wewnatrz (&), nie powinny przekraczaé przedzialu (6, 8,) takiego, ze:

162~61\<2a1

gdzie a jest liczbg dodatnia, skofczong niezalezna, podobnie jak &, ani od
polozenia punktu O na ograniczeniu obszaru (D), ani od wyboru dziedziny
{d’) pomiedzy dziedzinami (2).

Nadmieniam jeszeze, ze metoda, ktéra postuzy mi do rozwiazania za-
gadnienia przeksztalconego, daje sposéb bardzo prostego udowodnienia za-
sadniezych twierdzen, wystowionych w tym paragrafie.

§ 4. Dla kola rozwigzanie zagadnienia przeksztalecnego jest bezpe-
Srednie. Oznaczmy, jak poprzednio, przez ¢ funkcye dans, przez v funkeye
szukang. Niechaj » bedzie promieniem kola. Odnitslszy plaszczyzoe do
ukladu spélrzednych biegunowyeh (o,6), z biegunem w punkcie 0, Srodku
kola, mie¢ bedziemy:

v=a,4 3 [0 BirXo+ 1B, )

k=1

gdzie a, jest stala dowolnai gdzie:

1 [V
— =] coslh,
T (oo
1 o\,
V== — — (z— sin 6.
: Vim \ 7
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§ 3. Rozwazmy teraz obszar (D), ktéry mozemy okreslic jako mno-
gosé punktéw wewnetrzoych przynajmniej jednego z dwdéch innych obsza-
réw (D,) 1 (D,), majacych wspélne punkty wewngtrzne.

Jezeli umiemy rozwiazaé zagadnienie przeksztatcone dla kazdego z ob-
szaréw (D) i (D,), bedzie mozna latwo rozwigzaé. je. dla obszaru (D) za
pomocg postepowania naprzemiennego, analogicznego do dobrze znanej
metody Schwarza. )

W kazdym jednak razie dowdd zbieznosei ciggdw nieskonczonyeh,
ktore tu rozwazaé trzeba, wyplywa z rozwazan zasadniczo réznych od
uzywanych w metodzie Schwarza.

§ 6. Oto wreszcie, w jaki sposéb zagadnienie przeksztatcone moze byé
rozwigzane w przypadke ogélnym. Rozwazmy, jak w metodzie, zwanej mé~
thode de balayage, ciag nieskoficzony kol:

(Gl)v (.("2)3 (03) EReab

ktire wszystkie sa wewnatrz obszaru (D) i takie, ze kazdy punkt tego ob-
szaru znajduje sie wewnatrz . przynajmniej jednego z tych kol. Oznaczmy
przez (D, ) obszar, utworzony przez mnogosé punktow, z ktérych kazdy znaj-
duje sig wewnatrz przynajmniej jednego z n kél:

(G), (Ca), (Cy s s (G

Obszar (I1,) bedzie mégl sktadaé sie z pewnej liczby dziedzin réznych,
lecz to nie stanowi dla nas zadnej przeszkody. Niechaj ¢ oznacza, jak wy-
zej, funkeye dana. Rozwazmy ciag nieskonczony, ktérego pierwszy wyraz.
@, Je3t wyznaczony przy pomocy réwnania:

Py = @,

wyraz za$ ., stojacy na miejscu n+1, otrzymuje sie z wyrazu @, .1 W spo-
s0b nastepujgey: wewngtrz obszaru (D.) funkeya g, réwna sie rozwigzanin
zagadnienia przeksztaleonego dla tej dziedziny odnosnie funkeyi @u—1, W po~
zostatej zas czesel obszaru (D) jest:

P == @Pn—1 .

Jest widoczne, ze metoda naprzemienna pozwala obliczanie wyrazéw
ciggn:
Pos P1> Pas w0y

prowadzié tak daleko, jak cheemy.
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To majac i postugnige sig w odpowiedni sposéb calkami B, 04),
stwierdzamy, ze réwnanie:

lim A(r—¢,) =0

okresla—az do stalej dodajnej—funkeye » harmoniczng wewnatrz obszaru (D).
Przekonywamy sig nastepnie, ze finkeya v jest wlasnie zgdanem rozwaiza-
niem zagadnienia przeksztalconego.

Dowéd zasadnoSei poprzedzajacej metody polega jedynie na dwoch
nastepujacych hypotezach:

1. Obszar (D) nie rozcigga sie do nieskonczonosei i daje sie kwad-
rowaé.

2. Calka 4(p) ma wartosé skoficzong i zupelnie oznaczona.

Prace mat.-fizvez. t. XIX. 9
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