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A. ROSENBLATT.

{Uber Reihenentwicklungen der Infegrale der Differens
tialgleichungen erster Ordnung in der Umgebung
einer wesenilich singuldren Stelle.

(0 ROZWINIECIACH NA SZEREG CALEK ROWNAN ROZNICZKOWYCH
RZEDU PIERWSZEGO W OTOCZENIU MIEJSCA ISTOTNIE
0SOBLIWEGO).

Die Herren I. Beudixson?) und J. Horn?®) haben die Integrale
der Differentialgleichung:

s .
1) o zé:ay-,—bw—l-f(ﬂ?ay)a

in welcher #=-1 ist und f(x,y) eine mit Gliedern zweiter Ordnung in z und
y beginnende Potenzreihe bedeutet, fiir reelle Versuderliche und Functio-
nen in der Umgebung der Stelle 2=y==0 untersuchi. Fir a==0 werden von
den genannten Autoren allgemeingiltige (d. h. simmtliche Charakteristi-
ken darstellende) Reihenentwicklungen mit Hilfe der Methode successiver
Approximationen gegeben. Fir a=0 gibt Herr Bendixson eine voll-
stindige qualitative Untersuchung der Charakteristiken, wihrend zugleich
eine analytische Darstellung als schwierige Anufgabe bezeichnet wird. Auch
Herr Painlevé sagt diesheziiglich in seinem Artikel .Gewdhnliche
Differentialgleichungen. Existenz der Losungen® der dentschen Awusgabe
der mathematischen Encyclopidie: ,man kennt keine Darstellung der vom
Ursprung ausgehenden Charakteristiken®.

1) Sur les points singuliers des équations différentietles®. _Ofversight, Stoekholm
1898; 1-te ud 3-te Note.

2) Mathematisehe Annalen Bd. 51.
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(2

Im Folgenden werden unter einschrinkenden Voraussetzungen iiber
die rechte Seite von (1) Reihentwickiungen fiir =0 gegeben und ihre Con-
vergenz fiir einen Teil der Charakterisitiken bewiesen. Wir schreiben (1)
in der Form:

a -
2) " ;ﬁ =ay" + yfiay) + o),

worin f{z,y) und ¥(x) die Bedeutung haben:

flrg) = bt (1)) g (r) + ot (110001,
Vlx) = dat{14-o(z)] ,
und @(x), xzy), f(y), o(x) Potenzreihen bedeuten, deren erste, dritte und

vierte mit den Argumenten verschwinden, worin weiter die ganzen Zahlen
m, h, p, k die Ungleichungen erfiillen:

m=2, k=1, p=m, k=1
und a==0 ist. 'Wir setzen nunmelr
n--1
(3) h=n—1, > n—2, d=0

2 sind die beiden ersten Voriussetzungen stets erfiillt. In-

f ( ,y)

voraus; fiir n=

dem wir statt f(xy),

yl—m
- setzen, die abhiangige Variable z = ein-
fiihren und a=e=-+1 sefzen, erhalten wir aus (2) die lineare Gleichung

dz

@ e et et

auf die-wir die Methode der successiven Approximationen anwenden Wir

RE
setzen 2z = i/—iﬂ— bilden das Gleichungsystem:
6)) z* Ao &+ 21 (L, 5—1)
dz (LY k—1),

=1,2... und integrieren dasseibe mlt ‘den Bedingungen y;=y° fiir » ==,

und y,=0. Wir erhalten
L SEyp - o S ’
kil _p LRy L,
= L - de
(6) z=¢ s} e -+,
. & z

Zy
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k=1, 2..; und fitr i=n—1, wenu novh

batg(a) + 2.y y(ey) + cy?[1H (1)) = e y)
gesetzt wird

2\ iﬂ(zyk_l =z o -_/‘:w; ,,_,s——
- AN Tt a o
(47) 2y (wo e € .1;"+“e da—+2' .
kS
Durch partielle Integration erhilt man dann:
f Azypq) .
Gy — o1 ™ - d )
T e T Ly T
(7
;ﬂmkﬂ\" " ey LI
z " ’ 1 = Az
—e&e P T it
J{u—1)an? x” :
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und fir A=n—1

z
dz

{97y _q) b
=

&
. [(H—n—l o "30]

—_fﬂ‘,;’yk_l) 2z

w=—grm =)
(79
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¢ ( x, ((/+v1— 1) .'E“'"*l

welche Formel auch fiir b—i—n——l_O giiltig bleibt, wenn man im ersten und

3(1', 1)

dritten Summanden rechts - durch —logz und in der Klammer des

bw
zweiten Summanden durch —log x, ersetzt.

Aus den Formeln (6) und (6¢) erkennen wir jetzt, waun die Functm—
nen v mit « gegen Null convergieren konuen. Betrachten wir in der Tat
#, und es sei I) n gerade, a) m gerade. Ist e=-1 und 2>n—1 oder i=n—1,
b=1—n, dano ist das erste Glied der Summen in den Klammern in (6) und

(6°) fiur a,(,>m>0 negutif und strebt mit abnehme -dem x gegen —co, es ist
positif fiir 0>>#>2, und wichse mit wachsendem @ gegen —+oo. Ist also
4°>0, dann sind im ersten Falle die Klammerausdriicke stets negatif, im
zweiten Falle gehen sie durch Null; ist y°<0 dann gehen die Klammer-
ausdriicke im ersten Falle durch Null und sind im zweiten Falle stets po-
§itif, Tst b<!—n, dann ist das erste Glied der Summen endlich und die
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Klammerausdriicke sind fiir 2,>x>0 von Null verschieden, wenn %°>0
oder 7, <0 und absolut klein ist, sie gehen durch Null wenn y°<0 absolut
gross ist; fiir 0>z, vertauschen sich die Zeichen > und <. Der Fall
s=—1 entspricht der Transformation y=—¢'. Die Transformation y=y’
zeigt das Verhalten fiir b) ungerades m und e=-1, und y==—u" fiir &= —1.
Ebenso zeigt die Transformation z=x"? das Verhalten fiir IT) ungerades n
a) gerades m und xz=x"2, y==y'? fiir b) ungerades m.
Es sei jetzt zuerst 7z>n—1 Setzen wir im Folgendﬂn 2,>0, ">

voraus und betrachten die Curve

(O] (m—1)y"! — (n—1)z"1 = (.
Wir behaupten, dass wenn , klein genug ist und der Punkt (x,,y°) zwischen
der Curve (C) und der positiven z-Achse liegt, die durch denselben gehende
Charakteristik durch die Methode der successiven Apprommanonen gege-
ben wird.

Zunichst ergiebt sich leicht aus (7) nnd den Bedingungen (3), dass d'e
yi fiir 0<<z=12, simmtlich erstens Ungleichungen von der Form

—1 oo
v < e e (e

erfiillen und zweitens durch die Formeln

1-+-64(2)
d (T%x——)]

dargestellt werden. Dabei sind die () und die 6:(») Functionen, die fiir
alle Werte von % dem Absolutwert nach uunter einer beliebig kleinen posi-
tiven Grosse bleiben. Dabei ist 4,<3, wo & eine geniigend kleine positive
Grosse bedentet. Dies wird auf bekanute Weise bewiesen. Um jetzt Con-
vergenz der Reihe

(8

7/”'-—1 jr—

1
(m—1) [ e

© i D e — i)

darzutun, bilden wir die Differenzen
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k=12

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergiebt sich jetzt:

z
J-szndz 2

yn=1— (/m:l P ‘ aﬂy’m) J_L_
=T ‘e . } sy
Tn
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\ +e” flrgim) | =) = o | -

\

Hier sind die 7 zwischen 7x— und -

Fo

_, vérlanfende Curven. Aus (10) fulgt

jetzt leicht die Convergenz der Reihe der Approximationen. Es ist

ofiey)
ay

f(t/)
—pfog) -+ oy B ey (O] + o
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Ist zuerst m=2, dann ist fiir k=2 der erste Summand rechts in (10) absolut
kleiner als

i Mz, — )z
wo M eine positive Zahl ist, und ebenso ist der zweite Summand kleiner
als dieser Ausdruck. Daraus folgt dann am einfachsten auf bekannte Weise
die Convergenz von (9) durch Vergleichung mit der Reihe:

14 Z (Zy—m).
1

Ist jetzt 5n>2, dann schreiben wir

—1 g mi—1
Pe—Yem oyl
m—1 . =
S ymo2 i
yd |~Uk -(/I;~1
e
o

Dann ergiebt sich ebenso leiclt, dass fiir k=2 die beiden Summanden rechts

in (10%) absolut kleiner als

(107)

n—1
M (g7 — ax)pm—1

sind, wo @ >0 ist. Durch Vergleicﬁ-ung mit der Reihe

@«
L Y (g — ),
- 1
folgt dann die Convergenz von (9). Damit ist bekanntlich upsere Behaup-
tung bewiesen.

Es sei jetzt A=n—1, b=I1—n. Der Beweis fiir die Convergenz von
(9) wird genau ebenso gefiihrt. Es sei 2,0, y>0. Wir behaupten, dass
alle durch zwischen der Curve:

(€ (1 —1)y"=1 — (bf—1 )t =

.und der positiven z-Achse liegende Punkte (z,,5°) laufenden Charakte-
ristiken durch die successiven Approximationen gegeben werden, wenn
%<0 ist, wo 8 eine geniigend kleine positive Grosse bedeutet, und

wo in (C) fiir b=1--n, b4+n—~1 durch —

zu erseizen ist. Dal=1—n
logz =

ist, hat man erstens aus (7%) fiir 0<w<Cw, die Ungleichungen
. btn—1
v <L ),

ase
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und zweitens die Darstellung .
v 140 ()

K {@FLUF‘(%Y(Z + (TJ;,T_IUT‘)J .

D gt =
(m—

Die ex(2) und die 6x(x) sind der Null beliebig nahe und Zﬁ muss fiir
. [

=1~—n durch —log respective durch —logz, ersetzt werden.
Jetzt bilden wir die Differenzen

2 dz < . dx " ‘
f S = Sty = o
1 A = o z 1 .
¢ —e — T} 2?
\ , -

x xz
dz dz
SO gp—1) o . » B ) e
Zy z { Zy 2,

£y

. )
2—Z ==
k k—1 %

Nz
8 yim) =,

af da “ 4z
Soza 0 S — a9
Tat b a" dz
Zy Ly EN &
{@,Y1—2) e ‘ .

JoFa=1y st
Zp
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes erhilt man:

. Lo,
' bfﬂ\%’hﬁ._

:Z/"j—l — :l/r,'___1 - X z, L . f’:ﬁ(‘m ﬁ
- IH—IEJ:%MX?//'—; (Tu) ‘e '_,l(le—i—.’l/1~-zJ dy &t
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; S P Y e YU
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r dx
12) / r ﬂ)b :{W&yk__]);‘—, 19( ) da
B (g1 pn—1 Xfpy) —
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oo A ’ . ax
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Hier sind die 4 wieder zwischen y,— und y;—, verlaufende Curven. Wir
erhalten jetzt ebenso wie frither zuerst dass y,—y, absolut kleiner als

n—1

M (1«‘0"-—17 a) a1

ist, wo >0 ist, woraus die Convergenz der Reihenentwicklung folgt.

Ist b=1—n, dann tritt in (12) log z uud log z, auf, im zuletzt geschrie-
benen Ausdruck tritt dann log« aunf.

Ist endlich 4<1—n, dann wenden wir uns zu (6¢), indem wir wieder
2,20, y>0, e=-+1 vnra,us~etzeu Ist z, geniigend klein, und ist ausserdem
die Bedingung erfillt, dass der Punkt (24,5°) zwischen der Curve

Q) y"t— Nax—t =0,

wo N eine beliebige positive Zahl ist, und der positiven z-Achse liegt,
dann kann man den Convergenzbeweis leicht filhren, wobei noch die zweite
Bedingung (8) durch

ersetzt werden kann. Aus (6%) erhalten wir:
I\,I(%) um~l<ym—-1 < K ( )Jom-—-i

wo K, und K, zwei positive von k unabhiingige Zahlen bedeuten. Aus (12)

folgt dann:

b

(Yo =9l < Mz 1,

worauf man sofort znm Ziele gelangt.

Krakéw w sierpnin 1908 .
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Z. KRYGOWSKI.
SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS

HYPERELLIPTIQUES EN SERIES TRIGONOMETRIQUES.
0 ROZWINIECU FUNKCYJ HYPERELIPTYCZNYCH NA SZEREGI

TRYGONOMETRYCZNE).

DEUXIEME PARTIE.
1. Périodes desintégrales canoniques.

En posant
(1) =

on a dans le cas

2—dg

VR(z)

i (B=1,2,...,0)

1, quand a =23,

Aap=—
0, quand a==4,

comme I'expression des demipériodes wpuy, @'uy, les formules:

o 2 2y—]

) = /t/wu,mw /dwp-}—jdwu—]* +/dm,¢,(,u,v~—12, ),

0y A T op—2

done
gy "2.v+1
(3) / Aoy = wu; j Ay = O'pats = s
. “agp—1 b
De plus on déduit:
'zve
jdwy—’— dw,‘—f— -I—de::.‘— 0
@ @351
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