W. SIERPINSKI.

O mierze Lebesgue’a.

(Sur la mesure de M. Lebesgue).

Podstawg teoryi calek Lebesgue’a jest, jak wiadomo, jego teorya
miary. W klasycznem dziele Lebesgue’a ,Lecons sur P'intégration®?,
jak réwniez w jego tezie doktorskiej¥, teorya miary wyltozona jest bardzo
zwigzle (na kilku stronach), miejscami niezupelnie jasno®. Wyktadajac
w tym roku Catki Lebesgue’a jak kurs specyalny, bylem zmuszony
teorye miary opracowac szczegétowo. Wprowadzenie pewnych prostych po-
jg€ i symboli oraz szeregu (bardzo krétkich) twierdzen przygotowawczych po-
zwolito mi, jak sadze, teoryg miary Lebesgue'a uczynié bardziej przejrzy-
sty i tatwiejszg do opanowania.

Praca niniejsza sktada sig ztrzech rozdzialéw. W pierwszym podaje
szereg twierdzen przygotowawczych, dotyczacych zbioréw przedziatéw; nie-
ktére z nich same juz przez si¢ przedstawiajq interes. W rozdziale drugim
wyktadam zasadnicze twierdzenia teoryi miary; niektére z nich sa nieco ogél-
niejsze, niz u Lebesgue'a i de la Vallée Poussina. W koricu roz-
dzialn podaje (jak sadze, nowy) dowdd elementarny twierdzenia, ze odcinka
nie mozna rozbi¢ na dwa zbiory punktéw, ktérych miary sa w kazdym prze-
dziale réwne. W rozdziale trzecim wyprowadzam wazniejsze twierdzenia
o funkcyach mierzalnych, upraszczajac, badz uzupelniajac niektére dowody
Lebesguea. '

) H. Lebesgue, ,Lecons sur Uintégration et la recherche des fonctions primitives®
Paris 1904.  Teorya miary znajduje sie tam na str 102—110.

?) H. Lebesgue, ,Intégrale, Longueur, Aire*. Annali di matematica S. III, T. VIL

%) Nieco wiecej miejsca poSwieca teoryi miary Lebesgue’a Ch J. de la Vallé
Poussin w swym ,Cours d’Analyse Infinitésimale*. T. 1, Louvain et Paris 1909, p. 240
i nast. . :
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I. Twierdzenia przygofowawcze do teoryi miary.

W rozwazaniach naszych bedziemy mieli do czynienia:

1) z poszczeg6lnemi punktami prostej; bedziemy je oznaczali mate-
mi literami acifiskiemi;

2) ze zbiorami punktéw prostej; bedziemy je oznaczali duzemi
literami facinskiemi;

3) z poszczeg6lnemi przedziatami (odcinkami); bedziemy je ozna-
czali matemi literami greckiemi;

4) ze zbiorami przedzialéw; bedziemy je oznaczali duzemi litera-
mi greckiemi.

Punkt prostej i jego spétrzedna bedziemy oznaczali tym samym sym-
bolem.

Odcinek 8, ktérego koficami sg punkty @ id, bedziemy oznaczali przez
(@, b). Diugosé przedziatu (odcinka) 8=(g, ), czyli liczbe b — a, be-
dziemy oznaczali przez 8. Jezeli zbidr przedziatéw A jest przeliczalny, to
sumg diugodci wszystkich przedziatéw tego zbioru bedziemy oznaczali
przez A.

Jezeli dany punkt p spelnia nieréwnosci

a<p<b,
to bedziemy mowili, ze p lezy wewnatrz przedzialu & = (a, b), piszac:
pCo.

Jezeli punkt p lezy wewnatrz jednego przynajmniej z przedziatéw zbio-
ru 4, to bgdziemy méwili, ze p lezy wewnatrz A, piszac:

pCA.

Jezeli kazdy punkt zbioru P lezy wewnatrz A, to bedziemy mowili, ze
P lezy wewnatrz A, piszac:
PCA.

Jezeli kazdy punkt, lezacy wewnatrz A, lezy zawsze wewngtrz 4, to
bedziemy pisali:
ACA,.
Wzglednos$é ( jest oczywiscie przechodnia (Naprz. z p (&, 8(.A4,
ACA,, & (.8, wynika: p ( 3,). ) )
Jezeli jednoczesnie

ACA; oraz A (A
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(t. j., jezeli zbiory przedziatéw A i4, posiadajg te same punkty wewngtrzne),
to bedziemy méwili, ze zbiory Ai4; s3 r6wnowazne, piszac

Acod,.
(Wigc np. zbidr, zlozony z dwdch przedziatéw: (0,2) i (1,3), jest réwnowazny
przedziatowi (0,3)).

O dwéch przedziatach mowimy, ze nie zachodza na siebie, jezeli
nie posiadaja zadnego wspélnego punktu wewnetrzinego. Zbiér A, ktérego
zadne dwa przedzialy nie zachodza na siebie, bedziemy nazywali nor-
malnym.

Twierdzenie 1. Kazdy zbidér przedziatow jest réwnowazny
pewnemu i tylko jednemu zbiorowi normalnemu.

Dowéd. Niech A oznacza dany zbiér przedzialéw. Oznaczmy przez P
zbidr tych wszystkich punktéw, ktére nie lezg wewngtrz A. Zbiér P jest
zamkniety, co wynika z uwagi, ze jezeli dany punkt lezy wewngtrz A, to
i wszystkie dostatecznie blizkie do niego punkty réwniez leza wewngtrz A.
Lecz, jak wiadomo, kazdemu zbiorowi zamknietemu P odpowiada pewien
zbidr przedzialdw, nie zachodzacych na siebie, 4,, taki, iz kazdy punkt, nie
nalezacy do P, lezy wewngtrz 4,, inaodwrét: zaden punkt wewnetrzny dla
A, nie nalezy do P. Z definicyi zbioréw A 1A, wynika, ze Aco A,. Zbidr4
jest wiec réwnowazny pewnemu zbiorowi normalnemu.

Uwaga. Jezeli zbiér A mie lezy na skoficzonym odcinku, to jeden lub
dwa przedzialy zbioru A, moga by¢ nieskoriczone, co jednak nie uchybia
ogélnosci twierdzenia (Np. dla zbioru przedziatéw (0,2), (1,3), (2:4),..
(n, n+2),... zbidr A, sktada si¢ z przedziatu (0, - c0)). Zresztg w teoryi
miary bedziemy mieli do czynienia tylko ze zbiorami A, lezacemi na skori-
czonym odcinku; odnosne zbiory 4, beda wigc réwniez zbiorami skoriczonych
przedziatow.

Aby dalej udowodnié, ze zbiér przedzialéw jest réwnowazny jednemu
tylko zbiorowi normalnemu, wystarcza oczywiscie dowies¢, ze dwa zbiory
normalne, kiére sg réwnowazne, sktadajgq si¢ z tych samych przedziatéw.
(Jezeli zbi6r ,A sklada sie z przedzialéow 8, ¢,, &,..., to bedziemy pisali
A=3 +8-+8-+...) W tym celu udowodnimy przedewszystkiem na-
stgpujacy

Lemmat. Jezeli A=28 48,4+ 8-} ... jest zbiorem normal-
nym i jezeli § (A, to przy pewnem n musi by¢ & (0,.

Dowdd. Niech p oznacza jakikolwiek punkt wewnetrzny przedziatu &
(np. jego érodek). Wobec p (& CA mamy p ( A; istnieje wiec takie n,
iz p (8,. Powiadam, ze § ( 8,. W samej rzeczy, zal6zmy, ze nie kazdy
punkt wewnetrzny przedziatu & lezy wewnatrz 8,. Istniatby wigc punkt ¢,
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wewnetrzny dla 3, ale nie lezgcy wewnatrz 8,. Gdyby punkt ¢ nie byt sam
jednym z koficéw odcinka 8., to migdzy punktami pig¢ (z ktérych pierw-
szy bylby wewngtrznym, a drugi zewngtrznym dla 8,) lezalby niewatpliwie
‘ jeden z koficéw odcinka &,=(a., b.); punkt ten, jako lezacy miedzy dwoma
punktami wewnetrznemi dla &, bylby oczywiscie sam wewngtrznym dla o
W kazdym wigc razie jeden koficéw odcinka 8,, np. punkt a,, lezaiby we:
Wn?,trz 8. Wobec @, (8 (A byloby @, (A, zatem, przy pewnem % mieli-
by$my a, (9. Jeden z koficéw przedziatu 2, lezatby wiec wewnatrz prze-
dzialu 8, wbrew zalozeniu, ze przedzialy zbioru A nie zachodza na siebie
Nasz lemmat zostat wiec dowiedziony. .

Zatézmy teraz, ze zbiory

A =Z 8, oraz Al= Z oy
”

n

53 oba} nolrmalne D, oraz, ze¢ AcoAl. Niech n oznacza dany wskaznik. Po-
niewaz 8,/ C A" (4, przeto mamy 8,/ ( A, zatem, wobec dowiedzionego lemma-
tu, przy pewnem. 7, mamy 8./ (9. Lecz z drugiej strony, podobniez przy
pewnem k&, musi by¢ 3, (8/. Ze zwiazku 7

571, C 6m ( ak’

znajduje.:my % C&/, co jest mozliwe tylko dla k=, gdyz przedziaty zbio-
ru A" nie zachodzq na siebie. Jest wiec jednoczesnie

8, (0, oraz 8, (8.,

sk?‘d oczyv_vis’cie wynika, ze przedzialy &, i 8, sq identyczne (jako dwa prze-
dziaty, majace te same punkty wewnetrzne).

. Kazdy z przec'lzia%éw zbioru A7 jest wiec pewnym przedziatem zbioru A
akz}e;o‘sa{no da si¢ oczywiscie powiedzie¢ i naodwrét, wiec zbiory A 1 A/
skta :?]a‘ sie z tych samych przedziatéw. Dwa zbiory normalne, ktére s row-
nowazne3 nie -mogg wiec by¢ rézne.

;;ggdzmm l1 mozemy wigc uwazac za dowiedzione w zupehosci.
161 normalny, réwnowazny dan i i i i
preez. (8 , y emu zbiorowi A, bedziemy oznaczali

Twierdzenie 2. Jezeli A (3, to N(4) < 3.

Dowéd. Potézmy
e wice N®=v+vt v s

') Zbiory normalne zawieraj i j j
" biory no ja przeliczalng conajwyzej mnogo$¢ przedziatéw, gdyz
zbi6r przedziatéw nie zachodzacych na siebie jest, jak wiadomo, conajwy];ej przelicz'alfy.y
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N@) = 4w+
Przedzialy v, vy, ..., . Die zachodzg na siebie i lezg (w liczbie skofi-

czonej) wszystkie na odcinkku 2: jasnem jest wigc, Ze suma ich diugosci nie
przenosi diugosci odcinka ¢, czyli ze

A<

(wykonczenie tego dowodu, nie przedstawiajace zresztg najmniejsze] trudno-
$ci, pozostawiamy czytelnikowi). Stad wynika prawdziwo$¢ twierdzenia, je-
seli zbiér N (A) sktada sig ze skoniczonej liczby przedzialow. W przeciwnyml
razie, przechodzac w otrzymanej nieréwnosci do granicy dla n=rco, do-
staniemy
Twierdzenie 2 zostato wiec dowiedzione w zupetnosci.
Twierdzenie 3. Jezeli 3 (4, to 3 < A.

Dowéd. Potézmy
d=(a, b)

. b—
oraz, przy dowolnem danem dodatniem e (< 5 a):

¥ =(a-}e, D—e);
bedzie wige o
6:5’+2€-

Wobec 5 ¢ A kazdy punkt przedzialu &/, nie wytaczajac koiicow, bedzie
lezat wewnatrz A. W mys] znanego twierdzenia Borela znajdzie sig taka
skoficzona czesé A, zbioru A, ze bedzie dla kazdego punktu p przedzia-
tu & réwniez p { A,, skad (wobec skoriczonodci zbioru A,) oczywiste jest,
ze

§ <35,

Mamy wiec przy wszelkiem (dostatecznie matem) dodatniem e:

B A+ 26,
skad w jednej chwili: .
<A,
i, tembardziej: o
3LA

(gdyz zbiér A, jest czescig zbioru A). Dowiedlismy wigc tw. 3.
Twierdzenie 4. Jezeli A A, to N(@3) < 4"
Twierdzenie to rozbijemy na dwa twierdzenia:
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4a): Jezeli A ( A/, to N(A) < N(A"), oraz
4b). Zawsze N ()< A.

(Z twierdzefi 4a i 4b wynika oczywiscie natychmiast twierdzenie 4).
Dowod tw. 4a. Potozmy:

N@)=v-+vty+...,
N @) =y 4+ ..

Ze zwigzkéw A ( A', A’ co N (A') mamy A ( N(4"), zatem, przy wszel-
kiem %:
v (N (4.

Stad, w mysl udowodnionego wyzej lemmatu, przy pewnem 7 musi
byé '

i zwigzek ten moze (dla danego %) zachodzié¢ przy jednem tylko 7, gdyz
przedzialy v/ nie zachodzg na siebie.
Oznaczmy ogélnie, przy danem n, przez A, zbiér tych wszystkich
przedziatéw v, dla ktérych
v C vl
bedzie wigc oczywiscie )

N@) =D A,

(niektére ze zbiordw A, mogq zresztg by¢ prézue, t.j. nie zawiera¢ zadnego
przedziatu), oraz )

A (.
Stad, w mysl tw. 2:

N@) <
lecz przedzialy zbioru A, (jako nalezgce do zbioru normalnego N (4)) nie
zachodzg na siebie, mamy wigc

N@Q,) =A4,.
Jest wige, przy wszelkiem n:

B,
skad

NG =2 L< ) w=N@)

zatem N Q) < N (A, c.b. d.o.
Dowdd tw. 4b. Potézmy
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A=08 +8,+8+...,
N@)=vwn+v+vy+...

Wobec 8 (A ( N(A) mamy & ( N(4), zatem, w mysl wiadomego lemmatu,
przy pewnem 7 (oznaczonem w zupetnosci przez k)

& (V.

Oznaczmy ogdlnie przez T'y zbiér tych wszystkich przedzialéw g, dla kté-
rych

61‘ ( Yoo
Bedzie wiec
A= Z T, (1)
oraz
PH C V"l .
Z drugiej strony, wobec (1), jezeli p (va, to musi by¢ przy jednem conaj-
mniej k:
: p C Pk: (2)
aze .
I‘l: ( Yk
wigc mamy
JAQIE

Musi wiec by¢ k=, gdyz w przeciwnym razie przedzialy v, i, kt-ére
na siebie nie zachodza, miatyby wspélny punkt wewnetrzny p. Jest wiec,
wobec (2):

p Ly,

czyli, ze kazdy punkt wewnetrzny dla v, lezy wewnatrz I, Jest wigc

Vn ( Pll’
skad, w my$l tw. 3: L

Vﬂ ’< Pﬂ k)
zatem

skad N(&) < A, c. b.d.o.

Twierdzenie 5. N (2 A,,)< 2 N{@).

Dowéd. Niech 2 A, oznacza dany, skoriczomy albo nieskoficzony

szereg zbioréw 4,. Potézmy
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8= 8, T=N@G), D= D @)
bedzie oczywiscie ! "
¢ Y ACT,
zatem, w my$l tw. 4
N@)<T= T,

czyli, wobec (3):

¢ b.d o

Twierdzenie 6. Jezeli A= 3, &, to N (&) =lim N( > a,,).

P n=0c0 -

}
D=4,

k=1

Dowodd. Potézmy

Poniewaz zbior A, sklada sig ze skoficzomej liczby odcinkéw, wige
i zbiér N (A,) sklada sig ze skoficzonej liczby odcinkéw (jak tatwo widzie,
nie wiekszej od n). Mozemy wigc polozy¢

N(An) = vl(m) _i_ \,2(71) ,_l,_ .. + v?'(”)'
“n

N(AH+1) = V1<n+1) + v2(n—l—1) —-!" N —I— V,,“’i:l].
"

Poc_lobniez

Mamy oczywiscie
An ( An—H 3

N () C N (Bn1);

zatem tez

w my$l wiadomego lemmatu wnosimy wiec, ze kazdy z odcinkéw v lezy na
pewnym odcinku v+, Z kazdego z odcinkéw v+t usunmy te odcinki v,
ktére ewentualnie na nim lezg: ze zbioru odcinkéw (4) pozostanie przez to
nowy, réwniez skonczony zbiér odcinkéw

B D Ll

'n 41
(zbidr ten ewentualnie moze by¢ prozny).
Potézmy:
D= ) o b b b
: F w4

icm
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D=y v/ w4 e

Odcinki zbioru T',, zestawione razem, dajg oczywiscie zbidér odcinkéw
N(A,) (w tem znaczeniu, w jakiem np. odcinki (0, 1) i (1, 2) zestawione ra-
zem daja odcinek (0, 2)); kazdy wiec punkt, lezacy wewnatrz N (4,), a nie
bedacy koficem zadnego z odcinkéw zbioru I', jest wewnetrzny dla Tla.
Wrnosimy stad, ze kazdy punkt wewngtrzny dla A (punkt taki musi by¢ przy
pewnem 7 wewnetrznym dla 8, oraz N (A,)), nie bedacy koficem zadnego
z odcinkow zbioru I, jest wewnetrzny dla T'.

Co sie za$ tyczy koficow odcinkéw zbioru T', to mmnogos¢ ich jest co-
najwyzej przeliczalna: mozemy je wiec ustawi¢ w pewien ciag (skoficzony lub
nieskoficzony):

Ciy Cgy Cgyev- )
Potézmy, przy danem > 0:

g €
)\n_—:(cﬂ W’ cn"“gﬁf)'
Kazdy punkt zbioru (5) bedzie wigc lezal wewnatrz zbioru przedzialéw

A=d N4+,

przyczem oczywiscie

A:Z l,,:z%<;_ (6)
Mozemy wiec teraz napisac:
’ ACE4A),
skad, w mysl tw. 415: o
NAKNIT+HALIH4A,
zatem, wobec (6): L
: N@) <T+e,

a ze jest to prawdg przy wszelkiem dodatniem e, wige:

A <T. @
Z drugiej strony oczywiscie )

Iy= N (An) 3
zatem:

(ciag T, jako monotoniczny zmierza w kazdym razie do oznaczonej granicy
skoriczonej lub nieskoriczonej). Jest wigc, wobec (7):
N < lim N (). ®

Prace mat.-fiz., t. XXVIL
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Ale, wobec

4, (A
N@A)<N@),

oraz, w my$l tw. 4a, mamy:

skad o
lim N (A,) < N@). )
Woory (8)1 (9) daja . _
- N@)= lim N&,),

7n==00

¢. b. d. 0. Twierdzenia 6 dowiedliSmy zatem w zupelnosci.

Twierdzenie 7. Istnieje i tylko jeden zbidér normalny, kto-
rego punkty wewngtrzne sg wspdlnemi punktami wewnetrz-
nemi dwéch danych zbioréw A’ i A” oraz naodwrét.

Dowdd. Ze zbiér normalny, spetniajgcy warunki naszego twierdzenia,
moze by¢ tylko jeden, wynika natychmiast z twierdzenia 1. Wystarczy wiec
okaza¢ tylko, ze istnieje conajmniej jeden zbi6r normalny, spetniajacy wa-
runki naszego twierdzenia.

Oznaczmy przez @ zbidr tych wszystkich punktéw, ktére badz nie lezg
wewngtrz A/, badZ nie leza wewnatrz A” (badZ wreszcie nie lezg ani we-
wnatrz &', ani wewnatrz A”). Zbiér @ jest, jak latwo widzie¢, zamkniety
(jezeli bowiem punkt p nie nalezy do §), to musi leze¢ jednoczesnie wewnatrz
A" i wewnatrz A", a w takim razie i punkty, dostatecznie blizkie punktu p
lezg wewnatrz A’ i A” jednoczeénie, zatem nie nalezg do Q). Zbidr @, jako
zamknigty, wyznacza zatem pewien zbi6r normalny A, taki, iz kazdy punkt,
nie nalezacy do @ — czyli lezacy jednoczesnie wewnatrz A’ i A — lezy we-
wngtrz 4, i naodwrét. Zbiér A jest wiec zadany.

Zbiér normalny A, spetniajacy warunki naszego twierdzenia, bedziemy
oznaczali przez AA”. Oczywiscie A’ AY = A" A,

Udowodnione twierdzenie daje sig z fatwoscig uogélni¢ na dowolng
skoficzong liczbg zbiordw A/, A”,...) A®, przestaje jednak wogdle by¢

prawdziwem dla nieskoficzonego ciggu zbioréw (np, jezeli zbior A® sktada

sie z jednego tylko przedziatu ( %, 716), dla k=1, 2, 3,...) .

(A +4y) A 00 (A 4y 44, 4y).
Dowéd. Potézmy

Twierdzenie 8.

A+, =

Jezeli p C Ad,, to musi byé¢ jednoczednie p C A oraz p Ay Ale
skoro p (A, to albo p CA,, albo p C A, (nie wylaczajac, ze obie wzgled-
nosci zachodzq;ednoczesme) W kazdym wiec razie jest albo p( A, i p ( A—
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zatem p ( A Ay —albo tez p ( Ay i p ( Ay —zatem p (A, 4,.
w kazdym razie p { (A; 4; 4 4,4;). DowiedliSmy zatem, ze

Jest przeto

A3, C(A4;4-4,4y). (10)

Zak’)imy teraz, ze p C (4;4; + A 4,). Mamy wiec albo p C A4, al-
bo tez p ( A;A;, w kazdym wigc razie p C A, oraz p ( (A, +4,), czyli
p Ay JrAg)A

Dowiedli$my wigc tez, ze

A A 8 =4+ Ay) Ay, (11)
a wzory (10) i (11) dajg ~
(A145) 3509 A, Ay -4, 4y, (12)
c. b.d. o.
Wniosek. (A, +A,) (A7 A7) co (A, & A, A 4,0 | A, A7),

Dowod. Potézmy
M A = Ay (13)

w my$l twierdzenia (8) bgdziemy mieli wzdr (12). Lecz, wobec (13) i w mysl
tw. (8) mozemy napisac:
AjAg =A; (A - A"y co A AT A A,
A A, = A, (A A7) co A, A - 4, AT,
shad A A A A co (A A A AT AT -8, A7),
co, wobec (12) i (13), daje wniosek, ktéry chcieliémy wyprowadzic.
Twierdzenie 9. A’A" L N (4').

Dowéd. Mamy oczywiscie )
ATAT (A,

zatem, w my$l twierdzenia 4a:
NQ@AA) L N@AY. 19
Lecz zbiér A’A" sam jest normalny, mamy wigcC
A! A/I —_— N (AIAH)
i nieréwno$¢ (14) daje: L
AAT LN (@A),
c. b.d. o. Stad, tembardziej (w mysl tw. 4b):

NAT LA,

NO+N@) =N

S 4) + AR

Twierdzenie 10.
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Dowod. Potézmy

I'=NA@)=1+1+17 -
Po=vi+tt-
V=N@)=v/+1'+1u+. ..,
L=+ 4. A
A=T+T=n+1+n+1+u+- .
Mw=1 4% +%+0" + Tt =TTl

Mamy oczywiscie:
N@A+8)=NE @) +N@)=N{T 4TI,
AM=NQ@Q)N@A)=T.TI7%
twierdzenie 10 przybiera wiec postaé:
T+ TV=NTF+I1)4T.T (15)

Gdyby zbiory ['iI” byly oba skoficzone, wzér (15) zachodzitby oczywi-
Scie (czego blizszy dowéd pozostawiamy czytelnikowi). Zajmiemy sie przy-
padkiem, kiedy oba zbiory I'i I sg nieskoniczone (gdyby jeden z tych zbio-
16w byt skoficzony, drugi za$ nieskoficzony, nalezatoby w dowodzie poczy-
ni¢ pewne oczywiste modyfikacye).

Mamy oczywiScie:

T= hm Ca, 17 =1lim T,

Wystarczy oczywiscie przeprowadzi¢ dowdd tylko w zatozeniu, ze obie
wypisane granice s skoficzone (w przeciwnym bowiem razie, jak tatwo wi-
dzie¢, obie strony wzoru (15) bylyby = - co i twierdzenie 10 by}oby praw-
dziwe).

Mamy, dalej, w mysl tw. 6:

() =lim N(,,) = lim ¥ (F, - T')). (17)

n=co

Poniewaz zbiory I'i T, sg skoficzone, wiec mamy, jak fatwo widzieé:

skad, wobec (16) 1 (17), w granicy, dla 7 = co

I (I‘—{—I")+hm I‘,.F’

sy . __ . 0O mierze Lebesgue'a 45

(istnienie granicy lim I‘,TI‘? jest zapewnione przez istnienie trzech pozosta-
tych granic, zresth wymka bezposrednio z uwagi, ze cfag T,L,/ jest niema-
lejacy).
Widzimy wigc, ze dla dowodu wzoru (15) wystarczy okazac, ze
lim LI/ =TT (18)
Pot6zmy
H, = tp11 4+ (CATE S

. Wy =1 Ve .. ..
Bedzie wiec

N@)=I=T,+H, N@A)=I'=TI/+H,
A o TT = (I 4 Hy) (/4 1L,
zatem, w my$l wniosku z tw. 8-go:
AN co I, T T, H, + BT -+ H,H,/.
Stad, w mysl tw. 4ai 5:

skad

.0/ T 0, 1,7 10,1,

a.ze, w myS$l tw. 9

I CHY, BT < H,, BH <H,,

AN KT, T+ B 2. 1,.

wiec

Lecz, wobec zbieznosci szeregéw T i [V, mamy oczywiscie
limH,=0 oraz limH,/ =0,
n=0co N=00
ostatnia nier6wno$¢ daje wigc, w granicy dla n = cc
AN L lim T, T (19)
n=co

Z drugiej strony, wobec
FaCA, T4,

LT ¢ AAY

mamy oczywiscie

skad, w mysl tw. 4 a:

LI AN
i przeto, w granicy dla n = co
lim T, T < A4, (20)

Nieréwnosci (19) i (20) daja wz6r (18), ktéry, jak wiemy, pocigga za sobg
prawdziwos$¢ wzoru (15) oraz twierdzenia 10.
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Il. “Zasadnicze twierdzenia teoryi nwiary.

Niech P oznacza dany zbidr punki6éw, lezacy wewngtrz skoriczonego
odcinka 8,. Wezmy pod rozwage wszystkie mozliwe zbiory przedziatdw A,
takie iz

P (A.

Dolng granicg wszystkich (odpowiadajacych tym zbiorom A) liczb A na-

zywamy, wedtug Lebesgue’a, miarg zewngtrzng zbioru P i oznacza-

my przez
m, (P).

Miara zewnetrzna (w znaczenin Lebesgue’a) danego zbioru P (pun-
ktéw, lezacych wewnatrz skoticzonego odcinka), jest to wiec liczba rzeczywi-
sta (oczywiscie nieujemna) m, (P), posiadajaca nastgpujace dwie, charakte-
rystyczne dla niej wtasnosci:

1) Warunek P ( A pociaga za sobg zawsze nieréwnosc

m, (P) < A.
2) Do kazdego dodatniego e mozna dobraé taki zbidr A, iz
PCA oraz A< m,(P)4e.

Mozemy przytem zatozyé, ze A (¢8,, gdyz w przeciwnym razie, jak
tatwo widzie¢, wystarczytoby zastapi¢ zbiér A przez zbidr Ad,.

Oznaczmy przez G, (P) zbiér wszystkich tych punktéw wewngtrznych
odcinka &, , kitdre nie nalezg do zbioru P. Liczbe

By — 112, (G5, (P))

nazywamy, wedtug Lebesgue’a, miara wewnegtrzng zbioru P i ozna-
czamy przez

m; (P);

jest to wiec tez pewna liczba rzeczywista nieujemna (gdyz, jak tatwo widziec,
e (Cs, (P)) < 3).

' Kazdy zbiér punktéw, lezacych wewnatrz skoriczonego odcinka posiada
wiec oznaczong miarg zewngtrzng oraz oznaczong miare wewnetrzng (z defi-
nicyi miary wewngtrznej sqdzicby mozna, ze zalezy ona mietylko od zbioru P,
alei od odcinka 3,; ze tak nie jest, okazemy pézniej).

Twierdzenie I. Mamy stale:

Mo (P) 3> m; (P). n

(15 O mierze Lebesgue’a. 47

Dowéd. Niech P oznacza dany zbi6ér punktéw, lezacy wewnatrz od-
cinka 9,. Potézmy ‘
Q=4 (P);
zbiér P4~ @ bedzie wiec zbiorem wszystkich punktéw wewnetrznych od-
cinka §,.

Niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnia. Istniejg takie AiT
(w mys$! definicyi miary zewnetrznej), iz

PCA, A<m(P)+s,
I, T<m .
Stad: @ C < m, (@) +
P+ C@+I) @
oraz

AT < m, (P) + 76 (Q) + 22 = m, (P) + 3, — m; (P) -+ 2e. 6)

Lecz kazdy punkt wewnetrzny odcinka 8, jest punktem zbioru P - @,
mamy wiec, wobec (2):
3 C(A+T),
skad, w mys$l tw. 3: S
S <L ALT,
zatem, wobec (3): - _
8y < My (P) + 8, — my (P) 4 25,

nt, (P) — my (P) > — 2¢,

skad:

a ze nier6wnos¢ ta pozostaje prawdziwg przy wszelkiem dodatniem =, wigc
mamy
me (P)— m; (P) >0,
czyli nieréwnosé (1), ¢. b. d. o.
Jezeli, w szczeg6lnodci, we wzorze (1) zachodzi znak réwnosci, t. j. jezeli

1, (Py = m; (P),

to zbiér P nazywamy mierzalnym w sensie Lebesgue’a (lub krécej:
mierzalnym (L)), a wspélng wartos¢ miar . (P) 1 m (P) nazywamy miarg
(L) zbioru P i oznaczamy przez

m (P).

Z definicyi mierzalnosci wynika, ze jezeli zbiér P jest mierzalny, to
i zbiér @ = Cs, (P) jest mierzalny oraz

m (Q) = 8, — m (P).
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W samej rzeczy, wobec @ = C; (P), mamy réwniez, jak tatwo widziec: AT <&,

P=2C; (@Q); jest wigc: _ c. b.d. o.

i (Py =8, — m, (), Twierdzenie I Jezeli
oraz

i (W) =8 — me (), P (A, G, (P) (T, (5)

to
zatem, wobec i, (P) = my; (P) = m (P): Me (P) — my; (P) < AT.
My (§)) = 8 — 1 (P) == 8, — m (P), Dowod. Wobec zalozen (5), mamy réwniez

i () = 8, — m, (P) = 8, — m (P), PCN@), G (B CND),

z li . . - . .
“ a zatem, wobec definicyi miary zewnetrznej:

e (Q) = ms (Q) =8, — m (P).

Zbiér @ jest wiec mierzalny, oraz M (P) < N (8), e (G, (P)) < N ().

5 skad, w mys$l tw. 10:
m(Q) =38, —m (P),

c. b. d. o. e (P) — 11; (P) ==, (P) — 3, + 12, (C, (P))
Twierdzenie I Jezeli zbiér P jest mierzalny; to dla kazdej o
. . . . . ) — e ) —_— =A \
danej liczby dodatniej e istniejg takie A oraz T, iz skad <KN@)+NIT)—8=NA+I)F+ AT —3,=AT,
PCA, Co(P)(T, oraz AT <e. b d o e (F) = mPr < 8T,
Dowdd. Niech e oznacza dang liczbe dodatnig. Z definicyi miary ze- Wniosek. Jezeli do kazdego dodatniego = mozna dobra¢
wugtrzne] wynika, e istniejs takie A i T, iz takie AiT, iz

_ c PCA, G(P(T, AT <ce,
PCL GO, B<m®tg, T<m (G @)+,

skad to zbidr P jest mierzalny.

W samej rzeczy, mamy .wowczas, w my$l t. II:

m, (P) — m; (P) <e

AT < m,(P)+ m, (Cs (P)) +-. 4

Lecz zbi6r P jest, jak zakladamy, mierzalny; jest wiec
przy wszelkiem dodatniem =, skad:

e (F) 11, (G (P)) = m, (P) 48, — m, (P) =5, ,
m, (P) — m; (P) <0,

nieréwnos¢ (4) daje wiec, w mysl tw. 4b:

T | GG v - - czyli m, (P) < mq (P), a ze, z drugiej strony, w my$l tw, | mamy
N@ + D) <E4T <51 Y () < o (F), a2,

Stad, w mys$l tw. 10: ‘ me (P) 2 m: (P),
ST = F@ + 50 — NG < 00« — ¥G 5T, e e e (B) = mi (B)
lecz, jak tatwo widzie: o , co dowodzi, ze zbiér P jest mierzalny.
N@4T) =35, Twierdzenie IV. Jezeli P/ ( P, to
(mozemy bowiem zatozy¢, ze A ( 9, oraz T' (9, a z drugiej strony oczy- » m. (P) < m, (P) oraz m (P'y < mu(P).

wiscie 3 ( (A+T)); mamy wlec:
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Dowdéd. Do danego dodatniego e mozna dobraé takie A, iz
P (A oraz A< m(P)+e,
a ze, wobec P/ ( P (A, mamy P (A, wiec:
m, (P < A < m, (P)+-e,
1me (PT) < me (P) +¢.

czyli

Nieréwno$¢ ta zachodzi przy wszelkiem dodatniem ¢, mamy tedy .
m, (Py < m, (P);

dowiedlismy wigc pierwszej czesci naszego twierdzenia.
Polézmy dalej G, (P)=@Q, Cs, (P")=¢; wobec P! ( P, bedziemy mieli
oczywiscie ¢ ( ¢, zatem, wobec prawdziwosci pierwszej czesci naszego

twierdzenia,
m, () < e ().
Mo (Q) =38, —ms (P),  m, (@) =35, — my; (P');
otrzymana nier6wnos¢ daje wieé:

m; (P) > my (P,

Lecz

co dowodzi, Ze i druga czg$¢ naszego twierdzenia jest prawdziwa.

Twierdzenie V. Mamy zawsze m, ( E P,L) < Z M1y (P) .

» 2

Dow6d. Niech = oznacza dang liczbe dodatniq. Wobec definicyi miary
zewngtrzne], istnieje (dla danego e i danego n) takie A, iz

Py (As oraz A, <m,(P,) -+ ‘2577
A= 4,
D P,
oraz "

K:E A, < Z (m,(P,.)—l—%):Em, (P,,)-[-E %<2m, (P e

n

skad, ktadac

bedziemy mieli

Jest zatem

O mierze Lebesgue’a. . 51

a9)

M, ( Z P,,) <A< Z m, (Po) + ¢,

czyli
Mg ( 2 P,,) < E M (Pu) ¢,

n n

skad, wobec dowolnosci liczby dodatniej e:

e ( Z Pn) < Z m, (Pn),

”

c.b.d.o.
Twierdzenie VI. Jezeli zbiory P, leza wszystkie Wewnqt}'z
skoficzonego odcinka 8, i nie posiadaja elementéw wspol-

nych, to mi(z P,,)}E M (Pr) -

n

Udowodnimy twierdzenie nasze przedewszystkiem dlfi dw’c’)ch zbioréyv.
Zal6zmy wige, ze zbiory P, i P, lezg wewnatrz 9, inie posiadaja elementéw
wspdlnych. B

Mamy (P, Py) =8 — m, (Cs, (Py+Py)- ®)

Wobec definicyi miary zewnetrznej, istnieja takie Iy il,, iz
Co, (P) ( Ty, T, <ine(Ch, (Py)) e =38 — mi(P)+e,
Co, (P ( Ty, Ty < it (s, (Po)) 45 =8 — mi (Py) + =,
skad (w mysl tw. 4b):

NT)+NT,) < T +T, <28 —mi(Py) —m(P) 22 (1)

Lecz oczywiscie:
T (Py+ P = C4 (P . Gu (B CTUTY,

skad o
m Cs, (Py=Py) < IiT. ®

Mamy, w mysl tw. 10:
T Ty=NT)+ 8T - N+ 1) ©)
Niech p oznacza punkt wewnetrzny odcinka 80;.je2?1i p nalezy do Py,
to nie moze naleze¢ do P, (gdyz P, i P, nie posiadaja, ]a.k zak.laglamy, ele-
mentéw wspolnych), musi zatem naleze¢ do Cs, (P), awu;c.lezec wewnatrz
T,; jezeli za§ p nie nalezy do Py, to nalezy do C§o (P i w.ewna,trz I,.
W kazdym wiec razie kazdy punkt wewnetrzny odcinka 8, lezy wewnatrz
jednego conajmniej ze zbioréw I'y i Ty, czyli:
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% CN (T, +Ty),
skad, w mysl tw. 3. _ i

% KNIy Ty). (10)
Wobec (8), (9), (7) i (10), mamy tedy:

e Oy, (Py~F Py) < 8y — mi (Py) -- my (Py) + 2¢,
skad, w mysl (6):
n; (Pl +-P2) > (Pi) ~1— Ny (P2) —2e 5
a ze nier6wnog¢ ta pozostaje prawdziwg przy wszelkiem e > 0, mamy wiec:
m; (Pl +P2) >/ my (P1) ‘I" My (Pg),

co dowodzi prawdziwosci twierdzenia VI dla dwéch sktadnikow. Przez in-

dukcye wnosimy dalej o prawdziwosci tw. VI dla dowolnej skoficzonej
liczby skladnikéw.

Okazemy wreszcie, ze tw. VI pozostaje prawdziwem nawet wtedy, kiedy

szereg 2 P, jest nieskoficzony.

Zal6zmy wige, ze zbiory P, (n=1,2,38,..) lezg wszystkie wewnatrz
odcinka 3, i nie posiadaja elementéw wspllnych. Poniewaz, jak dowiedli-
$my, twierdzenie VI jest prawdziwe dla skoriczonej liczby skladnikéw, wiec
mamy przy wszelkiem 7z:

M (Py) =1 (Py) . .. m; (P) <mi (Py+ Py ... 4Py, 1D

Lecz, oczywiscie:

(PPt .. £ P)(P= P,
w mysl tw, IV mamy wiec: n=1
By By P < (B, (12)

Nieréwnosci (11) daja tedy przy wszelkiem n:

e (P) 04 (Py) 4. . - ma (P) < i (P),

co dowodzi, ze szereg (o sktadnikach nieujemnych) 2 m; (Py) jest zbiezny,
oraz ze =

D (P < mi (P,

n=l

¢. b.d.o. Twierdzenia VI dowiedli$my zatem w zupetnosci.
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Wniosek. Jezeli zbiory P,, nie posiadajace punktéw
wspélnych, s wszystkie mierzalne i leza wewnatrz skotficzo-
nego odcinka d,, to zbior P=2 P, tez jest mierzalny i ma-

n

my:
m(P)= D, m(P,).

Dowéd. W mysl tw. V, mamy:

1

me (P) < Z 1t (Pa)

zas, w mysl tw. VI:
mi(P)> Dy mi (P,

N

wreszcie, w mysl tw. I:
vy me (P) > mi (P);

mamy wigc }
Z M (Py) 2 1y (F) > m; (P) > }_I M (Py). (14)

“ n

Lecz, wobec zatozenia, ze zbiory P, sg wszystkie mierzalne, jest:

Z M, (P) = 2 m; (Pn) = Z m (Pn);

nieréwnosci (14) daja wiec:
M, (P) =m; (P) = 2 m (Pr),

n

co dowodzi, ze zbiér P :Z m (P,) jest mierzalny i ze:

%

m (P)= D, m(Py),
c.b.d o ! . ‘ .
Twierdzenie VII. Jezeli P=P,+ P,, gd;ie z.t)’lory 1_311P2 nie
posiadajg elementéw wspdlnych i jezeli zbidér P, jest mie-

rzalny, to:
Y e (P) = m (P,) + M. (Py)
m; (P) = 1 (Py) - mi (Py)

Dowéd. Niech 2, oznacza odcinek, wewnatrz ktérego lezy P. Mamy,
jak tatwo widziec:

oraz
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Gy, (P) = Gy, (P)+- Py,
skad, w mys$l twierdzefi V i VI:
My, (Cs, (L)) < 1 (O, (P)) + 1, (Py),
m; (G, (Py)) 2 i (5, (P)) -+ (Py)

czyli: B _
By — mi (Py) < By -~ 1y (P) -+, (Py),
8y — M (Py) 3> 8, — m, (P) -+ m; (P,).
Jest zatem:
m; (P) < m, (Py) + i (Py), 5
1
m, (P) > m; (Py) 4+ m. (P,).
Z drugiej strony, w my$l tw. Vi VI:
M, (P) < me (Py) 4. (Py),
(16)

m; (P) = my (Py) -+ my (P,).

Wobec m, (Py) =m; (P))=m (P,) (gdyz, jak zaktadamy, zbiér P, jest
mierzalny), nieréwnosci (15) i (16) dajg w jednej chwili:

M, (P) =m (P,) -+ m, (P,),

(17)
m; (P) =m (P)) +mi (P,).

Wniosek. Jezeli zbiory P i P, ( P sg mierzalne, to zbior
P, =P — P, (utworzony ze wszystkich tych elementéw zbioru P, ktére nie
naleza do P;) jest rowniez mierzalny oraz

m (Py) =m (P) — m (P).

Dowod. Mamy oczywiscie P=P,+ P,, przyczem zbiory P,i P, nie
posiadajg elementéw wspdlnych, a zbiér P, jest, w my$l zalozenia, mie-
rzalny. Zachodzi wigc twierdzenie VII, czyli zachodza wzory (17). Wobec
M, (P)=m; (P)==m (P) (gdyz zbior P jest, jak zaktadamy, mierzalny) wzory
te daja: o
Me (Py) = m, (P) — m (P,) = m (P) — m (P,),

Mi (Pg) = mi (P) — m (Py) = m (P) — m (P,),
co dowodzi, ze zbiér P, jest mierzalny, oraz ze

m (P,) = m (P) — m (P
&b d. 6. (Py) ‘ (P) —m (Py),

(23) O mierze Lebesgue’a. 55

Udowodnimy obecnie, ze miara wewnetrzna zbioru nie zalezy
od poszczeg6lnego obioru odcinka 8, wewnatrz kidrego zbidr
ten lezy.

Zatézmy wiec, ze P (8, oraz P (& i oznaczmy przez m; (P);, oraz
i (P)s, liczb i

my (Ps, = & — m, (G, (P)),

m; (Ps, == 8, — M, (Cs, (P)).

Chcemy wigc dowiesé, ze
my; (P, = mi (P, (18)

Obierzmy odcinek & taki, izby byto 9, ( & oraz &, ¢ &. Jezeli udowod-
nimy, ze m; (P)s, = m; (Ps, to, wobec symetryi warunkéw co do 8,1 3,, be-
dzie stad tez wynikalo, ze my; (P);, = m; (P):, skad w jednej chwili wynika
réwnos¢ (18).

Oznaczmy odpowiednio przez §,1 8 zbiory punktéw wewnetrznych dla
8, 1 8; bedzie, jak fatwo widzie¢:

3, =m, (S,) oraz &= m,(S). (19)
Mamy oczywiscie S, ( S; mozemy wigc potozy¢
S=8,+T (20)

Zbiory 818, sa, jak tatwo widzie¢, mierzalne (np. w odniesieniu do od-
cinka 8,); takim tez jest wiec i zbiér 7, w mysl wniosku z tw. VII-go. Mamy
tedy, w my$! wniosku z tw. VI-go:

n, (S) = M. (Sy) 4 m. (1),
zatem, wobec (19):

5 = 8, + m, (T). @1
Oznaczmy
C;, (P)=@); 22)
bedzie wiec: i
Sy=P4¢
oraz, w mysl (20):
S=P4+Q+T,
zatem:
GP)=Q+T
Wobec mierzalnodci zbioru T' i na podstawie tw. VII-go, mamy wigc:
m, (s (P)) == m, (Q + T) = m. (&) + m. (T). (23)

Lecz, w mys$l (22), jest:
my (Ps, = 8y — m. (Cs, (P)) = 8 — me (@),
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za$, mes'l (23):
i (P)s =8 — m, (Co (P)) = § — ma, (§) — ma (T,
skad, wobec (21), znajdujemy:
m; (P)a, = m; (P,
¢. b.d. o. Dowiedlismy wige, ze miara wewnetrzna zbioru nie zalezy od od-
cinka, wewnatrz ktorego zbiér lezy. .

Twierdzenie VIII, Jezeli zbiory P, i P, (mogace posiadaé punkty
wspolne) s3 mierzalne, to zbiér P=P -} P, jest rownlez mie-
rzalny.

Dowdd. Zbiory Py i P,, jako mierzalne, leza wewnatrz skoficzonych
odcink6éw. Niech 8, oznacza odcinek, wewnatrz kidrego lezy zaréwno P,

jaki P,. Niech & oznacza dowolng dang liczbe dodatnig. W mysl tw. II
istnieja takie 4, I, oraz takie A,, T, iz:

PICAU Oﬁu(Pl)CP: Al 1 <

24y

PZ(AE: Oﬁu(Pz)(F: Azf2<v'
Mamy, jak tatwo widzieé:
P=P 4+ P,.0 (P)

(gdyz, z jednej strony, kazdy punkt nalezacy do P; lub do P,.GCs, (Py),
awiec do P,, nalezy do P, z drugiej za§, kazdy punkt zbioru P, nie nale-
z4cy do Py, nalezy jednoczednie do P, oraz Gy, (P;)). Stad, wobec (24):

P A+ 3, =4, (25)
Z drugiej strony, jest oczywiscie:
Co, (P) = Cs, (P1) . Gy, (Py),
G, (P) (I T, =T (26)
Wobec (25) i (26) mamy wigc:
PCA, G (P (T,

zatem, w mys] (24):

oraz, w my$l tw. 8 i 9:

AT=@ A+ 4 T) T < AT T, 44,1, T, <& T, + 5T,

skad, wedtug (24):
AT <.

W mysl wniosku z tw. Ill-go zbiér P jest wiec mierzalny, c. b. d. o.
Oznaczmy wedtug Lebesgue’a przez P— P! zbidr tych wszystkich

icm®
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punktéw zbioru P, ktére nie naleza do P’ (nawet gdyby zbiér P’ nie byt
czescig zbioru P) Y.

Z twierdzenia VIII otrzymujemy nastepujacy

Wniosek. Jezeli zbiory Pi P sg mierzalne, toizbidr P—FP’
jest mierzalny, .

Dowéd. Potézmy PP = P, ; bedzie oczywiscie:

P—P =P — P,

przyczem P'C P;. W my$l tw. VIII, zbiér P, jest mierzalny; zbiér P! row-
niez jest mierzalny; wniosek z twierdzenia VIl-go dowodzi wiec, ze i zbior
P, — P'=P— P/ jest mierzalny, c. b. d. o.

Twierdzenie 1X. Jezeli zbiory P, (mogace posiada¢ elementy
wspélne) lezg wszystkie wewnatrz skoficzonego odcinka 3, isa

mierzalne, to zbidr P:Z P, tez jest mierzalny.

Dowdd. Mamy oczywiscie
P=P 4 (P—P)-+ (P — P, —P) 4 ...
Pu P2—P1: Ps‘“PL“'Pz

Zbiory

nie posiadaja oczywiscie elementéw wspélnych i sg wszystkie, w mys$l wnio-
sku z tw, VIII, mierzalne. W my$] wniosku z tw. VI, jest wiec mierzalnyi zbiér
P, c.b.d o.

Wniosek. Jezeli zbiory P, sa wszystkie mierzalne, to
zbiér P=P, P,P,.., utworzony ze wszystkich punktéw wspél-
nych wszystkim zbiorom P,, tez jest mierzalny.

Dowéd. Zalézmy, ze wszystkie zbiory P, lezg wewnatrz odcinka d,.
(Twierdzenie pozostaje jednak prawdziwem i bez tego zalozenia, byleby
kazdy ze zbioréw P, byl mierzalny — jak to czytelnik sam zechce blizej
zbada¢). Mamy, jak tatwo widzieé:

O, (P) = Z Cs, (Py).

') Zauwazymy, ze nie zawsze (P, Py — Py=P, - (P; — P;). Np. jezeli zbi6r P,
sktada sig z punktéw @ i b, zbiér P, —z punkiéw @ i ¢, wreszcie zbiér P, — z jednego
tylko punktu @ (przyczem punkty @, b, ¢ sg rozne), to zbidr Py P, bedzie si¢ skladat
z punktéw @, b i ¢, zbiér wiec (P, -~P;) — Py z punktéw b ic, za§ zbidr P,— P,
z jednego punktu ¢, zatem zbiér P, - (P, — Ps), z punktéw a, bic.

Natomiast, jak fatwo widzie¢, mamy zawsze (P,— P,) — Py= P, — (Py+Py).

Prace mat-fiz., t. XXVI[ 5
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Kazdy ze zbioréw C, (P*) jest, wobec mierzalnosci zbioréw P,, zbio-
rem mierzalnym. W mys$l tw. IX-go, jest wigc Cy (P), a wiec i P zbiorem
mierzalnym, c. b. d. o.

Pwierdzenie X. Jezeli miara wewnetrzna zbioru P, lezace-
go wewnatrz odcinka &, jest dodatnia, to dla kazdej liczby
dodatniej ¢ istnieje taki odcinek &, iz cz¢$§¢ mnogosci P, le-
zaca wewnatrz 3, ma miarg wewnetrzng > (1 — =) .

Dowdd. Polézmy Q= C; (P). Wobec zalozenia

m; (P) >0,
mamy _ v
M, () = 0, — m; (P) < 3y;

mozemy wiec wyznaczy¢ taki zbiér normalny I', izby byto ¢ C I' ( 9,, oraz
<. *)
P'=nu+ntiut.--

Gdyby szereg ten byt skoriczony,’to—jak tatwo widzie¢—istniatby odcinek &,
ktorego wszystkie punkty nalezq do P i twierdzenie nasze byloby prawdziwe.
Zalozmy wiec, ze szereg I' jest nieskoniczony.

Potézmy, przy danem ¢ >0:

Polézmy

n=¢( —T);
wobec zwiazku (*) bedzie to liczba dodatnia. Poniewaz
T“::f_l';“;fz'{“"{s"f“--w
wigc mozna dobra¢ takie n, izby bylo
T—T. <. (*%)

gdzie D=+, +1,+.. -+ 7.. Wszystkie odcinki zbioru I', beda oczywi-
$cie lezaty na odcinku 3, oraz bedzie

) ) L<T <3,
Usufimy z odcinka &, odcinki
.{U ‘(3) see Tns

z odcinka 3, pozostanie przez to skoficzona liczba odcinkéw

Prs Moy ooy Pan,

icm
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ktére nie bedg zachodzity na siebie {ani nawet stykaly sig), przyczem bedzie
oczywiscie

BD—_—i—I—-% ‘|"+;n+@1+l:g+ "'l_;’:mv

zatem: _ B _ _ o
P‘1'+P'2'{"'-'+P'm:80—‘rn>auv‘r- (**25:)
Pot6zmy
I'=T,+ H,
oraz

Hopi= A dla i=1, 2,...m.

Zbiory A; bedg normalne (gdyz zbior H, jest normalny), przytem zbiory
A;i Ay, dla i==7, nie posiadajg wspélnych punktéw wewnetrznych (gdyz
nie posiadajg ich odcinki p; i ;). Zbidr

A=A+ A+ .. +A,

jest wigc zbiorem normalnym.
Mamy oczywiscie:
A(CH,,

zatem (z uwagi, ze zbidr A jest normalny), w my$l tw. 4:

igH,="—-T,
czyli, w my$l zwigzku (*4): ,
l\- < 'q. (*3:**)

Zatézmy, ze przy wszelkiem ¢=1, 2,... m jest:
Ki > 5@1‘;
bytoby, w my$! zwigzku (¥**¥) oraz zwigzku (***):
1> A=Kt Kb Ba > e it ) > € Go—D),

wbrew definicyi liczby v.
Jest wiec dla jednego przynajmniej z przedziatéw p;, np. dla prze-
dziatu pg:
A‘Kk <L E—}Zk. (—{.)

Ze sposobu otrzymania odcinkéw p wynika, ze kazdy punkt zbioru (),
lezacy wewnatrz p;, lezy wewnatrz H,, zatem tez wewnatrz H,pp=A;;
miara zewnetrzna czesci zbioru @, lezacej wewnatrz g, jest wiee <Ay, czyli,
wmysl gwigzku (), <esw. Zatem miara wewnetrzna czesci zbioru P, le-
zqcej wewnatrz py, jest > pp — ep, czyli > (1—¢) s, co dowodzi prawdzi-
wosci naszego twierdzenia.
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Wniosek. Przedzialu nie mozna rozbié na dwie;mnogogci
mierzalne, majace réwng miare wkazdym dowolnym odeinkuy,

Doweéd.  Zalézmy, ze zbiér wszystkich punktéw odcinka 9, mozna roz-
bi¢ na dwie mnogosci )
P4

(nie posiadajace punktéw wspdlnych), majace réwna miare w kazdym odcin-

X

ku. Miary ich w odcinku 3, bedg oczywiScie dodatnie (jak fatwo widziec,

kazda :%’-} W mysl dowiedzionego twierdzenia, kladgc w niem e =1

(i z uwagi, ze cze$¢ zbiorn mierzalnego, zawarta w dowolnym przedziale, jest

zbiorem mierzalnym), bedziemy jako miarg zbioru P w pewnym (stosownie
do ¢ dobranym) odcinku & mieli liczbe

— i 5
m>(1—e)d, czyli m> T
Lecz, w mysl zalozenia, m jest tez miarg zbioru () w odcinku 5. Po-
niewaz za$ czesci zbioréw P i @, lezace w odcinku 7, dajg w sumie caty od-
cinek 8, wigc musi byé B
2m =2,

wbrew otrzymanej wyzej nieréwnosci na m.
nasz zostat wigc dowiedziony.

Stad sprzecznosé, Wriosek

. Rilka twierdzei o funkcpach mierzalnych.

Niech f(x) oznacza dana funkcye zmiennej rzeczywistej a, okreslong
W pewnym przedziale 8. Oznaczamy wedlug Lebesgue’a symbolem

E(f>4)

zbiér wszystkich liczb rzeczywistych o przedziatu 3,, dla ktérych zachodzi
nieréwnos¢:

. fx) > 4.

Podobniez okreslamy symbole

E(f<B), EMU<f<B), E(f=4), B(f>4)

Funkcye 7 (x) nazywamy mierzalng (w przedziale 3)), jezeli, przy
wszelkiem A, zbidr

it p.

. : E(f>4)
jest mierzalny.

icm®
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Mamy oczywiscie 3
E(f<A)=5,—F(f> 4),

jezeli wiec funkeya f(z) jest w przedziale 3, mierzalna, to przy wszelkiem 4

zbibr
E(f < 4)
jest mierzalny.
Na podstawie oczywistego wzoru

EU<®=EEU<AmH

n==1

oraz twierdzenia o szeregu zbioréw mierzalnych, wnosimy, ze dla funkcyi mie-
rzalnej f(x) zbidr
E(f<4)

jest, przy wszelkiem A4, mierzalny. Wobec wzoréw:
B(f=4)=E(f<4) - E(f< 4),
BEUASI<B)=E(f<B)—EB(f<4),
B <f<B=E(f<B)—E(f<4),
wnosimy o mierzalnosci zbioréw
E(f=4), BEUALI<B, EA<f<B),

przy wszelkich 4 1 B> 4.

Udowodnimy obecnie, ze suma dwéch funkcyj mierzalnych
jest funkcyq mierzalng. Chcemy wiec dowies, ze jezeli funkcye
fi(@) i f, (%) sq mierzalne, to zbi6r

E(fi+1) >4
jest mierzalny przy wszelkiem A.
Zat6zmy, ze przy pewnem x i danem A mamy:

fi @41, (@) > 4; )

powiadamy, Ze przy pewnem wymiernem w bedzie:

fi@)>w oraz f,(x) >4 —w.

W samej rzeczy, gdyby takie wymierne w nie istnialo, to przy wszel-
kiem wymiernem w nieréwnosé
w < fi (@)
pociggataby za sobg nieréwnosgé
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@< 4d—w.

Obierzmy, w szczeglnosci, ciag nieskoficzony liczb wymiernych
wa <[y (%), zmierzajacy do f; (x). Bedzie wige przy wszelkiem 7.

un < fy (),
o (@) < 4 — w,

zatem:

skad, w granicy dla n =00, z uwagi, ze lim u, = f; (z):

o fo@) <A — fi @),
wbrew nieréwnosci (1).

Oznaczmy przez w, cigg nieskoriczony, utworzony ze wszystkich liczb
wymiernych. Z tego, czego$my przed chwilg dowiedli, wynika, ze jezeli (przy

pewnem 2 i pewnem 4)
i@+ 1@ > 4, )
to mamy przy pewnem 7 jednoczesnie:

h@>w, oraz f,(2)> A —w,, @

a jasnem jest tez, ze naodwrét, nierdwnosci (2) pociagajg za sobg nieréw-
nos¢ (1). Stad fatwy wniosek, ze

E(fi+fhi>4)= D B(fi>w) B(f,> 4 —w,)

n=1

(gdzie B(f, > w,). B (fy > A—w,) oznacza zbiér wszystkich punktéow
wspélnych zbiorom E (f, > w,), E(f, > A—w,)). Na mocy twierdzen o ilo-
czynie i szeregu zbioréw mierzalnych wnosimy stad, ze zbidér .

E(fi+f, > 4)

jest mierzalny.

Dowiedzione twierdzenie o sumie dwéch funkcyj mierzalnych nogdélnia-
my natychmiast przez indukcye na dowolng skoficzong liczbe sktadnikéw.
Udowodnimy, ze zachodzi ono i dla nieskoriczonego szeregu funkcyj mierzal-
nych.

Niech wiec

F @)=, @)+ fy (®) 4 f, @) 4. ..

oznacza szereg zbiezny funkcyj mierzalnych. Potézmy

B@=H@+hH@)+ . 4@

(1) O mierze Lebesgue’a, 63

Oznaczmy dalej, przy danem rzeczywistem A4 oraz naturalnych i k:

By s E(Fopy > 4 471{) B (Fua> A—l-?l{») B (Fus> a4

Powiadam, ze

B(F>4)= Y Y B ®)

k=1

E

W samej rzeczy, jezeli przy pewnych n# oraz & mamy
2 C B,
to, na mocy definicyi zbioru E,, ;, bedzie:
Fopp () > A+—,lc— , dia p=1,93,...,

a zatem, w granicy dla p = co: 1
F(x)=1im Fuy, (@) > 4+ 7 > 4,
p=co

skad .
Fx)> 4,
co dowodzi, ze
z (E(F>4).
Z drugiej strony, jezeli przy pewnem 2 i pewnem 4 jest
Fxy> A4,
L 2 .
to, obierajgc liczbe naturalng /1.:>-F @A bedziemy, wobec

lim F, (z) = F (z),

mieli dla dostatecznie wielkiego n:
1 1
Foty @) > F(2) = > A+ 1
dla p=1,2,3,..., co dowodzi, ze

1
2z (E 17',.+1,>A—J,—f dla p=1,2,3,...,
czyli, ze E
@ n, k-

Dowiedlismy wigc wzoru (3). Namocy dowiedzionego twie}'dzeni::{ o skon-
czonym szeregu funkcyj mierzalnych, kazda z funkeyj F.(z) ']esjc mierzalna,
mierzalnym jest wiec przy naturalnych n, & i p kaidy ze zbioréw
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1
E(Fuy> A+,

zatem i kazdy ze zbioréw B, ., stad zas wnosimy o mierzalnosci zbioru
B (F> 4). Funkcya F(z) jest wigc mierzalna, ¢. b. d. 0.1

Dowiedlismy tedy, ze suma szeregu nieskoficzonego (zbiezne-
go) funkcyj mierzalnych jest funkcyg mierzalng.

Na podstawie oczywistej tozsamosci

E(—f>4) =E(f< - 4)

wnosimy, ze jezeli funkcya f (x) jest mierzalna, to jest mierzalng tez funkcya
—f (x). Wynika stad natychmiast (wobec twierdzenia o sumie dwéch funkceyj
mierzalnych), ze réznica dwéch funkcyj mierzalnych jest fun-
kcyag mierzalna.
Udowodnimy teraz, ze funkcya ciagla jest zawsze mierzalna
Jezeli f(x) jest funkcya ciagly, to—jak tatwo widziec¢-—~zbitr

E(f>4)

jest przy wszelkiem danem A zbiorem zamknigtym?. Lecz kazdy (ograni-
czony) zbidr zamknigty jest mierzalny (gdyz jego zbidr dopetniajgcy skiada
sie z przeliczalnej conajwyzej liczby zbioréw mierzalnych: punktéw wewnetrz-
nych pewnych odcinkéw), zbiér B (f>> 4) jest wigc mierzalny przy wszel-
kiem A. Mierzalne wiec beda i zbiory

1

7

E(f>4+

") Zauwazymy, ze u Lebesgue'a (Legons sur lintégration, p. 111) dowéd odnos-
nego twierdzenia nie jest poprawny. Lebesgue opiera swdj dowéd na tozsamosci

E(F>A)=i En,

n=1

En=TB(Fs>4) . B (Fut1> 4) . B (Fag2> 4). . .

gdzie
Tozsamo$¢ ta moze jednak nie by¢ prawdziwa: np. jezeli Fiyx) = A %—, to dla >0
mamy stale z( Bn, ale F(x)= 4, wiec juz nic jest 2 ( E (F> 4).

?) Wtasno§¢ te posiadaja tez funkcye nawpdt-ciagle zgéry (jest ona dla nich chara-
kterystyczna), -tak iz dowéd nasz stosuje sig i do nich; kazda wiec funkcya mawpél ciggla
zgory jest mierzalna.

(38) o O mierze Lebesgue'a. ) 65

przy wszelkiem naturalnem n. Stad, wobec oczywiste] tozsamosci

©o

B(f> )= B(7>4+],

==l

wnosimy natychmiast o mierzalnodci zbiorn
L (f>4)

przy wszelliem 4. Funkcya /(x) jest wige micrzalna, ¢. b. d. o.

Zauwazymy, e twierdzenia o mierzalnodci funkeyj ciaglych dowodzi
Lebesgue przy pomocy twierdzenia Weierstrassa (o rozwijalnosci fun-
keyi cigglej na szereg wielomiandw).

Twierdzenie.) Jezeli /. () jest w pewnym skoficzonym prze-
dziale ciggiem zbieznym funkcyj mierzalnych, to do kazdego
dodatniego ¢ mozna dobraé zbiér miary <e, po usunigciu
ktérego z uwazanego przedziatu, funkcya bedzie w pozosta-
tym zbiorze ciggta jednostajnie.

Niech X oznacza zbidr wszystkich liczb uwazanego przedzialu. Oznacz-
my, przy danem naturalnem p i danem x, nalezacem do zbioru X, przez
k(p, ) najmniejsza liczbg naturalng % taka, iz

|fn(96)——f(w)l<%, da n>k,
gdzie f(x)= 1im fa ().

(Z zalozenia, ze ciag f, (x) zmierza przy wszelkiem & W zbiorze X do
granicy £ (x), wynika, ze taka liczba % istnieje).

Oznaczmy, dalej, przez Xy, , zbidr tych wszystkich liczb x zbioru X,
dla ktérych (przy danem naturalnem %):

k(p, zy=1k.

Powiadam, 7e zbiory Xi,, sa wszystkie mierzalne. W samej 1zeczy,
zbiér Xi, , jest zbiorem tych wszystkich punkiéw x uwazanego przedziatu,
dla ktérych

| fomr () — F ()] > %, (warinek ten odpada dla k=1),

t i udowodnit D.-Th. Egoroff, wSur

Y) Twierdzenie to po raz pierwszy wypowiedzia >
i’ p ; T. 152 (1911) p. 244—246. Dowdd,

les suites de fonctions mesurables* Comptes Rendus
ktéry podaje, rézni sig od dowodu Egoroffa.

5**
Prace mayf-iz., t. XXVII,
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oraz jednoczesnie

[fi (@) — @] <

)

L
p .

i @) — (0] < ; ‘

Jest to wiec zbidr wszystkich punktéw wspdlnych pewnemu ciggowi
nieskoficzonemn zbioréw, z ktérych kazdy jest mierzalny (gdyz, jak dowie-
dlismy, suma nieskoriczonego szeregu funkcyj mierzalnych, a wiec i granica
ciagu takich funkcyj, jest funkcya mierzalng, a réznica dwdch funkceyj mierzal-
nych jest znowu funkcya mierzalng. Jezeli za$ ¢ () jest funkcyg mierzalna,

to zbiér B ( o (x)| > —pl~) jako tez zbiér E (I v ()| < }1)) jest oczywiscie mie-

rzalny przy wszelkiem nuturalnem D).
Mamy, przy wszelkiem naturalnem p, oczywistg tozsamosc:

T=%1,+ %o o TspF e (%)

przyczem sktadniki prawej strony nie posiadaja elementéw wspélnych.
Wobec mierzalnosci zbioréw X, ,, mamy stad réwnosc:

m(X)=m (X, )+ mEs, )+ mXs, )+ ...;

[=S]

> m(& )

k=1

szereg

jest wiec zbiezny.
Niech e oznacza dang liczbg dodatnia. Mozemy wiec wyznaczy¢ dla
danego p liczbe k, tak, izby byto:

=5

2 m()?k,p)<%,

k:_kp

zatem
> > (&)< )
p=1 k:kp

Potézmy

i
NIE
M
B

(©)

aa
1
-
-
I

-

@5)
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bedzie wiee (w my$l twierdzenia o mierze sumy przeliczalnej mnogosci zbio-

réw mierzalnych):
mES)= 2 2 n.,),

p=1k=k,
zatem, w mysl (5):
m(S)<e.
quiadam, Z'e w zbiorze ¥ —S ciag f. (x) jest zbiezny jednostajnie.
W samej 1zeczy, niech ¢ oznacza dowolng dang liczbe dodatnig Obierzmy p

tak wielkie, aby byto

1
— < g,
¥y

Niech @ oznacza dowolny punkt zbiorn X— §. Skoro % nie nalezy do
8§, to, wobec (6), # nie nalezy tembardziej do zadnego ze zbioréw

Lipyvs Xyt oy Xggopseenes
zatem, wedtug (4), # musi nalezeé do zbioru
X1, +X2, ? ‘|‘ cee +Xk1,—l, s

k{p, o) <y,

co dowodzi, ze
a wiec, ze

[ACE f(x)l<§lj— <o, dia n>lk.

‘_Iest wigc dla n >k, , gdzie p, a wiec tez k,, zalezy jedynie od siode
(ale nie zalezy od «):

fa(@) — F@)| <o,

dla kazdego punktu z zbioru X—S. Dowiedlismy wiec, ze ciag f, (%) jest
zbiezny jednostajnie w zbiorze X — .
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